Вища математика

__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

Цей випадок означає, що прямі паралельні;

б) ранг розширеної матриці (13) дорівнює одиниці, тобто 
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. Тоді система має більш ніж один розв'язок (нескінченну множину).

Цей випадок означає, що прямі збігаються.

Приклад. З'ясувати, як розташовані прямі 
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 на площині.

Розв'язок. Складемо систему
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Висновок.  Прямі перетинаються у точці в с координатами (2;1).

2. Лінії другого порядку на площині. Рівняння (2), яке приведено спочатку розділу 2, описує (в залежності від коефіцієнтів) відомі криві другого порядку. Розглянемо їх.

1) Коло - це множина всіх точок площини, які лежать на даній додатній відстані (радіус) від даної точки площини, яка зветься центром.

Виведемо рівняння кола. Нехай: М(х, у) довільна точка кола; О(а, b) – його центр і R - радіус. Із визначення кола запишемо співвідношення:
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яке і є рівнянням кола. Перетворимо (14) таким чином:
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Тобто, це коло радіуса R=3 із центром у точці О(1,-2).
2) Еліпс – це множина точок площини, для яких сума відстаней від двох даних точок площини (фокусів), - додатна стала величина, яка більша за відстань між фокусами.

Канонічне рівняння еліпса. Нехай на площині взято прямокутну систему координат Оху (рис.15) і нехай точки F1 і F2 з координатами  (-с;О) і (с;О) відповідно - фокуси еліпса. Якщо М(x,y) - довільна точка еліпса, то, згідно з означенням еліпса, виконується рівність
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Рис. 15

Згадану у визначенні еліпса сталу величину позначили через 2а. Відрізки [F1 M] і [F2 M] є фокальні радіуси еліпса, їхні довжини обчислюємо за формулами:
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Підставивши вирази для довжини фокальних радіусів у рівність (15), виконаємо відповідні перетворення:
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Розділимо обидві частини останньої рівності на величину 
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, матимемо канонічне рівняння еліпса:
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Точки перетину еліпса з його осями симетрії (рис.15), які співпадають з осями координат Ох і Оу, є вершинами еліпса. Вони мають координати (а;О), (-а;О), (О;b), (O;-b). Відрізок |ОА|=а звуть великою піввіссю еліпса, а відрізок |ОВ|=b - малою піввіссю еліпса. Точка О є центр еліпса. Еліпс є центральне-симетричною фігурою відносно центру.

Ексцентриситет еліпса це відношення відстані між фокусами еліпса до довжини його великої осі:
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Ексцентриситет характеризує форму еліпса: чим ближчий ексцентриситет до одиниці, тим менше відношення b/а і тим більше еліпс витягнутий; чим менший ексцентриситет, тим ближче відношення b/а до одиниці і тим ближче еліпс за формою наближається до кола.

Директриси еліпса. Припустимо, що еліпс, заданий канонічним рівнянням (16), має а >b. Тобто, він має таку форму, як на рис.15. Дві прямі, перпендикулярні до великої осі еліпса (у цьому випадку осі Ох) і розміщені на відстані а/с від центра еліпса, звуть директрисами еліпса. Рівняння директрис еліпса мають вигляд:
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Оскільки для еліпса е<1, то права директриса розміщена правіше від правої вершини еліпса; аналогічно ліва директриса розміщена лівіше від його лівої вершини.

Властивість директрис еліпса. Якщо r - відстань від довільної точки еліпса до якого-небудь фокуса, d - відстань від тієї самої точки до директриси, яка відповідає цьому фокусу, то відношення r/d є стала величина, яка дорівнює ексцентриситету еліпса:

r/d = е.

Приклад. Скласти канонічне рівняння еліпса, велика піввісь якого дорівнює 3, а фокус знаходиться у точці 
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Розв'язок. Канонічне рівняння еліпса має вигляд (16). За умовою задачі велика піввісь а = 3, а половина фокусної відстані 
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. Ці величини зв'язані співвідношенням 
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. Підставивши дані величини, маємо 
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. Шукане рівняння еліпса:
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3) Гіпербола це множина точок, для яких абсолютна величина різниці відстаней від двох даних точок площини (фокусів) є стала додатна величина, менша за відстань між фокусами.

Канонічне рівняння гіперболи. Нехай на площині узято прямокутну декартову систему координат Оху (рис. 16), і нехай точки       F1(-c;O) і F2(c;O) - фокуси гіперболи. Множина точок М(х,у), які утворюють гіперболу згідно з означенням гіперболи, задовольняє рівняння
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Відрізки F1М і F2М є фокальні радіуси гіперболи. Обчисливши їх довжину, маємо рівняння
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Перетворення цього рівняння аналогічні тим, що робилися з рівнянням (15) еліпса. Звільнившись від ірраціональностей, рівняння зводимо до вигляду
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Позначивши 
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, і поділивши останнє рівняння на праву частину, зводимо його до канонічного рівняння гіперболи:
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Рис.16

Точки перетину гіперболи з віссю Ох є вершини гіперболи (на рис. 16 це точки А1(-а;О) і А2 (а;О) відповідно). Точка О є центр гіперболи. Відрізок |A1 A2| є дійсною віссю гіперболи, а відрізок |В1 В2| є уявною віссю гіперболи. Прямокутник зі сторонами 2a і 2b, розміщений симетрично відносно осей гіперболи, звуть основним прямокутником гіперболи.

Асимптоти гіперболи. Гіпербола є як центрально-симетричною фігурою, так і фігурою, симетричною відносно осей Ох і Оу, що має дві вітки. Вітки гіперболи, що лежать у першій і третій координатних чвертях, при нескінченному зростанні х наближаються до прямої у=(b/a)x. Вітки гіперболи, що лежать у другій та четвертій координaтних чвертях, при нескінченному зростанні x наближаються до прямої у=(-b/a)x. Ці прямі звуть асимптотами гіперболи. Подамо загальне визначення асимптоти.

Асимптота графіка функції у = f(х) є пряма, яка має таку властивість, що відстань від точки на графіку (х, f(х)) до прямої прямує до нуля, якщо ця точка рухається вздовж вітки графіка до нескінченності.

Тобто, рівняння асимптот гіперболи знаходимо з рівняння (20), розв'язавши його відносно у 
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а потім, зробивши граничний перехід, коли х прямує до нескінченності. Маємо,
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рівняння асимптот гіперболи.

Ексцентриситет гіперболи є відношення відстані між її фокусами до відстані між вершинами цієї гіперболи:
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Ексцентриситет гіперболи характеризує форму її основного прямокутника, а отже , і форму самої гіперболи: чим менший ексцентриситет гіперболи, тим більше вигтянутий її основний прямокутник у напрямі осі, яка з'єднує вершини.

Якщо b = a, то гіперболу звуть рівносторонньою.

Директриси гіперболи. Дві прямі, перпендикулярні до дійсної осі гіперболи і розміщені на відстані а/е від центра гіперболи, звуть директрисами гіперболи.

Рівняння директрис у прямокутній системі координат, відносно якої гіпербола задається канонічним рівнянням (20), мають вигляд:
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Оскільки для гіперболи е > 1, то права директриса розмішена між центром і правою вершиною, а ліва директриса - між центром і лівою вершиною гіперболи (рис. 16). Директриса гіперболи має таку властивість: якщо r - відстань від довільної точки гіперболи до якого-небудь фокуса, d - відстань від тієї самої точки до директриси, яка відповідає цьому фокусу, то відношення r/d -стала величина, яка дорівнює ексцентриситету гіперболи. Тобто, r/d=e.
Приклад. Точки М(5,8/3), N(–4,(2
[image: image43.wmf]7

/3)) належать гіперболі. Знайти її канонічне рівняння, ексцентриситет, рівняння асимптот і директрис, якщо осі координат є осями симетрії гіперболи.

Розв'язок. Канонічне рівняння гіперболи будемо шукати у вигляді (20). Оскільки точки Μ і N належать до гіперболи, то їх координати перетворюють (20) у тотожність:
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Маємо систему двох рівнянь з двома невідомими 
[image: image46.wmf]2

а

 і 
[image: image47.wmf]2

b

. Нехай 
[image: image48.wmf]u

а

/

1

2

=

 і 
[image: image49.wmf]v

b

/

1

2

=

, тоді:


[image: image50.wmf](

)

(

)

þ

ý

ü

=

×

-

×

=

×

-

×

1

v

9

/

28

u

16

,

1

v

9

/

64

u

25


Розв'язавши цю систему (зробіть це самостійно), матимемо:
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. Тобто, канонічне рівняння гіперболи при а2 = 9 і     b2 = 4 матиме вигляд
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Обчислимо ексцентриситет за формулою 
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Рівняння асимптот: 
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Рівняння директрис: 
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Парабола – це множина точок площини, для яких відстань до заданої точки F, (фокуса), дорівнює відстані до певної заданої прямої, (директриси). 

Відстань 
[image: image58.wmf]p
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) від фокуса F до директриси параболи є параметр параболи. Таким чином, множина точок М, які утворюють параболу, відповідно до означення параболи, задовольняє рівняння: 

/FM/ = /MN/ .                                            (24)

Канонічне рівняння параболи. Нехай на площині узято прямокутну декартову систему координат Оху, і нехай точка F з координатами (p/2; 0) - фокус параболи, а пряма, задана рівнянням х = –р/2, - директриса параболи (рис.17). Координати будь-якої точки М(x, y), яка належить параболі, задовольняють рівняння
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Рис.17

Звільнившись від ірраціональності, останнє рівняння зводимо до вигляду
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яке є канонічним рівнянням параболи. Вісь симетрії параболи (у даному випадку це вісь Ох) є вісь параболи. Точка перетину параболи з віссю симетрії є вершина параболи.

Зазначимо, що, згідно з означенням параболи і властивостями директрис еліпса і гіперболи, можна вважати, що парабола має ексцентриситет, який дорівнює одиниці.

Приклад. Скласти канонічне рівняння параболи, у якої рівняння директриси х = –4.

Розв'язок. Оскільки рівняння директриси х = –р/2, то –р/2 = -4. Звідси р = 8. Вісь симетрії параболи співпадає з віссю Ох. Таким чином, 
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 є шукане рівняння.

РОЗДІЛ 3. ПОЛЯРНА СИСТЕМА КООРДИНАТ 

1. Полярна система координат. Щоб визначити положення точки на площині, крім розглянутої вище декартовоі прямокутної системи координат, ще потрібна полярна система координат. Визначимо її. Для цього візьмемо на площині довільну точку О, яку звуть полюсом, і направлений промінь ОР, який звуть полярною віссю. На ній відкладемо відрізок ОЕ який звуть одиничним або масштабним відрізком (рис.18).


Рис. 18

Точці Μ0, яка належить площині і відмінна від точки О, ставиться у відповідність упорядкована пара чисел (
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), яку звуть полярними координатами точки М0. Число 
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 є полярним радіусом точки М0 - це довжина відрізка ОМ0. Число 
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, яке звуть полярним кутом, є радіанною величиною кута ЕОМ0.
Між множиною всіх точок площини (крім точки О) і множиною упорядкованих пар чисел (r ,φ), де 
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 існує взаємно однозначна відповідність. Для точки О величина полярного кута не визначена.

Приклад. Знайти точку 
[image: image69.wmf](
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 у полярній системі координат.

Розв'язок. На рис. 19 наведено полярну систему координат. Точка Μ0 буде розташована на перегині дуги радіуса r0 = 3 і променя з початком у точці О і утворює кут 
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 з полярною віссю.

Рис.19

Зв'язок між полярними і прямокутними координатами. Якщо за полюс узяти початок прямокутної декартової системи координат, а за полярну вісь – додатний напрям осі Ох (рис. 19), то полярні координати точки М0, яка не збігається з полюсом, і її прямокутні координати зв'язані рівностями:
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які маємо з прямокутного ΔОМ0N.

Перехід від прямокутних координат точки М0 до її полярних координат робимо за формулами:
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Приклад. Знайти полярні координати точки М(1;–1). 

Розв'язок. За формулами переходу від прямокутних координат до полярних, маємо:


[image: image76.wmf](

)

(

)

2

1

1

1

1

r

2

2

=

+

=

-

+

=

;  
[image: image77.wmf]2

/

1

sin

-

=

j



[image: image78.wmf](

)

4

/

1

/

1

acrtg

p

j

-

=

-

=

.

Оскільки точка Μ розташована у четвертій чверті, тому 
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. Таким чином: 
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3. Рівняння ліній другого порядку у полярних координатах. Нехай АВС (рис.20.) - крива лінії другого порядку (еліпса, гіперболи або параболи), у якої: точка В - вершина; точка F - фокус і лінія DE - відповідна директриса. Полярну систему координат розташуємо таким чином, щоб полюс був у точці F (тобто у фокусі), а полярна вісь збігалася з віссю симетрії. Ексцентриситет кривої раніше позначено буквою е. Нехай М0 - точка кривої АВС, яка лежить на перпендикулярі FK до полярної осі. Позначимо довжину відрізка FM0 через р. Цю величину звуть параметром кривої.

Рис. 20

Нехай Μ0 - довільна точка кривої у обраної полярної системи координат. Складемо рівняння, яке виявляє залежність між її полярними координатами r ,φ та даними числами е і р.

З попереднього відомо, що е = |FM|/|MN|. Відрізок NM = NK + +KM. Тут KF||DE, і NK||N0M0, тому NK = N0M0. З ΔFKM маємо: KM = FM cosφ. Таким чином,

NM = N0M0 + FM cosφ.                                 (27)

З другого боку, е = FM0 / M0N0 або M0N0 = р/е. 

Перше відношення для е дає: NM = FM/e або NM і r/е, тому що FM=r. Формула (27), після підстановки обчислених величин, має вигляд:
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, звідки:

r = p /(1– ecosφ).                                           (28)

Рівняння (28) визначає: еліпс, якщо е < 1; параболу, якщо е = 1; гіперболу, якщо е > 1.
Фокальний параметр р зв'язаний з параметрами а і b еліпса і гіперболи співвідношенням: 
[image: image83.wmf]
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Приклад. Записати рівняння параболи 
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 (рис. 21) у полярній системі координат.

Розв'язок. Скористаємося формулами переходу від прямокутної системи координат до полярної: 
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, які підставимо у дане рівняння. Маємо 
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. Додамо до обох частин останнього рівняння величину r2cos2φ. Тоді:
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Розв'язавши останнє рівняння відносно r, маємо шукане рівняння
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Рис. 21

АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ У ПРОСТОРІ

РОЗДІЛ 1. ПЛОЩИНА.

1. Нормальне рівняння площини. Положення площини у просторі буде повністю визначено, якщо задати її відстань р від початку координат О, тобто довжину перпендикуляра ОТ, який опущено з точки О на площину, та одиничний вектор 
[image: image92.wmf]е

, перпендикулярний до площини і направлений від початку O до площини (рис.22).

Нехай точка M(x,y,z) довільна точка площини, її радіус-вектор 
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 змінюється так, що весь час 
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. Ця умова має місце лише для точок площини; воно не виконується, якщо точка М не лежить на площині. Отже, маємо властивість точок площини, яку запишемо у векторній формі:
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Рис. 22

Величина зліва дорівнює p. Маємо:
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Рівняння (1) висловлює умову, за якої точка Μ лежить на даній площині, і має назву нормального рівняння площини. Воно записано у векторній формі. Вектор 
[image: image97.wmf]r

 має координати х, у, z. Вектор 
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 своїми проекціями має косинуси кутів α, β, γ, які він утворює з координатними осями Ох, Оу та Oz. Тобто, маємо:


[image: image99.wmf](

)

z

 

;

у

 

;

х

r

=

 i 
[image: image100.wmf](

)

g

b

a

cos

 

;

cos

 

;

cos

е

=


Скалярний добуток векторів 
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 і 
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 дає нормальне рівняння площини у координатній формі:
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Одержане рівняння (2) - першого порядку відносно x, у, z, тобто всяка площина може бути подана рівнянням першого порядку відносно поточних координат.

2. Зведення рівняння першого порядку до нормального виду. Вище було доведено, що будь-яка площина може бути подана рівнянням першого порядку. Доведемо зворотне: будь-яке рівняння першого порядку (степеня) між трьома змінними визначає площину.

Візьмемо рівняння першого степеня загального вигляду:

А·х + В·у + C·z + D = 0,                                 (3)

де 
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. Розглядатимемо А, В і С як проекції на вісі координат Ох, Оу і Oz деякого вектора 
[image: image105.wmf]N

, а х. у, z як проекції радіус-вектора 
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 точки Μ. Тоді рівняння (3) може бути переписане у вигляді
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яке зводиться до вигляду (1), якщо останнє розділити на довжину вектора 
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Таким чином, рівняння (4) завжди може бути зведено через рівняння (1) до нормального вигляду (2). Але нормальне рівняння (2) завжди визначає площину. Отже, рівняння (4), відповідно, і початкове рівняння (3), визначає площину, що й треба було довести.

З попереднього маємо спосіб перетворення загального рівняння (3) площини до рівняння (2) площини у нормальній формі: щоб привести загальне рівняння (3) першого ступеня до нормального вигляду треба помножити його на множник
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де знак множника належить брати протилежним знаку вільного члена D. Цей множник має назву нормуючого множника.

Після множення на Μ рівняння (3) матиме вигляд:
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і співпадає з (2), якщо:
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Звідси маємо формули для обчислення напрямних косинусів і числа р:


[image: image114.wmf]N

/

A

cos

±

=

a

;     
[image: image115.wmf]N

/

В

cos

±

=

b



[image: image116.wmf]N

/

С

cos

±

=

g

;     
[image: image117.wmf]N

/

D

р

m

=

, де 
[image: image118.wmf]2

2

2

С

В

А

N

+

+

=

             (6)

З формул (6) маємо рівність
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Приклад. Рівняння площини 
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 перетворити до нормального вигляду.

Розв'язок. Обчислимо нормуючий множник 
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Помножимо на нього дане рівняння. Маємо:
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Для даної площини: cosα = 1/3; cosβ = –2/3; cosγ = 2/3; p = 1.

3. Дослідження загального рівняння площини. Подивимось, які часткові положення відносно системи координат Охуz займає площина

Ах + Ву + Cz + D = 0,

якщо деякі коефіцієнти цього рівняння дорівнюють нулю:

а) D = 0. Ах + Bу + Cz = 0 - площина, яка проходить через початок координат;

б) А = 0, або В =·0, або C = 0, Тобто коефіцієнт біля однієї з змінних дорівнює нулю. Наприклад, А = 0. Ву +Cz +D = 0. Це площина, яка паралельна осі Ох. У другому і третьому випадках маємо площини, які паралельні осям Оу і Oz відповідно;

в) D = 0; А = 0, або В = 0, або C = 0. Тобто, коефіцієнти біля однієї з змінних та вільний член дорівнюють нулю. Наприклад, А = 0 і    D = 0. Ву + Cz = 0. Це площина, яка містить вісь Ох. У другому і третьому випадках маємо площини, які містять осі Оу і Oz відповідно;

г) коефіцієнти біля двох змінних дорівнюють нулю. Наприклад, А = 0 і B = 0. Маємо Сz + D = 0. Це рівняння площини, яка паралельна координатній площині xOy. Якщо А = 0 і С = 0, або В = 0 і С = 0 будемо мати площини, які паралельні координатним площинам xOz і уОz відповідно;

д) коефіцієнти біля двох змінних і вільний член дорівнюють нулю. Наприклад, А = 0, В =0 і D = 0. Маємо Cz = 0. 
[image: image123.wmf]¹
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 0, тоді z = 0 - рівняння координатної площини уОх. Якщо А = 0, С = 0 i D = 0 або    В = 0, C = 0 і D = 0, матимемо відповідно рівняння координатних площин xOz і yOz.

4. Рівняння площини у відрізках. Розглянемо площину 

Ах + Ву + Cz + D = 0, яка перетинає всі три координатні вісі. З попереднього відомо, що у цьому випадку жоден з коефіцієнтів не дорівнює нулю. Позначимо через а, b і с довжини відрізків, які відсікає площина на осях координат (рис.23).

Оскільки точка Р(а; 0; 0) лежить на площині, то її координати задовольняють рівнянню площини А·а + D = 0, або А = –D/а. Аналогічно координати точки Q(0;b;0) задовольняють рівнянню площини, тобто В·b + D = 0, або B = –D/b. Нарешті, координати точки R(0; 0; c) задовольняють рівнянню площини. 

Маємо: C c+D = 0. Звідки С = –D/с.

Запишемо обчислені коефіцієнти у загальне рівняння площини:

–(D/a)x–- (D/b)y – (D/c)z + D = 0.
Скоротивши це рівняння на –D ≠ 0, знайдемо:

х/а + у/b + z/c –1 = 0, або х/а + у/b + z/c = 1.                   (8)

Останнє рівняння має назву рівняння площини у відрізках.


                                                Q(0;b;0)

Рис. 23

Приклад. Рівняння площини 3x–4y+z–5 = 0 записати у відрізках.

Розв'язання. Нехай у = 0 і z = 0. Тоді 3х - 5 =0, або х = 5/3;

тобто а = 5/3. Аналогічно, покладемо x = z = 0, знайдемо величину b:
–4у–- 5=0, звідси у = –5/4; тобто b = –5/4. Нарешті, покладемо              х = у = 0, маємо z–5 = 0, відкіля z = 5; тобто с = 5. Шукане рівняння матиме вигляд:

х/(5/3) + у/(–5/4) + z/5 = 1.
5. Рівняння площини, яка проходить через дану точку. Нехай треба знайти рівняння площини, яка проходить через точку M1(x1;y1;z1). Візьмемо шукане рівняння у вигляді

Ах + Ву + Cz + D = 0.

Шукана площина проходить через точку M1(x1;y1;z1), тому координати цієї точки повинні задовольняти цьому рівнянню. Тобто маємо умову:

Ах1 + Ву1 + Сz1 +D = 0.

Віднімемо цю тотожність з попереднього рівняння, маємо шукане рівняння:

А·(x – х1) + В·(у – у1) + C·(z – z1) = 0.                                 (9)

6. Рівняння площини, яка проходить через три дані точки. Нехай маємо три точки: M1(x1; y1; z1); M2(x2; y2; z2) і M3(x3; y3; z3). З попереднього розділу відомо, щo рівняння площини, яка проходить через дану точку М1, має вигляд (9). Щоб знайти рівняння шуканої площини, необхідно припустити, щоб рівняння (9) задовольнялось координатами двох інших точок:

А (х2 – х1) + В (у2 – у1) + С (z2 – z1) = 0,

А (х3 – х1) + В (у3 – у1) + С (z3 – z1) = 0.                           (10)

Об'єднавши (9) і (10) у систему трьох рівнянь а трьома невідомими А, В і С, бачимо, що це однорідна система. З теорії рішення таких систем відомо, що вона має ненульове рішення, якщо її визначник дорівнює нулю. Тобто,
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Розкривши визначник по елементах першого рядка, маємо шукане рівняння.

Приклад. Скласти рівняння площини, яке проходить через точки М1(1;2;3), М2(–1;0;0) і М3(3;0;1).
Розв'язок. Запишемо визначник (11) з відомими координатами точок:
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Звідси:
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Після скорочення на –2 шукане рівняння матиме вигляд:

х + 5у – 4z + 1 = 0.

Кут між двома площинами. Нехай рівняння площин будуть:

А1х + В1у + С1z + D1 = 0  i   А2х + В2у + C2z + D2 = 0.

Кутом між двома площинами будемо називати один з двох суміжних двогранних кутів, утворених цими площинами (якщо вони паралельні, то кут беремо рівним 0 або 
[image: image129.wmf]p

). Позначимо вибраний кут через 
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. Кожна з площин має нормальний вектор, це:
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 між векторами 
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, які перпендикулярні до відповідної площини. Таким чином, згадавши скалярний добуток векторів, маємо:
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Умова перпендикулярності двох площин:
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Останнє можливо коли 
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Умова паралельності двох площин:
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має місце коли 
[image: image141.wmf]2

1

N

N

l

=

. Тобто, якщо 
[image: image142.wmf]0

¹

l

, тому


[image: image143.wmf]2

1

А

А

l

=

, 
[image: image144.wmf]2

1

В

В

l

=

 і 
[image: image145.wmf]2

1

С

С

l

=

. Звідси маємо (14). 

Приклад. Знайти косинус кута між площинами

х + у – z = 1 і 2x+y – 2z+3 = 0.
Розв'язання. Скористаємося формулою (12):
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8. Точка перетину трьох площин. Щоб знайти координати точки перетину трьох площин, які задані своїми рівняннями:
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треба розв'язати ці рівняння разом відносно х, у і z, так як координати точки перетину повинні одночасно задовольняти всім трьом рівнянням площин.

Приклад. Знайти точку перетину площин 

х – у + z = 0,  x + 2у – 1 = 0,   х + у – z + 2 = 0.

Розв'язання. Складемо систему трьох рівнянь з трьома невідомими:
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Методи .розв'язування лінійних систем рівнянь були розглянуті у лінійній алгебрі. Застосуємо метод Крамера. Обчислимо відповідні визначники:
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Система має єдине рішення.
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Шукана точка має координати (–1;1;2).

9. Відстань від точки до площини. Нехай рівняння площини (рис. 24) зведено до нормального виду 
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 і точка М(х1; у1; z1) не належить до цієї площини. Треба знайти відстань d точки Μ від даної площини 
[image: image159.wmf]d

, тобто узяти з належним знаком довжину перепендикуляра МК, де Κ належить площині.

Проведемо через початок координат вісь ℓ перпендикулярно до площини і встановимо на ній додатний напрям від О до Т (
[image: image160.wmf]d
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). Розглянемо ламану ΟΡΝΜΚТΟ і знайдемо її проекцію на вісь ℓ. Вісь ℓ має напрям, який співпадає а напрямом нормального вектора до даної площини, тобто
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Кожна частина ламаної має відповідну проекцію на вісь ℓ:
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, тому що вісь ℓ утворює кути α, β і γ, а координатними осями Ох, Оу і Оz відповідно. Оскільки ламана замкнена, то її проекція на будь-яку вісь дорівнює нулю. Маємо:
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Таким чином, щоб знайти відстань точки від площини, треба загальне рівняння площини привести до нормального вигляду а потім замість поточних координат підставити значення координат даної точки. Від знайденого числа треба взяти абсолютну величину.


Рис. 24

Приклад. Знайти відстань від точки N(1; 2; 3) до площини 

2х – 2у + z = 3.

Рішення. Обчислимо нормуючий множник:
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Запишемо рівняння площини у нормальній формі:

(2/3)х - (2/3)у + (1/3)z – 1 = 0.
Обчислимо відстань:
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Під знаком модуля маємо від'ємну величину. Це означає, що точка N і початок координат лежать по один бік від даної площини.

РОЗДІЛ 2. ПРЯМА ЛІНІЯ У ПРОСТОРІ

1. Рівняння прямої. Положення прямої лінії у просторі буде цілком визначеним, якщо задамо на прямій визначену точку М0(а;b;с) за допомогою її радіуса-вектора 
[image: image171.wmf]r

 і вектора 
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, якому пряма паралельна (рис. 25).


Рис. 25

Нехай точка M(x;y;z) змінна точка прямої. Вона має радіус-вектор 
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. За правилом паралелограма маємо:
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Перепишемо це рівняння у координатній формі. Для цього запишемо вектори у координатах:
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Рівність (17) має місце, якщо:
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де t - змінний параметр. Тобто, коли t змінюється, точка М(х;у;z) рухається по даній прямій. Рівняння (18) має назву параметричних рівнянь прямої лінії.

Якщо з рівнянь (18) вилучити параметр t, матимемо канонічні рівняння прямої лінії:
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Подивимось, чи можна визначити cosα, cosβ і cosγ , коли відомі т, n і р. Очевидно, маємо:
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. Перепишемо останню рівність у проекціях:
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тобто m, n і р пропорційні напрямним косинусам прямої лінії, причому множником пропорційності є 
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Таким чином, з рівностей (20), маємо:
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Рівність нулю однієї з проекцій вектора 
[image: image197.wmf]S

 означає перпендикулярність прямої до відповідної осі. Наприклад, m = 0. Пряма перпендикулярна осі Ох.

2. Пряма як лінія перетину двох площин. Загальні рівняння прямої. Нехай у канонічних рівняннях прямої (19) коефіцієнт 
[image: image198.wmf], тобто пряма не паралельна площині хОу. Запишемо ці рівняння окремо:
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Кожне з цих рівнянь визначає площину, притому перша паралельна осі Оу, а друга - осі Ох.
Таким чином, визначаючи пряму лінію рівняннями вигляду (22), розглядаємо її як перетин двох площин, що проектують цю пряму на координатні площини xОz і yОz. Аналогічні вирази можемо зробити, коли 
[image: image200.wmf]0
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Але визначити пряму зовсім не обов'язково саме такою парою площин тому, що через кожну пряму проходить безліч площин. Будь-які дві з них, перетинаясь, визначають її у просторі. Отже, рівняння будь-яких двох таких площин, розглянутих сумісно, визначають рівняння цієї прямої.

Взагалі будь-які дві не паралельні між собою площини з загальними рівняннями
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визначають пряму їх перетину.

Рівняння (23), які розглядають сумісно, звуть загальними рівняннями прямої.

Від загальних рівнянь прямої (23) можна перейти до її канонічних рівнянь (19). Для цього треба мати будь-яку точку на прямій її напрямний вектор.

Приклад. Привести до канонічного вигляду рівняння прямої:


[image: image203.wmf]0

5

z

у

3

х

2

=

-

+

-

,   
[image: image204.wmf]0

4

z

2

у

х

3

=

-

+

-


Розв'язання. Перший спосіб. Знайдемо точку на прямій. Нехай, наприклад, z = 1. Тоді
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Розв'язуючи цю систему рівнянь, маємо: х = 2, у = 0. таким чином, знайшли точку (2; 0; 1).

Обчисливши векторний добуток нормальних векторів 
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, даних площин, матимемо напрямний вектор 
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 прямої:
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Таким чином, канонічні рівняння прямої мають вигляд:
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Другий спосіб. Розглянемо систему
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Тут два рівняння і три змінні. Перепишемо систему таким чином:
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[image: image214.wmf]0
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Розв'яжемо її відносно х і у. Маємо:
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Кожне з цих рівнянь розв'яжемо відносно z;
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. Це канонічні рівняння тієї ж самої прямої, але з іншою точкою.

3. Кут між двома прямими. Кутом між прямими у просторі будемо називати будь-який з кутів, утворених двома прямими, які проведено через довільну точку паралельно даним. При цьому домовимось брати кут у межі від О до π, якщо нема додаткових вказівок. Нехай маємо канонічні рівняння двох прямих ліній:
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Очевидно, що за кут φ між ними можна взяти кут між їх напрямними векторами 
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, або кут, який додає його до π. За формулами з векторної алгебри маємо:
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У формулі (24) можна брати як "+" так і "–", що відповідає вибору одного з двох різних кутів між даними прямими.

Приклад. Знайти кут між прямими 
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Розв'язання. Запишемо напрямні вектори:
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Підставимо відповідні значення проекцій ціх векторів у рів​няння (24), маємо:
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Звідки 
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4. Умови паралельності і перпендикулярності двох прямих. Оскільки напрям прямої визначається напрямним вектором
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а дві прямі паралельні, то їх напрямні вектори пропорційні. Тобто, 
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Звідси маємо:
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У випадку перпендикулярності двох прямих 
[image: image236.wmf]0
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5. Рівняння прямої, яка проходить через дві дані точки. Нехай треба знайти рівняння прямої, яка проходить через точки М1(х1, у1, ,z1) і М2(x2, y2 ,z2). Будемо шукати ці рівняння у канонічній формі.

Для рішення задачі достатньо знати координати однієї з точок, яка лежить на цій прямій, і напрямний вектор. За таку точку можна взяти будь-яку з двох даних. Візьмемо, наприклад, М1(х1, у1, ,z1). За напрямний вектор прямої приймемо вектор 
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Шукані рівняння прямої матимуть вигляд:
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Приклад. Скласти рівняння прямої лінії, яка проходить через точки М1(1, 2, -1) і М2(2, -1, 1).
Розв'язання. Скористуємося рівняннями (27):
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6. Кут між прямою та площиною. Нехай є рівняння прямої лінії
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і рівняння площини: Ах + Ву + Сz + D = 0.

Кутом 
[image: image256.wmf]j

 між прямою та площиною будемо називати будь-який з двох суміжних кутів, утворених прямою і її проекцією на площину. Знайдемo синус кута 
[image: image257.wmf]j

 при цьому далі можна вважати, що 
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, тому що синуси суміжних кутів рівні, кут 
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 буде, як видно з рис.26, кутом між прямою (а) і перпендикуляром 
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 до площини (α). 


Рис.26

Його косинус знайдемо через коефіцієнти А, В, С нормального вектора 
[image: image261.wmf]N

 площини і коефіцієнти т, n і р напрямного вектора 
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 прямої; зауважимо, щo 
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Чисельник дробу має абсолютне значення тому, що 
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. З цього рівняння маємо умову паралельності прямої і площини 
[image: image266.wmf]0
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   Ат + Вп + Ср = 0.                                     (29)

Умови перпендикулярності прямої і площини маємо з рівняння 
[image: image267.wmf]S
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         А/т = В/п = С/р.                                         (30)

Приклад. Знайти кут між площиною х – у + z – 1 = 0 і прямою  (х –1)/(–1) = (у +1)/1 = z/1.
Розв'язок. Скористаємося формулою (28):
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7. Перетин прямої і площини. Нехай маємо рівняння прямої лінії у канонічній формі і рівняння площини у загальній формі. Треба знайти координати точки їх перетину. Припустимо, що пряма не належить до площини, або вони не паралельні.

Переведемо канонічні рівняння прямої до рівнянь прямої у параметричній формі:
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Підставимо ці вирази у рівняння площини замість поточних координат, маємо:

А·(а + mt) + B·(b + nt) + С·(с + pt ) + D = 0.
Звідки знайдемо:

t = (Aa + Bb + Cc + D)/(Am + Bn + Cp).                    (32)

Якщо занести обчислене значення t у рівняння (31), матимемо координати шуканої точки перетину прямої та площини. Рівняння (32) дає умови належності прямої до площини:

Ат + Вn + Ср = 0   і   Аа + Вb + Сс + 0 = 0.

Приклад. Знайти точку перетину прямої
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[image: image275.wmf]0

2

z

у

2

х

=

-

-

+

.

Розв'язання. 
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Параметричні рівняння прямої:
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Обчислимо параметр t:
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Шукана точка має координати:

х = 1; у = 2; z = 3.

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ

РОЗДІЛ 1. ЗМІННА. ФУНКЦІЯ

У результаті вимірювання таких фізичних величин, як час, довжина, об'єм, маса, швидкість, тиск, температура та ін., визначаються числові значення фізичних величин. Математика займається величинами, відвертаючись від їх конкретного змісту. Далі, розглядаючи величини, матимемо на увазі їх числові значення.

1. Змінна. Поняття змінної величини є основним поняттям диференціального та інтегрального числень.

Визначення. Змінною величиною є величина, яка набуває різних числових значень. Величина, числові значення якої не змінюються, має назву сталої величини. Далі змінні величини будемо позначати буквами х, у, z, u, ... і т. д. Сталі величини будемо позначати буквами а, b, с, ... і т. д. Величини, які зберігають своє значення у будь-якому явищі, звуться абсолютними сталими. Наприклад, відношення довжини кола до діаметра є абсолютна стала величина 
[image: image286.wmf]p
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Значення змінної величини геометрично зображується точками числової осі. Наприклад, змінна 
[image: image287.wmf]a
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 при будь-яких значеннях 
[image: image288.wmf]a

 зображується сукупністю точок відрізка числової осі від –1 до 1.
Визначення. Сукупність всіх числових значень змінної величини є її областю визначення.

Відзначимо такі області зміни: проміжок або інтервал, це сукупність усіх чисел х, які знаходяться між даними числами а і b (a < b), при цьому самі числа не належать розглядуваній сукупності чисел; його позначають так: (а,b) або а < х < b; відрізок або сегмент – це сукупність усіх чисел х, які знаходяться між даними числами а і b. при цьому обидва числа а і b належать до розглядуваної сукупності. його позначають так: [a,b] або 
[image: image289.wmf]b
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Якщо одне з чисел а або b, приєднується до проміжна, а друге - ні, то маємо напівзамкнений проміжок, його позначають (a,b] або [a,b). За допомогою нерівностей: 
[image: image290.wmf]b

х

а

<

£

 або 
[image: image291.wmf]b

х

а

£

<

. Якщо змінна x набуває будь-яких значень, більших за а, то такий інтервал позначають 
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Наведені вище визначення можна сформулювати, використовуючи замість поняття "число" поняття "точка". Наприклад, відрізок –це сукупність усіх точок х, які знаходяться між двома даними точками а і b (кінці відрізка), причому кінці відрізка належать цій сукупності.

Околом даної точки 
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,звуть довільний інтервал (а,b), який має цю точку усередині себе, тобто 
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Визначення. Змінна x є упорядкована величина, якщo відома область її зміни і про кожне з двох будь-яких її значень можна сказати, яке значення попереднє і яке наступне. Тут ці поняття не зв'язують з часом, а є спосіб упорядкування значень змінної величини.

Окремим випадком упорядкованої змінної величини є змінна величина, значення якої утворюють числову послідовність х1, x2, ..., хn , .... Тут при i < k значення xi попереднє, а хk - наступне незалежно від того, яке з цих значень більше.

Визначення. Змінна величина є зростаючою (спадаючою), якщо кожне послідовне її значення більше (менше) попереднього. 

Зростаючі й спадаючі величини звуться монотонними змінними величинами або просто монотонною величиною.

Визначення. Змінна величина х зветься обмеженою, якщо є таке стале число Μ > 0, що всі наступні значення змінної, починай з деякого, задовольняють умові 
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Приклад. Площина S правильного уписаного у коло многокутника при подвоєнні його сторін є монотонною зростаючою величиною, але вона обмежена площиною кола.

2. Функція. Досліджуючи різні явища природи або розв'язуючи технічні проблеми, в математиці доводиться розглядати зміну однієї з величин у залежності від зміни іншої величини. 

Визначення. Якщо кожному значенню змінної х, яке належить деякій області, відповідає одне визначене значення другої змінної у, то у є функцією від х, або, у символічній формі: у =f(x), у = φ (x) і т.п.

Змінна х тут незалежна змінна або аргумент. Буква f у символьній формі запису функціональної залежності у = f(x) показує, що над змінною х треба виконати відповідні операції, щоб мати значення у.
Замість запису у = f(x), u =φ(х) іноді пишуть у = у(х), u = u(x). Тобто букви у, u і т.п. позначають і залежну змінну, і символ сукупності операцій над х. Запис у = С, де С - стала, позначає функцію значення якої при будь-якому значенні х одне й теж і дорівнює С.
Визначення. Сукупність значень х, для яких визначаються значення функції у за правилом f(x), звуть областю визначення функції (або областю існування функції), а сукупність утворену з різних чисел у, які обчислюють за правилом f(x), -областю зміни функції f(x).
Іноді область визначення і область зміни функції у = f(x) відповідно позначають D(f) і Е(f).
Якщо змінні x і у розглядати як декартові координати точок на площині, то графіком функції у = f(x) є множина точок координатної площини Оху з координатами (х; f(x)).
3. Способи задання функції.
1) Табличний спосіб задання функції. При цьому способі пишуть у визначеному порядку значення аргументу х1, x2, ..., хn, і відповідні значення функції у1, у2, ..., уn :

х
х1
х2
…
хn

y
y1
y2
…
yn

2) Графічний спосіб задання функції. Якщо у прямокутній системі координат на площині маємо деяку сукупність точок М(х,у), при цьому ніякі дві точки не належать однієї прямої, яка паралельна осі Оу, то ця сукупність точок визначає деяку однозначну функцію у = f(x); значеннями аргументу є абсциси точок, значеннями функції - відповідні ординати (рис. 27).

Рис. 27

3) Аналітичні способи задання функції.
а) Явна форма задання функції. Функцію задають у вигляді формули, що визначає oпeрації (і послідовності їх виконання), які потрібно виконати над значенням незалежної змінної, щоб визначити значення залежної змінної.

Приклад. 
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б) Неявна форма задання функції. Під неявним заданням функції розуміють задання функції у вигляді рівняння

F(x,y) = 0,

яке задає функцію тільки тоді, коли множина впорядкованих пар (х; у), які є розв'язком даного рівняння, така, що для будь-якого числа х0 у цій множині є не більш як одна пара (х0 ; у0) з першим елементом х0.
Приклад.  х·у – 4 = 0.

в) Параметрична форма задання функції. Якщо функцію задано параметрично, то значення змінних х і у, що відповідають одне одному, визначають через третю величину, яка є параметром:
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У деяких випадках функцію, задану у параметричному вигляді, можна записати і в явній формі. Тобто виключити параметр t. Приклад. Функція, задана у параметричній формі:
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допускає запис у явній формі: 
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4. Основні елементарні функції. 

1) Степенева функція: у = хα.
а) α - ціле додатне число. Функція визначена у нескінченному інтервалі 
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. Графіки функції у цьому випадку при деяких значеннях α мають вигляд, зображений на рис.28 і рис.29;

        Рис. 28                       Рис. 29                   Рис. 30

б) α - ціле від'ємне число. У цьому випадку функція визначена для усіх значень х, окрім х = 0. Графіки функцій при деяких значеннях α мають вигляд, зображений на рис.30 і рис.31;

в) числа α - раціональні дроби. На рис. 32, 33 і 34 зображені графіки степеневої функції, коли числа α - додатні раціональні дроби. При від'ємних числах α матимемо графіки, які схожі з зображеними на рис. 30 і 31, коли знаменник дробу непарний, і їх частину праворуч від вісі Оу, якщо знаменник дробу парний.

          Рис.31                       Рис.32                    Рис. 33 

Рис. 34                                 Рис. 35                       Рис. 36 

2) Показникова функція: у = ах, а < 0 i 
[image: image310.wmf]0
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. Ця функція визначена при усіх значеннях х. Графік її має вигляд, зображений на рис. 35. Розглянуті випадки, коли 0 < а < 1 і а > 1.
3) Логарифмічна функція: у = Іоgаx, а > 0, 
[image: image311.wmf]0
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, х > 0.
Ця функція визначена для додатних значень змінної х. Графік її зображено на рис. 36. Розглянуті випадки, коли 0 < а < 1 і а > 1. lgx –десятковий логарифм, lnx – натуральний логарифм.

4)Тригонометричні функції: у = sinx; y = cosx; y = tgx; y = ctgx; y = secx; y = cscx. Незалежна змінна x у формулах набуває значення у радіанах. Усі названі тригонометричні функції періодичні.

Визначення. Функція f(x) є періодичною а періодом Т (Т > 0, T
[image: image312.wmf]Î

R), якщо:

а) для будь-якого значення аргументу х з області визначення функції значення аргументу х+Т і х – Т також належать області визначення функції;

б) при будь-якому х з області визначення функції маємо рівність:  f(х
[image: image313.wmf]±

T) = f(x).
Звичайно під періодом функції розуміють найменший з усіх додатних періодів (якщо такий існує). У цьому разі всі періоди функції кратні її найменшому періоду:

Т = kT0 ,
де T0 - найменший додатний період функції, a k - ціле число, відмінне від нуля.

Приклад. Знайти найменший період функції f(х) = sin(ax+b), де 
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Розв'язання. Припустимо, що ця функція періодична, тоді виконується рівність

sin(ax+b) = sin[a(x+T)+b].

Розв'яжемо це рівняння. З рішень виділимо Т:
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Величина Т з попередньої формули не є періодом, тому що залежить від х. Остання формула задає нескінченну множину чисел. Найменшим додатним числом з них є число 
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За означенням функції синуса при будь-якому х, значення 
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, також належать області визначення функції, тобто умову а) виконано. Умову б) виконано внаслідок використання способу знаходження числа Т. Отже, 
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Рис. 37

Функції у = cosx і у = sinx періодичні і мають період 
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. Ці функції визначені при всіх значеннях х.
Функції у = tgx і у = 1/cosx визначені скрізь, крім точок:
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Функції у = ctgx і у = 1/sinx визначені скрізь, крім точок:
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Графіки тригонометричних функцій зображені на рис. 37-39. 

                   Рис. 38                                       Рис. 39

Перш ніж розглянути обернені тригонометричні функції, згадаємо такі поняття, як обмеженість, монотонність функцій і обернена функція.

Обмежені функції. Функція f(х) є обмеженою зверху, якщо існує таке число М, що для всіх значень аргументу з області визначення функції виконується нерівність f(х) 
[image: image328.wmf]£

 М, і обмеженою знизу, якщо існує таке число т, що для всіх значень аргументу з області визначення функції виконується нерівність f(х) 
[image: image329.wmf]³

 т.
Функція, обмежена зверху і знизу, є обмеженою. Функції            у = sinx і у = соsх обмежені зверху числом 1, а знизу числом –1. Функції у = tgx і у = ctgx необмежені.

Монотонні функції. Функція f(х) є зростаючою у проміжку       (а, b), якщо для будь-якої пари значень х1 і х2 
[image: image330.wmf]Î

(а;b) з нерівності         х1 > х2 випливає нерівність f(x1) > f(x2), тобто більшому значенню аргументу відповідає більше значення функції. якщо з нерівності х1 > х2 випливає нерівність f(x1) 
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 f(x2), то функція зветься неспадною.

Функція f(х) є спадною в проміжку (а;b), якщо для будь-якої пари значень x1 і х2 
[image: image332.wmf]Î

(а;b) з нерівності х1 > х2 випливає нерівність       f(x1) < f(x2), тобто більшому значенню аргументу відповідає менше значення функції. Якщо з нерівності х1 > х2 випливає нерівність       f(x1) 
[image: image333.wmf]£

 f(x2), то функція зветься незростаючою. Зростаючі і спадні функції звуть строго монотонними. Ці функції разом з неспадними і незростаючими є монотонними.

Якщо область визначення можна розбити на деяке число -проміжків, які не перетинаються, таких, що на кожному з цих проміжків функція монотонна, то такі проміжки звуть проміжками монотонності функції.

Приклад. Функція у = х2 визначена на всій числовій осі. Вона має два проміжки монотонності 
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Поняття оберненої функції. Нехай у = f(x) - числова функція з областю визначення D(f) і областю зміни E(f). Припустимо що множини D(f) і E(f) - деякі проміжки.

Візьмемо яке-небудь значення у з множини E(f); тоді у множині D(f) oбов'язково знайдеться хоча б одне значення х = х0 таке, що f(х0) = у0.
Якщо функція у = f(x ) неперервна і строго монотонна, то для кожного значення у0 з множини значень функції E(f) знайдеться єдине значення x0 з області визначення функції D(f) таке, що f(х0) = у0.

Відповідність, яка відносить кожному даному числу у0 з множини E(f) єдине число х0 з множини D(f), звуть функцією оберненою до функції f, позначають символом 
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У цьому запису: у - незалежна змінна, а х - залежна. Функція 
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, обернена до неперервної і строго монотонної функції f, також неперервна і строго монотонна. Функції f і 
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 звуть взаємно оберненими. Графіки цих функцій збігаються. Якщо утворимо осьову симетрію координатної площини відносно бісектриси першого і третього координатних кутів і запишемо рівняння оберненої функції у вигляді 

у = 
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(x), то графіки функцій у = f(х) і у = 
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(x) будуть симетричні відносно бісектриси у = х. 

Приклад. Функція у = f(x) = х2 на інтервалі 
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 неперервна і монотонна. Вона має обернену 
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. Графіки цих функцій зображені на рис. 40. 

Рис. 40

Властивості взаємно обернених функцій:
а) якщо функція 
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 обернена для функції f, то й функція f буде оберненою для функції 
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б) область визначення функції f є областю зміни функції 
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, область зміни функції f є областю визначення функції 
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в) графіки взаємно обернених функцій симетричні відносно бісектриси першого і третього координатних кутів площини Оху.
5). Обернені тригонометричні функції.
а) функція у = arcsinx. Функція у = sinx визначена і неперервна при будь-якому x
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R. Виділимо на числовій осі Ох проміжок 
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. На цьому проміжку функція у = sinx зростає від –1 до 1, є неперевною і монотонною, тобто вона має обернену функцію; її звуть арксинусом і записують х = arcsiny. Позначивши незалежну змінну буквою х, а залежну буквою у, далі писатимемо                           у = arcsinх. Область її визначення - проміжок [–1, 1], область зміни – проміжок 
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. Графік подано на рис. 41.

           Рис.41         Рис. 42              Рис.43          Рис.44

б) Функція у = arccosx. Функція у =cosx визначена і неперевна при будь-якому x
[image: image351.wmf]Î

R. Виділимо на числовій осі Ох проміжок 
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. На цьому проміжку функція у = cosх спадає від 1 до –1, є неперервною і монотонною, тобто вона має обернену функцію; її звуть арккосинусом і записують х = arccosy. Позначивши незалежну змінну буквою х, а залежну - буквою у, далі писатимемо у = arсcosx. Область зміни проміжок 
[image: image353.wmf]]
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; область визначення - проміжок [–1;1]. Графік подано на рис.42.

в) функція у = arctgx. Функція у = tgx неперервна і монотонна у своїй області визначення. Виділимо на числовій осі проміжок 
[image: image354.wmf]]
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. На цьому проміжку функція відповідає умовам існування у неї оберненої функції. Функцію обернену до у = tgx звуть арктангенсом і записують х = arctgy, де у - незалежна змінна, а х - залежна. Позначивши незалежну змінну буквою х, а залежну - буквою у, далі писатимемо у = arctgx.

У неї область визначення - вся числова пряма; область зміни - проміжок 
[image: image355.wmf]]
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. Графік подано на рис. 43.

г) Функція у = arcctgx. Функція у = ctgx неперервна у своїй області визначення. Виділимо на числовій осі Ох проміжок 
[image: image356.wmf]]
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. На цьому проміжку функція у = ctgx відповідає умовам функції, яка має обернену. Цю функцію звуть арккотангенсом і записують х = arcctgy, де у - незалежна змінна, а х - залежна. Позначивши, незалежну змінну буквою х, а залежну - буквою у, далі писатимемо у = arcctgx Область визначення - вся числова пряма; область зміни - проміжок 
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. Графік функції у = arcctgx подано на рис. 44.

5. Складна функція. Нехай у - f(х) - числова функція з областю визначення D(f) і областю аміни E(f), z = g(y) - числова функція, задана на множині E(f) або деякій її підмножині, з областю зміни E(g). Відповідність, яка відносить кожному даному числу х з множини D(f) єдине число у з множини E(f), a числу у - єдине число z з множини E(g) звуть складною функцією і записують

z = G(f(x)).
Більшість функцій, які вивчають у математиці, можна розглядати як складні функції. 

Приклад. функцію 
[image: image358.wmf]1
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 можна записати: 
[image: image359.wmf]х
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; z = y –1.
Операція "функція від функції", може робитись не один, а будь-яке число разів. 

Приклад. функція у = lg(sin(x2 + 1)) утворюється внаслідок таких операцій (визначення таких функцій);
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6. Елементарна функція. Елементарною функцією зветься функція, яка може бути задана однією формулою у = f(x), де праворуч записано вираз, складений із основних елементарних функцій і сталих величин за допомогою скінченного числа операцій додавання, віднімання, множення, ділення та узяття "функції від функції". Таким чином, елементарні функції є функції, які задані аналітично.

Приклад. Функція 
[image: image363.wmf])
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, є елементарною.

Приклад. Функція у = 
[image: image364.wmf]×
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 = n! не є елементарною, тому що число операцій змінюється із змінною n. Читається "ен факторіал".

7. Алгебраїчні функції. До числа алгебраїчних функцій належать такі елементарні функції:

1) ціла раціональна функція або многочлен

[image: image366.wmf]n

1

n

1

n

0

а

...

х

а

х

а

у

+

+

+

=

-

,

де 
[image: image367.wmf]n

1

0

а

,...,

а

 

,

а

 - сталі числа, які є коефіцієнтами; n - ціле додатне число, яке має назву степінь многочлена. Зрозуміло, що ця функція визначена і неперервна при будь-якому 
[image: image368.wmf]R
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Приклад. у = ах + b - лінійна функція. у = ах2 +bх+с - квадратична функція 
[image: image369.wmf])
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. Ці функції розглядалися раніше. 

2) Дробово-раціональна функція. Ця функція визначається як відношення двох многочленів:
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Приклад. Функція у = а/х, 
[image: image371.wmf])
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 виражає обернено пропорційну залежність. 

3) Ірраціональна функція. Якщо у функції у = f(х) має місце піднесення до степені з раціональним дробовим показником, то вона є ірраціональною. 

Приклад. Функція 
[image: image372.wmf])
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 є ірраціональна.

Зауваження. Розглянуті три види алгебраїчних функцій не вичерпують усіх алгебраїчних функцій. Функції, які не є алгеб​раїчні, звуть трансцендентними. 

Приклад. Функція у = cosx + 10х є трансцендентна.

РОЗДІЛ 2. ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ.

неперервність ФУНКЦІЙ

1. Границя змінної величини. Будемо розглядати упорядковані змінні величини, які змінюються спеціальним чином, який визначається термінами "змінна величина прямує до границі". Далі поняття границі змінної (функції) буде мати фундаментальне значення, тому що з ним безпосередньо зв'язані основні поняття математичного аналізу: похідна, інтеграл та ін.

Визначення. Стале число а є границею змінної величини х, якщо для кожного наперед даного довільно малого числа 
[image: image373.wmf]0
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 можна вказати таке значення змінної х, що всі наступні значення змінної будуть задовольняти нерівності |х - а| < 
[image: image374.wmf]e
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Якщо число а є границя змінної величини х, то кажуть, що х прямує до границі а, і пишуть 
[image: image375.wmf]а
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 або lίт x = а.

Приклад. Змінна величина x послідовно набуває значення: 
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Довести, що змінна величина має границю а = 1.

Розв'язання. За визначенням:
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Для будь-якого довільно малого 
[image: image381.wmf]0
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 всі наступні значення змінної, починаючи з номера n, де 
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, буде виконуватись нерівність 
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 ,що і треба було довести.

Зауваження:

а) границя сталої величини є сама стала величина;

б) змінна величина не може мати дві границі;

в) не кожна змінна величина має границю.

2. Границя функції. Нехай функція f(х) визначена в усіх точках проміжку (а;b), за вийнятком, можливо, деякої точки 
[image: image384.wmf]Î
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(а;b). Побудуємо послідовність значень аргументу функції f(х):
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таку, щоб всі члени послідовності належали проміжку (а;b) і послідовність збігалась до точки х0 :
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Тоді значення функції f(х) також утворюють деяку числову послідовність.
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Кажуть, що число А є границею функції f(х) при х, яке прямує до х0, якщо для будь-якої послідовності значень аргументу (*), яка збігається до числа х0, послідовність значень функції (**) збігається до числа A, і записують:
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Є й інше, еквівалентне сформульованому вище, означення границі функції.
Кажуть, що число А є границею функції f(x) при x, яке прямує до х0, якщо для будь-якого малого числа 
[image: image389.wmf]0
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 знайдеться таке мале число 
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, виконується нерівність
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Якщо f(x)→A, коли х→х0 , то на графіку функції у = f(x) це ілюструється таким чином (рис. 45). Оскільки з нерівності 
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 випливає нерівність 
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, то це означає, що для всіх точок х які лежать від точки х0 не далі ніж на δ, точки Μ графіка функції у = f(х)
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