Вища математика

__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________

Комплексні числа не є числами в елементарному значенні цього слова, що застосовуються при підрахунках і вимірюваннях, а є математичними об'єктами, які визначаються поданими нижче властивостями.

Комплексне число позначається символом а + bі, де а і b - дійсні числа, які називаються відповідно дійсною i уявною частинами комплексного числа а + bі, а символ і, визначений умовою і2 = –1, називається уявною одиницею.
Звичайно комплексне число а + bі позначають однією буквою (найчастіше z): z = а + bі.
Дійсну і уявну частини комплексного числа z = а + bі позначають Re z і Im z відповідно:

а = Re z,   b = Iт z.
Комплексні числа 
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 вважаються рівними, якщо рівні їхні дійсні й уявні частини 
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. Комплексне число z = а + bі вважається рівним нулю, якщо його дійсна і уявна частини дорівнюють нулю (а = b = 0). Комплексне число z = а + bі при b = 0 вважається таким, що збігається з дійсним числом а (а + 0і = а),а при а = 0 вважається суто уявним і позначається bi (0 + bі = bі).
Сумою комплексних чисел 
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 є комплексне число ζ, дійсна частина якого дорівнює сумі дійсних частин, а уявна частина - сумі уявних частин, тобто
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Про число z кажуть, що його дістали внаслідок додавання комплексних чисел z1, і z2, і записують 
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Числа z1, і z2 звуть доданками. 

Властивості операції додавання комплексних чисел:
1) асоціативність: 
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2) комутативність: 
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Комплексне число 
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 називається протилежним комплексному числу 
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. Комплексне число, протилежне комплексному числу z, позначається 
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. Сума комплексних чисел z і 
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 дорівнює нулю 
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Різниця комплексних чисел 
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 є комплексне число z, що є сумою числа z1 і числа протилежного z2
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тобто комплексним числом, дійсна і уявна частини якого дорівнюють відповідно різниці дійсних і уявних частин зменшуваного і від'ємника. Про число z кажуть, що його дістали внаслідок віднімання комплексного числа z2 від комплексного числа z1, і записують 
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Добутком комплексних чисел 
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 є комплексне число:
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Про число z кажуть, що його дістали внаслідок множення комплексного числа z1 на комплексне число z2, і записують
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Числа z1 і z2 називають співмножниками.
Властивості операції множення комплексних чисел:
1) асоціативність: 
[image: image23.wmf])
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2) комутативність: 
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Часткою двох комплексних чисел z1 і z2 
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 є таке комплексне число z, що 
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. Частку комплексних чисел 
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 обчислюють за формулою
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Про число z кажуть, що його дістали внаслідок ділення комплексного числа z1 на комплексне число z2, і записують 
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Додавання і множення комплексних чисел зв'язані правилом, яке називається законом дистрибутивності множення відносно додавання: 
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Число 
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 називається модулем комплексного числа 
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Модуль комплексного числа позначають |z|. Модулі двох будь-яких комплексних чисел z1 і z2 (для частки вважається, що 
[image: image34.wmf]0
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Комплексне число а – bi називається комплексно спряженим з числом z = а + bі і позначають 
[image: image40.wmf]z

.
2. Геометричне зображення комплексного числа. Подібно до того, як дійсні числа можна зображати точками числової прямої, комплексні числа можна зображати точками площини. Можливість такого зображення грунтується на ототожненні множини комплексних чисел а + bі множини пар дійсних чисел (а,b), які в прямокутній системі координат Оxу можна трактувати як координати точок площини.

Далі, з кожною точкою А координатної площини Оху можна зв'язати вектор 
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, який виходить з початку координат і закінчується y точці А.
Тому комплексні числа допускають те одну геометричну інтерпретацію: кожне комплексне число а + bі можна геометричне інтерпретувати як вектор 
[image: image42.wmf]OA

 з координатами (а;b) (рис.80). Координати вектора 
[image: image43.wmf]OA

 при цьому будуть такими ж, як і координати точки А, а саме (а;b).

Рис. 80

3. Тригонометрична форма запису комплексного числа. Крім алгебраїчної форми запису комплексного числа застосовують також іншу, яка називається тригонометричною. Нехай комплексне число 
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 зображується вектором 
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 з координатами (а;b) (рис. 80). Позначимо довжину вектора 
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 буквою r:
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а кут, який він утворює з додатним напрямом осі Ох, - через 
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 (кут 
[image: image49.wmf]j

 вважається виміряним у радіанах) (рис.81). 

Скориставшись означеннями функцій 
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комплексне число z = а + bі можна записати у вигляді
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де 
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, а кут φ позначається з умов
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Рис. 81

Вираз (106) має назву тригонометрична форма запису комплексного числа. Дійсне число r є модулем комплексного числа і позначається |z|, а кут 
[image: image58.wmf]j

, виміряний в радіанах, - його аргументом і позначається Argz.
Якщо комплексне число не дорівнює нулю, то модуль його додатний; якщо ж z = 0, тобто а = b = 0, то й модуль його дорівнює нулю. Модуль будь-якого комплексного числа визначено однозначно.

Якщо комплексне число не дорівнює нулю, то його аргумент визначається формулами (107) з точністю до кута, кратного 2(. Якщо  z = 0, то r = 0 і аргумент комплексного числа, що дорівнює нулю, не визначено.

Звичайно для того, щоб уникнути неоднозначності, яка виникає при обчисленні аргументу комплексного числа, використовують поняття головного значення аргументу комплексного числа (позначення argz), вважаючи, що 
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. Аргумент комплексного числа відповідає співвідношенню: 
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 (Z – множина цілих чисел).
Нехай z1 і z2 - два комплексні числа, що відмінні від нуля, записано в тригонометричній формі:
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Добутком двох комплексних чисел z1 і z2 є комплексне число, модуль якого дорівнює добутку модулів співмножників, а аргумент - сумі аргументів співмножників:
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Вектор, що зображує добуток комплексних чисел z1 і z2, дістаємо поворотом вектора 
[image: image65.wmf] 

z

 проти годинникової стрілки на кут, що дорівнює 
[image: image66.wmf]2
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, i розтягом його в |z2| раз (для випадку |z2| > 1 див. рис.82).

Частка двох комплексних чисел z1 і z2, що не дорівнюють нулю, є комплексне число, модуль якого дорівнює частці модулів діленого і дільника, а аргумент – різниці аргументів діленого і дільника:
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Рис. 82                                                      Рис. 83

Вектор, що зображує частку двох комплексних чисел z1 і z2, дістаємо поворотом вектора, який зображує комплексне число z1, за годинниковою стрілкою на кут, що дорівнює 
[image: image68.wmf]2

j

, і стиском його в |z2| раз (для випадку |z1| > 1 див. рис. 83).

4. Натуральний степінь комплексного числа. n - м степенем комплексного числа z називається комплексне число w, знайдене внаслідок множення числа z самого на себе n раз: 
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Звичайно використовують коротший запис: 
[image: image70.wmf]n
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, в якому число z є основою степеня, а натуральне число п – показником степеня.
п -й степінь комплексного числа z, заданого в тригонометричній формі обчислюється за формулою Муавра:
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5. Корінь п -го степеня з комплексного числа. Коренем п -го степеня з комплексного числа z називається таке комплексне число w, n -й степінь якого дорівнює z:
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Корінь n -го степеня з комплексного числа z позначається символом 
[image: image73.wmf]n
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. На відміну від кореня з дійсного числа, корінь n - го степеня з комплексного числа визначається неоднозначнo. Саме в множині комплексних чисел існує рівно n коренів n -го степеня з даного комплексного числа.

Усі корені n -го степеня з комплексного числа z, заданого в тригонометричній формі, обчислюються за формулою
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Геометрично всі корені п -го степеня з комплексного числа зображуються точками, що лежать на колі з центром в початку координат, радіус якого дорівнює 
[image: image76.wmf]n
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, а центральні кути між радіусами, проведеними у сусідні точки, дорівнює 
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Приклад. Обчислити корені четвертого степеня з числа –1. 

Розв'язання. Число –1 у тригонометричній формі можна записати так:
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Корені четвертого степеня з числа –1 - це комплексні числа
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Рис. 84
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Аналогічно у множині комплексних чисел можна обчислити корінь п-го степеня з будь-якого дійсного числа. При цьому хоча б один корінь з додатного дійсного числа буде дійсним.
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