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Сферичною геометрією називається розділ математики, в якому вивчаються геометричні фігури, що лежать на поверхні кулі.

Сферична тригонометрія розглядає методи розв’язання сферичних трикутників, що утворюються при перетині дуг великих кіл на кульовій поверхні.
Кулею називається тіло, що утворюється обертанням півкруга навколо його діаметра.

Поверхня, що утворюється при цьому, називається кульовою або сферичною поверхнею. Часто таку поверхню називають просто сферою.
Сфера – геометричне місце точок у просторі, рівновіддалених від однієї точки, яку називають центром сфери.
1. Елементи сферичної геометрії
Загальні відомості про трикутники
1.1. Точки та дуги на поверхні сфери
Географічна сферична система координат
Сферичний двокутник
При перетині сфери площиною, що проходить через її центр, утворюється велике коло 
[image: image1309.png]


(рис. 1). Площини, що не проходять через центр сфери, утворюють малі кола типу 
[image: image2.wmf]LMNT

.

Діаметр 
[image: image3.wmf]1

PP

, що проходить через центр великого кола перпендикулярно до його площини, перетинає поверхню сфери у двох точках 
[image: image4.wmf]P

 та 
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. Ці точки називаються полюсами цього великого кола (в даному випадку кола 
[image: image6.wmf]САВД

). Коло 
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 по відношенню до точок 
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 та 
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 називається полярою.
Менша дуга 
[image: image10.wmf]AB

 великого кола визначає сферичну (найкоротшу) відстань між точками 
[image: image11.wmf]A

 та 
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 на поверхні сфери. Цю дугу називають геодезичною лінією або ортодромією.

Усі точки великого кола 
[image: image13.wmf]САВД

 відстоять від полюсів 
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 та 
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 на 90°. Площини великих кіл 
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 та 
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, що проходять через точки 
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 та 
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, перпендикулярні до площини 
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Рис. 1 

У разі малого кола 
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, площина якого перпендикулярна діаметрові 
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, точка 
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 називається сферичним центром, а дуга великого кола 
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 - сферичним радіусом малого кола 
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.

Місцезнаходження точки на поверхні сфери може бути визначено за допомогою так званої географічної сферичної системи координат. Географічна сферична система координат задається двома взаємно перпендикулярними великими колами 
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 та 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image30.wmf]ДТ

, коло 
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 називається екватором, а півколо 
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 − початковим меридіаном.  Координатна сітка цієї системи утворюється паралелями – колами малих кругів, що паралельні екватору, та меридіанами – півколами великих кругів, що перпендикулярні до екватора. Кожний меридіан з’єднує північний 
[image: image33.wmf]P

 та південний 
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 полюси.
Місцезнаходження довільної точки 
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 на сфері визначається двома координатами (
[image: image36.wmf],
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), де 
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 − широта та 
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 − довгота. Широта 
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 вимірюється сферичною відстанню 
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=

вподовж меридіана від екватора до відповідної паралелі 
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 (на північ, або південь від 0° до 90°). Довгота 
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 вимірюється кутом 
[image: image43.wmf]CPB

l

=

 між початковим меридіаном 
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 та відповідним меридіаном 
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 або відстанню 
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=

 вподовж екватора від початкового меридіану до відповідного меридіану 
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 (на схід чи захід від 0° до 180°).

Величина дуги великого кола визначається центральним кутом 
[image: image48.wmf]a

, що утворюється радіусами сфери 
[image: image49.wmf]OA

 та 
[image: image50.wmf]OB

. Кут 
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 є лінійним кутом двогранного кута, що утворюється площинами великих півкругів 
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 та 
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.
Зв'язок кутової (градусної), радіанної та лінійної міри дуги великого кола встановлюється за формулою
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де 
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 − лінійна, радіанна та кутова міра дуги великого кола; 
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 − радіус сфери; 
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 − число кутових одиниць в радіані, 
[image: image60.wmf]r

o

 = 57°, 2957795…

З рис. 1 видно, що радіус 
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 малого кола 
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 дорівнює
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(1.2)
Довжина дуги 
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 малого кола 
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 обчислюється за формулою

[image: image66.wmf]j

=

j

a

=

a

=

 

cos

 

S

 

cos

 

R

 

r

 

l




(1.3)
Кут між дугами великих півкіл 
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 та 
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 називається сферичним кутом. Цей кут визначається кутом між дотичними 
[image: image69.wmf]EP

 та 
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 до цих дуг. Неважко довести, що 
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Для двох довільних точок 
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 та 
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 на поверхні сфери азимутом точки 
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 по відношенню до точки 
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 називається сферичний кут 
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, що утворюється ортодромією 
[image: image79.wmf]12

M

М

 та меншою дугою меридіана 
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, що проходить через точку 
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 (рис. 1
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Рис. 1
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На поверхні сфери звичайно розглядають фігури, що утворюються перетином дуг великих кіл сфери. Найпростішою фігурою є двокутник (наприклад 
[image: image84.wmf]1
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) − частина поверхні сфери, що обмежена двома великими півколами (у даному прикладі півколами 
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 та 
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, що мають спільний діаметр 
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 (рис. 1)). Сторони двокутника завжди рівні 180°. Сферичний двокутник визначається значенням кута його вершини. У разі двокутника 
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 цей кут − 
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1.2. Сферичний трикутник та його елементи
Сферичним трикутником називається частина поверхні сфери, обмежена трьома дугами великих кіл, що взаємно перетинаються.
У подальшому будемо розглядати тільки так звані Ейлерові сферичні трикутники. У таких трикутників кути та сторони змінюються лише в межах від 0° до 180°.

Оскільки через дві точки, що не лежать на одному діаметрі, можна провести тільки одну дугу великого кола, меншу за 180°, то побудова трикутника на поверхні сфери є однозначною.
Площини великих кіл, якщо їх дуги утворюють сферичний трикутник 
[image: image90.wmf]ABC

, перетинаються між собою у центрі сфери 
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 та утворюють тригранник 
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 (рис. 2).
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Рис. 2.

Сферичний трикутник має шість основних елементів: три кути 
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 та три сторони 
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. Кути позначаються тими ж великими літерами, що й вершини трикутника, а протилежні їм сторони – відповідними малими буквами.

Із рис. 2 видно, що кути сферичного трикутника рівні відповідним двогранним кутам тригранника. Сторони трикутника, визначені у кутовій чи радіанній мірі, дорівнюють відповідним плоским кутам тригранника. Тобто, усі шість елементів сферичного трикутника дорівнюють відповідним елементам тригранника.
Оскільки сторони сферичного трикутника 
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, 
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 та 
[image: image101.wmf]c

. прийнято вимірювати у кутовій або радіанній мірі, то вибір радіуса сфери стає не суттєвим. Це видно з рис. 3. Трикутники 
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 та 
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 − подібні. Вони мають різні (пропорційні) лінійні розміри, але їх елементи, відображені у кутовій мірі, є відповідно рівними. Тому з метою спрощення доведення формул радіус сфери приймають за одиницю, тобто беруть 
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Рис. 3

За формою сферичні трикутники поділяють на:
1) прямокутні, якщо хоча б один із кутів трикутника дорівнює 90°;

2) прямосторонні, якщо хоча б одна із сторін трикутника дорівнює 90°;
3) косокутні – в інших випадках.

Сферичні трикутники (по їх означенню) одночасно можуть бути прямокутними та прямосторонніми. Таким, наприклад, є трикутник 
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 рис. 1, який має кути при вершинах 
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 та 
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 та сторони 
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 та 
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, що дорівнюють 90°. Можливо побудувати сферичний трикутник, що має всі сторони та всі кути, що дорівнюють 90°. Цей трикутник являє собою восьму частину поверхні сфери та утворюється перетином трьох великих кіл з взаємно перпендикулярними площинами.
У сферичній геометрії, за аналогією до геометрії на площині, прийняті також поняття про рівнобічні та рівносторонні трикутники.

Розв’язання сферичних трикутників складає предмет сферичної тригонометрії та знаходить застосування в астрономії, картографії, навігації, вищій геодезії, кристалографії, фотограмметрії та при розв’язанні різноманітних геометричних задач у ряді інших дисциплін.
1.3. Полярні сферичні трикутники
На рис. 4 зображено сферичний трикутник 
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. Розглядаючи вершини 
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 як полюси, побудуємо для них відповідні поляри − 
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 та 
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. Одержані так поляри при перетині між собою утворюють сферичний трикутник 
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, який називають полярним відносно до даного трикутника 
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Рис. 4

Виявляється, що трикутники 
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 та 
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 взаємополярні, тобто якщо вершини трикутника 
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 є полюсами сторін трикутника 
[image: image122.wmf]111

ABC

, то і, навпаки, вершини трикутника 
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 є полюсами сторін трикутника 
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Основна властивість полярних трикутників: сума якого-небудь кута даного трикутника 
[image: image125.wmf]ABC

 та відповідної йому сторони полярного трикутника 
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 дорівнює 180°.
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З того, що трикутники 
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 та 
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 − взаємополярні випливає:
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1.4. Рівність сферичних трикутників
Симетричні та спряжені трикутники

Два сферичних трикутники називаються рівними, якщо вони співпадають при накладанні.

Два сферичних трикутники, що розміщені на одній і тій же сфері, рівні між собою якщо вони однаково розташовані та мають відповідно рівні:

1) дві сторони та кут між ними; 2) одну сторону та два прилеглих до неї кути; 3) три сторони; 4) три кути.
Перші три випадки аналогічні відповідним випадкам у геометрії на площині та можуть бути доведені шляхом накладання трикутників. Справедливість рівності трикутників у четвертому випадку випливає з наступних міркувань. Відомо, що три двогранні кути повністю визначають тригранник. Але два тригранники, що мають відповідно рівні двогранні кути, будуть рівними, отже їх можна сумістити один з одним усіма їхніми точками. Такі тригранники будуть утворювати на поверхні однієї і тієї ж сфери трикутники, що мають усі відповідно рівні та однаково розташовані елементи.
На поверхні сфери, як і на площині, можливий випадок, коли два трикутники мають відповідно рівні, але неоднаково розташовані елементи. Такі трикутники не є рівними між собою, тому що їх не можливо сумістити один з одним шляхом переміщення на поверхні сфери. Такі трикутники 
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 показані на рис 5. Вони називаються симетричними трикутниками. Трикутник 
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 утворюється дугами великих кіл, що є продовженням сторін трикутника 
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. Отже, відповідні вершини обох трикутників лежать у діаметрально протилежних точках.
Рівність кутів симетричних трикутників доводиться шляхом порівняння відповідних їм двокутників.
На основі рівності кутів трикутників 
[image: image135.wmf]111

ABC

 та 
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 зазначаємо, що сторони цих трикутників також відповідно рівні одна одній, а їх площі рівновеликі.

На рис. 6 зображений двокутник з кутом 
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 та проведена дуга великого кола 
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. Дуга 
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 ділить цей двокутник на два сферичних трикутники 
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 та 
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 які називаються спряженими.
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У спряжених трикутників завжди є одна спільна сторона. Протилежні цій стороні кути спряжених трикутників рівні між собою (на рис. 6 сторона 
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 та кути 
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). Кути при двох інших вершинах 
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, а також прилеглі до них сторони доповнюють один одного до 180°.

1.5. Співвідношення між елементами сферичного трикутника
1. Сума сторін сферичного трикутника завжди більша за 0° і менша за 360°:
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(1.6)
2. Сума двох сторін сферичного трикутника завжди більша за третю сторону:
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(1.7)
Нерівності (1.6) і (1.7) виражають відомі з геометрії на площині співвідношення між плоскими кутами тригранника.
Безпосередньо із нерівності (1.7) випливає, що:

а) кожна із сторін сферичного трикутника більша за різницю двох інших:
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(1.8)
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 сферичного трикутника більший за кожну із його сторін:
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3. Сума кутів сферичного трикутника завжди більша за 180° і менша за 540°:
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            (1.10)
Щоб довести нерівність (1.10) розглянемо два полярних трикутники 
[image: image154.wmf]ABC

 і 
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 (рис. 4). Для трикутника 
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 у відповідності з нерівністю (1.6) маємо
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На підставі властивостей полярних трикутників (дивись (1.4)), маємо можливість написати:
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 EMBED Equation.3  [image: image159.wmf]  

B

b

,

180

1

-

=

o
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Підставимо значення сторін 
[image: image161.wmf]1
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 (1.12) у нерівність (1.11) та знайдемо:
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Віднімемо із усіх частин останньої нерівності 540°, змінимо знак на протилежний та одержимо вираз (1.10).

Величина:
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Називається сферним надлишком або ексцесом трикутника.
4. Сума двох кутів сферичного трикутника без третього менша за 180°:
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Щоб довести нерівність (1.14) використаємо полярні сферичні трикутники 
[image: image169.wmf]ABC

 і 
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. Для трикутника 
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 у відповідності із формулами (1.7) маємо:
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Підставимо в останню нерівність значення сторін 
[image: image173.wmf]1

a

 
[image: image174.wmf]1

b

 та 
[image: image175.wmf]1

c

 із формул (1.12)і одержимо:
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Аналогічно доводять інші нерівності із (1.14).
5. Напроти рівних сторін сферичного трикутника лежать рівні кути: 
[image: image178.wmf]B
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6. Напроти більшого кута сферичного трикутника лежить більша сторона і, навпаки, проти більшої сторони сферичного трикутника лежить більший кут: 
[image: image179.wmf]b
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Обґрунтування тверджень 5 і 6 можна одержати із розгляду рис. 7 і 8.
Зауваження. Вказані співвідношення визначають умови існування сферичного трикутника, їх необхідно враховувати при розв’язанні задач.
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Рис. 7



Рис. 8

1.6. Площа сферичного трикутника
Спочатку одержимо формулу для площі сферичного двокутника. Якщо площу поверхні кулі поділити на 360 рівних частин, то кожна із них дорівнюватиме площі двокутника з кутом при вершині, що дорівнює 1°:
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Тоді площа двокутника з кутом 
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де 
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Виразимо 
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 у радіанній мірі та одержимо:
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Площа сферичного трикутника 
[image: image187.wmf]ABC

 згідно з рис. 5 може бути виражена такими трьома співвідношеннями:
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           (1.17)
де 
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Складемо окремо ліві і праві частини рівняння (1.17) та врахуємо формулу (1.16).
Тоді:
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Трикутники 
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 і 
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 − симетричні і їх площі рівні між собою. Тоді останнє рівняння можна замінити таким:
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Другий доданок правої частини рівняння (1.18), що видно із рис. 5, дорівнює площі півсфери без площі трикутника 
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отже, відповідно до виразу (1.18)
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остаточно одержуємо:
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де 
[image: image210.wmf]e

 − сферичний надлишок трикутника 
[image: image211.wmf]ABC

, що виражений у радіанній мірі.
Площа сферичного трикутника дорівнює добутку квадрата радіуса великого кола на сферичний надлишок.
2. Елементи сферичної тригонометрії
Основні формули

2.1. Формули косинусів сторін сферичного трикутника

Розглянемо рис. 9, на якому зображено трикутник 
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 на сфері з радіусом, що дорівнює одиниці та центром у точці 0. У вершині 
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. Ці дотичні перетинаються у точках 
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 із продовженням радіусів сфери, що проходять через вершини 
[image: image220.wmf]C

 і 
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Застосуємо теорему косинусів тригонометрії на площині до трикутників 
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 та 
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 і запишемо для сторони 
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Порівняємо між собою праві частини рівнянь (2.1) і знайдемо:
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Зважаючи, що радіус сфери 
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Перемножимо усі доданки останнього рівняння на 
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Рис. 9.

Побудова на рис. 9 можлива, якщо кожна із сторін 
[image: image237.wmf]b

 і 
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 менша 90°. Тому вираз (2.2) потрібно узагальнити на той випадок, коли трикутник має сторони більші за 90°. Для цього звернемося до рис. 10. На ньому зображено 
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, що має сторони 
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 до їх перетину у точці 
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, то одержимо спряжений трикутник 
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, у якому кожна із сторін 180° − 
[image: image246.wmf]b

 і 180° − 
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 буде менша за 90°. Застосовуючи на цій основі вираз (2.2) до трикутника 
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, можемо записати:
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що співпадає із формулою (2.2).

Косинус сторони сферичного трикутника дорівнює добутку косинусів двох інших сторін, складеному з добутком синусів цих же сторін на косинус кута між ними.

Зауваження. При написанні формул сферичної тригонометрії часто використовують метод перестановки елементів по колу: кожна із сторін та кожний із кутів трикутника замінюється у формулі, що розглядається, наступними за ходом сторонами та кутами (у довільному напрямі), при цьому останній елемент завжди замінюється на перший (схема на рис. 11).

	[image: image1285.png]





	          Рис. 10
	Рис. 11


Застосуємо метод перестановки елементів по колу до формули (2.2) і запишемо співвідношення вигляду (2.2) для кожної із трьох сторін трикутника:

[image: image251.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

+

=

+

=

+

=

C

 

cos

  

b

 

  sin

a

 

 sin

 

b

 

cos

  

a

 

cos

 

c

 

B

 

cos

  

c

 

  sin

a

 

 sin

 

c

 

cos

  

a

 

cos

 

b

 

A

 

cos

  

c

 

  sin

b

 

 sin

 

c

 

cos

  

b

 

cos

 

a

 

cos

cos

cos


(2.3)

2.2. Формули косинусів кутів сферичного трикутника
Щоб одержати формули косинусів кутів сферичного трикутника запишемо співвідношення (2.3) для сторін полярного трикутника 
[image: image252.wmf]111

ABC
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Згідно з основною властивістю взаємополярних трикутників 
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Підставимо (2.4′′) у (2.4′):
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 .     (2.4′′′) 
Скористуємось формулами зведення тригонометричних функцій та помножимо на від’ємну одиницю обидві сторони кожного співвідношення (2.4′′′). В результаті одержимо формули косинусів кутів сферичного трикутника.
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(2.4)
Косинус кута сферичного трикутника дорівнює від’ємному добутку косинусів двох інших кутів трикутника, складеному з добутком синусів цих же кутів на косинус сторони між ними.
2.3. Теорема синусів
Відношення синуса кута сферичного трикутника до синусу протилежної сторони є величина стала.
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де 
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Доведення. З першої формули (2.3) знайдемо:
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Поділимо обидві частини одержаного виразу на 
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Звідки: 
[image: image274.wmf]K
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У величину 
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 кожна із сторін сферичного трикутника входить однаково і заміна сторін по колу не змінить значення величини 
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, тобто значення 
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 є стала величина для даного трикутника. Отже:
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Теорема доведена.
Теорема синусів (2.5) установлює зв'язок між сторонами та протилежними їм кутами сферичного трикутника.

2.4. Формули п’яти елементів сферичного трикутника
Формули п’яти елементів установлюють зв'язок: а) між трьома сторонами та двома кутами сферичного трикутника (основні формули п’яти елементів); б) між трьома кутами та двома сторонами сферичного трикутника (змінені формули п’яти елементів).
Щоб одержати формули п’яти елементів, скористуємось формулою косинусів сторін сферичного трикутника.
Розглянемо пару із другої і третьої формул (2.3):
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           (2.6′)
Виключимо 
[image: image281.wmf]cos c

 із першої формули (2.6′) скориставшись другою:
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Зведемо подібні члени та розділимо обидві частини рівності на 
[image: image283.wmf]sin a

 і одержимо:
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Якщо у формулах (2.6′) виключити 
[image: image285.wmf]cosb

, то одержимо:
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Зробимо аналогічні перетворення для двох інших пар формул (2.3), одержимо основні формули п’яти елементів.
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(2.7)
Добуток синуса сторони на косинус прилеглого кута дорівнює добутку синуса третьої сторони на косинус протилежної цьому куту сторони без добутку косинуса третьої сторони на синус тієї ж протилежної сторони і на косинус кута між ними.
Формули (2.7) однорідні відносно синусів сторін сферичного трикутника. Згідно з теоремою синусів (2.5) зробимо таку заміну у цих формулах:
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Після простих перетворень, одержимо так звані змінені формули п’яти елементів, що установлюють зв'язок між трьома кутами і двома сторонами сферичного трикутника
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(2.8)
Добуток синуса кута на косинус прилеглої сторони дорівнює добутку косинуса кута, протилежного цій стороні, на синус третього кута плюс добуток синуса протилежного кута на косинус третього кута і на косинус сторони між ними.
2.5. Формули чотирьох елементів сферичного трикутника
Якщо у лівій частині кожної формули (2.7) зробити заміну синусів сторін за формулами, що випливають із теореми синусів
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то після простих перетворень одержимо формули чотирьох елементів:
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(2.9)
Якщо у сферичному трикутнику 
[image: image299.wmf]ABC

 згідно зі схемою на рис. 11 узяти ряд із чотирьох поруч розташованих елементів, наприклад, 
[image: image300.wmf]b

, 
[image: image301.wmf]C

, 
[image: image302.wmf]a

, 
[image: image303.wmf]B

, то елементи 
[image: image304.wmf]C

, 
[image: image305.wmf]a

 є середніми, а елементи 
[image: image306.wmf]b

,
[image: image307.wmf]B

 − крайніми. Тоді: добуток косинусів середніх елементів дорівнює добутку котангенса крайньої сторони на синус середньої без добутку котангенса крайнього кута на синус середнього кута.
Одержані вище шість груп (2.3), (2.4), (2.5), (2.8) та (2.9) основних формул надають можливість розв’язати довільний сферичний трикутник за відомими трьома його елементами. Для практичних розрахунків у типових задачах звичайно використовують більш прості співвідношення, що знаходяться перетворенням основних формул. Ці співвідношення будуть наведені нижче.
3. Розв’язання прямокутних і прямо сторонніх сферичних трикутників
3.1. Формули для розв’язання прямокутних сферичних трикутників

Будемо завжди прямий кут позначати через 
[image: image308.wmf]A

, сторону 
[image: image309.wmf]a

 називати гіпотезою, а сторони 
[image: image310.wmf]b

 та 
[image: image311.wmf]c

 − катетами (рис. 12).
Із шести груп основних формул виділимо наступні десять співвідношень:
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Рис 12
	Враховуючи, що
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), одержимо десять робочих формул для розв’язання прямокутних сферичних трикутників:
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(3.2)
Непер замінив у формулах (3.2) катети 
[image: image318.wmf]b

 і 
[image: image319.wmf]c

 їх доповненнями до 
[image: image320.wmf]90

o

 і запропонував зручне мнемонічне правило для написання формул (3.2) та поділив їх на дві групи:
Перша група формул
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Друга група формул
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          (3.3’’)
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Рис. 13.
	Формули (3.3
[image: image323.wmf]'

) та (3.3
[image: image324.wmf]'



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image325.wmf]'

) називаються правилом Непера.
Якщо прийняти, що катети 
[image: image326.wmf]b

 та 
[image: image327.wmf]c

 лежать поруч, тобто не рахувати прямого кута 
[image: image328.wmf]A

, і замінити катети їх доповненнями до 
[image: image329.wmf]90

o

 (схема на рис. 13), тоді: косинус довільного


елемента прямокутного трикутника дорівнює добутку котангенсів прилеглих до нього елементів або добутку синусів елементів, що лежать окремо.
3.2. Зв'язок між величинами сторін та кутів прямокутного сферичного трикутника
а) Для зв’язку гіпотенузи та катетів маємо сферичну формулу Піфагора: 
[image: image330.wmf]cosacosbcosc

=

.
1) Нехай кожний із катетів менше 90
[image: image331.wmf]o

, тоді 
[image: image332.wmf]cosb

 та 
[image: image333.wmf]cosc

 додатні, але тоді і 
[image: image334.wmf]cosa

 додатний, а тому 
[image: image335.wmf]90

a

<

o

.
2) Якщо кожний із катетів більше 90
[image: image336.wmf]o

, то 
[image: image337.wmf]cosb

 і 
[image: image338.wmf]cosc

 обидва від’ємні, а тому 
[image: image339.wmf]cosa

 додатній і 
[image: image340.wmf]90
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<

o

.

3) Якщо один із катетів більше 90
[image: image341.wmf]o

, а другий менше 90
[image: image342.wmf]o

, то один косинус катета буде додатний, а другий – від’ємний, а тому 
[image: image343.wmf]cosa

 буде від’ємний і 
[image: image344.wmf]90

a

>

o

.

Домовимось називати два елементи трикутника однорідними, якщо обидва вони більше або менше за 90
[image: image345.wmf]o

, і різнорідними у тому випадку, коли один із них більший, а другий менший за 90
[image: image346.wmf]o

. При цій умові маємо такі співвідношення між величинами катетів і гіпотенузи сферичного трикутника:
якщо катети прямокутного сферичного трикутника однорідні, то гіпотенуза менша зо 90
[image: image347.wmf]o

; якщо ж катети різнорідні, то гіпотенуза більша за 90
[image: image348.wmf]o

.
б) Для зв’язку гіпотенузи з прилеглими до неї кутами маємо формулу 
[image: image349.wmf]cosactgBctgC

=

. Проведемо аналіз цієї формули за аналогією проведеному аналізу формули 
[image: image350.wmf]cosacosbcosc

=

 та установимо наступні співвідношення між гіпотезою та прилеглими до неї кутами:
якщо прилеглі до гіпотенузи кути однорідні, то гіпотенуза меша за 90
[image: image351.wmf]o

.

в) Для зв’язку одного катета та двох кутів, що прилягають до гіпотенузи, маємо співвідношення: 
[image: image352.wmf]cosBcosbsinC

=

; 
[image: image353.wmf]sinC

 завжди додатній у незалежності від того, тупий чи гострий кут 
[image: image354.wmf]C

, а тому знак 
[image: image355.wmf]cosB

 буде такий же як у 
[image: image356.wmf]cosb

. Завжди випливає, що довільний катет сферичного трикутника і протилежний йому кут зажди однорідні.
г) Одержані співвідношення між величинами сторін і кутів прямокутного сферичного трикутника допоможуть у подальшому, при визначенні елементів прямокутного трикутника за їх синусами, вибирати, яке із двох значень елемента є дійсним.
3.3. Основні випадки розв’язання прямокутних і прямо сторонніх трикутників
Можливі шість різних випадків розв’язання прямокутних трикутників за даними:

     1) гіпотенузою  та  катетами;     2) двома  катетами;   3) гіпотенузою та прилеглим до неї кутом; 4) катетом та прилеглим до нього кутом; 5) двома кутами; 6) катетом та протилежним йому кутом.
При розв’язанні необхідно стежити, щоб значення елементів відповідали умовам існування сферичного трикутника.

Якщо розв’язок трикутника за заданими значеннями елементів існує, то у перших п’яти випадках він однозначний, а у шостому – двозначний. У шостому випадку перший із трьох шуканих елементів, обчислюється за його синусом, що має додатне значення у першій та другій чвертях. У наслідок цього для першого елемента одержуємо два значення, що доповнюють один одного до 180
[image: image357.wmf]o

. Геометрично це означає, що одержимо два спряжених прямокутних сферичних трикутника. Ці трикутники мають задану спільну сторону і протилежний їй кут при вершині трикутника.
При розв’язанні прямосторонніх сферичних трикутників сторону, що дорівнює 90
[image: image358.wmf]o

, позначають через 
[image: image359.wmf]a

. Трикутник, що є полярним по відношенню до прямостороннього, буде прямокутним сферичним трикутником. Це дозволяє звести розв’язання прямосторонніх трикутників до розв’язання прямокутних трикутників.
Розв’язання прямосторонніх трикутників здійснюють так: 1) за відомими елементами прямо стороннього трикутника 
[image: image360.wmf]ABC

 за допомогою формул (1.4) та (1.5) знаходять відповідні елементи полярного прямокутного трикутника 
[image: image361.wmf]111

ABC

; 2) розв’язують прямокутний трикутник 
[image: image362.wmf]111
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 за формулами (3.2); 3) за знайденими елементами трикутника 
[image: image363.wmf]111
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 та за формулами (1.4) і (1.5) знаходять елементи прямостороннього трикутника 
[image: image364.wmf]ABC

.
Можливі шість різних випадків прямосторонніх сферичних трикутників. У наслідок переходу до полярних трикутників їх розв’язання зводиться до шести вищезазначених випадків розв’язання прямокутних трикутників.
4. Розв’язання косокутних сферичних трикутників
4.1. Формули синусів, косинусів і тангенсів половини кута сферичного трикутника
Скористуємось формулами тригонометрії:
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та співвідношенням 
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, що випливає із (3.1) та одержимо наступні дві групи формул:
1) формули синусів половини кутів:
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2) формули косинусів половини кутів:
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де 
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 − напівпериметр трикутника.
Розділивши ліві і праві частини формул (4.1) на відповідні ліві і праві частини формул (4.2), одержимо:


[image: image371.wmf]ï

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ï

ý

ü

-

-

-

=

-

-

-

=

-

-

-

=

)

sin(

sin

)

sin(

)

sin(

2

)

sin(

sin

)

sin(

)

sin(

2

.

)

sin(

sin

)

sin(

)

sin(

2

c

p

p

b

p

a

p

C

tg

b

p

p

c

p

a

p

B

tg

a

p

p

c

p

b

p

A

tg

.

(4.3)
Позначимо:
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та остаточно одержимо формули тангенсів половини кутів:
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(4.5)
Тангенс половини кута сферичного трикутника дорівнює допоміжній величині 
[image: image374.wmf]M

, поділеній на синус різниці півпериметра і протилежної куту стороні.

Помножимо окремо ліві та праві частини формул (4.5) та одержимо:
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Зауваження. Величина 
[image: image376.wmf]M

 дорівнює тангенсу сферичного радіуса 
[image: image377.wmf]m

r

 малого кола, вписаного у даний трикутник:
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4.2. Формули синусів, косинусів і тангенсів половини сторін сферичного трикутника
Щоб одержати зазначені формули необхідно співвідношення (4.1) та (4.2) написати для кутів трикутника 
[image: image379.wmf]111

ABC

, що є полярним до даного трикутника 
[image: image380.wmf]ABC

.
Нехай:
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· півпериметр полярного трикутника 
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Для елементів взаємополярних трикутників виконуються відомі співвідношення:
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Тоді:
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де 
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− сферичний надлишок трикутника 
[image: image386.wmf]ABC

.
Скористуємося формулами (4.1) і (4.2), записаними для трикутника 
[image: image387.wmf]111
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 та підставимо у них значення величин із формул (4.7) та (4.8) і одержимо:
1) формули синусів половини сторін:
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2) формули косинусів половини сторін:
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Із формул (4.9) і (4.10) діленням окремо лівих і правих частин одержимо наступні формули:
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Введемо позначення:
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остаточно знайдемо формули тангенсів половини сторони:
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           (4.13)
Тангенс половини сторони сферичного трикутника дорівнює добутку допоміжної величини 
[image: image393.wmf]N

 на синус різниці протилежного кута та половини сферичного надлишку.

Помножимо окремо ліві та праві частини (4.13), врахуємо (4.12) і одержимо:
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Зауваження. Величина 
[image: image395.wmf]N

 дорівнює тангенсу сферичного радіуса 
[image: image396.wmf]m

R

 малого кола, описаного навколо даного трикутника:
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4.3. Формули Деламбра-Гауса і аналогії Непера
Якщо у тригонометричні тотожності:
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       (4.15)
підставити відповідні значення із (4.1), (4.2), (4.9) та (4.10), зробити необхідні перетворення, то одержимо чотири формули Деламбра-Гауса:
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           (4.16)
Поділимо першу формулу із (4.16) почастинно на третю, а другу на четверту. В результаті одержимо першу та другу аналогії Непера:
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           (4.17)
Тангенс півсуми двох кутів сферичного трикутника так відноситься до тангенса половини третього кута, як косинус піврізниці протилежних їм сторін до косинуса півсуми тих же сторін.

Тангенс піврізниці двох кутів сферичного трикутника так відноситься до тангенса половини третього кута, як синус піврізниці протилежних їм сторін до синуса півсуми тих же сторін.
Поділивши четверту формулу Деламбра-Гауса на третю і другу на першу, одержимо третю і четверту аналогії Непера:
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           (4.18)
Тангенс півсуми двох сторін сферичного трикутника так відноситься до тангенса половини третьої сторони, як косинус піврізниці протилежних їм кутів до косинуса півсуми цих же кутів.
Тангенс піврізниці двох сторін сферичного трикутника так відноситься до тангенса половини третьої сторони, як синус піврізниці протилежних їм кутів до синуса півсуми цих же кутів.
Зауваження. Загальне число аналогій Непера дорівнює дванадцяти. Інші вісім аналогій можна одержати, якщо застосуємо метод перестановки елементів по колу.
Поділивши почастинно першу і другу, або тертю і четверту аналогії Непера, одержимо контрольну формулу Гауса.

[image: image402.wmf]2

2

2

2

b

a

tg

b

a

tg

B

-

A

tg

B

A

tg

-

+

=

+



           (4.19)
4.4. Формули для обчислення сферичного надлишку
Перетворивши добутки:
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за формулами (4.9) та застосовуючи співвідношення (4.10), одержимо першу формулу Коньолі, що задається одним із виразів:
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           (4.20)
Формули (4.20) виражають сферичний надлишок як функцію трьох сторін і одного кута сферичного трикутника.
Синус половини сферичного надлишку трикутника дорівнює добутку синусів половини двох сторін на синус кута між ними, поділеному на косинус половини третьої сторони.

Друга формула Коньолі:
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           (4.21)
виражає сферичний надлишок як функцію трьох сторін трикутника. Цю формулу одержують заміною у першій формулі (4.20) 
[image: image408.wmf]sinC

 виразом:
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що випливає із співвідношень (4.1) та (4.2).
Сферичний надлишок можливо обчислити також за формулою Люїльє:
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що дає сферичний надлишок як функцію трьох сторін сферичного трикутника. Він одержується з використанням першої і третьої формул Деламбра-Гауса (4.16).
4.5. Основні випадки розв’язання косокутних сферичних трикутників
Можливі шість різних випадків розв’язання косокутних трикутників за даними: 1) трьома сторонами; 2) трьома кутами; 3) двома сторонами та куту між ними; 4) стороні та двома прилеглими до неї кутами; 5) двома сторонами і кутом, що лежить проти однієї з них; 6) двома кутами та стороною, що лежить проти одного із них.

При розв’язанні необхідно стежити, щоб значення елементів задовольняли умови існування сферичного трикутника.
При визначенні усіх трьох невідомих елементів розв’язання трикутника у першому і другому випадках виконують за формулами (4.5) та (4.13), у третьому та четвертому випадках – за аналогіями Непера (4.17) та (4.18). У п’ятому та шостому випадках розв’язання трикутника виконують за теоремою синусів та аналогіями Непера.
Якщо розв’язання сферичного трикутника за даними значеннями елементів є можливим, то в перших чотирьох випадках воно однозначне, а в п’ятому та шостому – двозначно. Пояснення цього аналогічне відповідним випадкам розв’язання прямокутних трикутників.
Зауваження. Хід розв’язання завжди необхідно контролювати, виконуючи додаткові обчислення за формулами, що не використовувались при знаходженні невідомих величин, або визначаючи значення однієї і тієї ж невідомої величини за різними формулами.
5. Розв’язання малих сферичних трикутників за теоремою Лежандра
У геодезичних вимірюваннях Землю часто ототожнюють із кулею з радіусом 
[image: image411.wmf]6370

R

»

км. У цьому випадку трикутники, що утворюються геодезичними пунктами на поверхні Землі, можна розглядати як сферичні трикутники. Сторони таких трикутників порядку 
[image: image412.wmf]4060

¸

 км і в порівнянні з радіусом Землі вони малі. Такі трикутники називають трикутниками малого вигину (малими сферичними трикутниками). Застосовувати загальні формули сферичної тригонометрії до розв’язання малих трикутників недоцільно за наступних причин. У геодезії оперують з лінійними величинам, а у сферичній тригонометрії обчислення проводять у кутовій мірі. При використанні загальних формул знадобиться оперувати з тригонометричними функціями малих кутів (
[image: image413.wmf]20

'

:

), що може призвести до великих обчислювальних похибок.
Ці незручності усуваються використанням для розв’язання малих сферичних трикутників теореми Лежандра: кути сферичного трикутника на 1/3 сферичного надлишку більші відповідних кутів плоского трикутника, що має сторони відповідно рівні сторонам сферичного трикутника.
Нехай сферичний трикутник 
[image: image414.wmf]ABC

 та плоский трикутник 
[image: image415.wmf]111

ABC

 мають одинакові по довжині сторони 
[image: image416.wmf]a

, 
[image: image417.wmf]b

 і 
[image: image418.wmf]c

. Тоді відповідні кути цих трикутників пов’язані між собою співвідношеннями
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(5.1)
де 
[image: image420.wmf]e

 − сферичний надлишок трикутника 
[image: image421.wmf]ABC

. Кутова величина 
[image: image422.wmf]e

 може бути визначена за однією із формул:
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Формули (5.2) одержані із співвідношення (1.19) з урахуванням наступних формул площі плоского трикутника 
[image: image424.wmf]111
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 EMBED Equation.3  [image: image429.wmf]R

 − радіус Земли; 
[image: image430.wmf]1
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 і 
[image: image431.wmf]1

С

 − кути плоского трикутника; 
[image: image432.wmf]a

, 
[image: image433.wmf]b

 та 
[image: image434.wmf]c

 − довжини сторін (величини 
[image: image435.wmf]R

, 
[image: image436.wmf]a

, 
[image: image437.wmf]b

 та 
[image: image438.wmf]c

 вимірюються у лінійних одиницях).
Зауваження 1. У наведених розрахунках зроблено припущення, що трикутники 
[image: image439.wmf]ABC

 і 
[image: image440.wmf]111
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 рівновеликі 
[image: image441.wmf]111

ABCABC

FF
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.
Значення теореми Лежандра полягає у тому, що вона дозволяє застосовувати при розв’язанні малих сферичних трикутників формули плоскої тригонометрії.
Для цього обчислюють сферичний надлишок за якою-небудь із формул (5.2) і переходять на основі співвідношень (5.1) від кутів сферичного трикутника 
[image: image442.wmf]ABC

 до кутів плоского трикутника 
[image: image443.wmf]111
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, що має ті ж довжини відповідних сторін, що і трикутник 
[image: image444.wmf]ABC

, після чого розв’язують плоский трикутник 
[image: image445.wmf]111

ABC

.
Зауваження 2. Теорема Лежандра наближена. У співвідношеннях (5.1) та (5.2) нехтують величинами четвертого та вищих порядків мализни, розуміючи під величинами першого порядку відношення довжини сторін трикутника до довжини радіуса сфери.

Приклади розв’язання типових задач.*

Різні задачі.

Приклад 1. Визначити довжину дуги 
[image: image446.wmf]l

 паралелі земної кулі (
[image: image447.wmf]6370
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 км) на широті 
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, якщо різниця довгот 
[image: image449.wmf]81211
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.
· Довжина дуги паралелі визначається за формулою:


[image: image450.wmf]r
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де 
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 − радіус малого кола, частиною якого є дуга 
[image: image452.wmf]l

;

[image: image453.wmf]Dl

 − різниця довгот (у радіанах) кінців дуги;
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Радіус малого кола (1.2):


[image: image456.wmf]rRcos
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де 
[image: image457.wmf]R

 − радіус сфери (у даному випадку – земної кулі);


[image: image458.wmf]j

 − широта паралелі.

Тоді: 
[image: image459.wmf]Rcos
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Обчислення:

Оскільки величина 
[image: image460.wmf]6370
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 має чотири значущі цифри, то інші величини для розрахунку візьмемо з п’ятьма значущими цифрами, а потім результат округлимо до чотирьох, тобто:
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Але величина 
[image: image462.wmf]R

 задана в км, отже:
Відповідь: 672 км.

[image: image1288.png]



*Усі розрахунки мають наближений характер, тому що перехід від величини кута, поданого у градусах, минутах та секундах, до величини кута, вираженого тільки у градусній мірі та визначення за даними кутами (або сторонами у кутовій мірі) тригонометричних функцій носять наближений характер. При усіх розрахунках користувались правилами підрахунку цифр. Результати обчислень приведені після знаків «=» замість «
[image: image463.wmf]»

» для зручності. Похибки усіх розрахунків становлять 
[image: image464.wmf]05
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:

 останньої значущої цифри результату.
Приклад 2. Довжина дуги 
[image: image465.wmf]AB

 паралелі земної кулі на широті 
[image: image466.wmf]423125

'''

j

=

o

 дорівнює 
[image: image467.wmf]672
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 км. Визначити довжину дуги екватора 
[image: image468.wmf]S

 між меридіанами, що проходять через точки 
[image: image469.wmf]A

 та 
[image: image470.wmf]B

.
· Довжина дуги екватора 
[image: image471.wmf]S

, що розташована між двома меридіанами, визначається за формулою:
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де 
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 − радіус земної кулі; 
[image: image474.wmf]Dl

 − різниця довгот (у радіанах).

Різниця довгот:
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де 
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 − довжина дуги паралелі; 
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 − широта паралелі.
Тоді:
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Обчислення:
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Відповідь: 
[image: image482.wmf]912

 км
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Приклад 3. Визначити радіус сфери 
[image: image483.wmf]R

, якщо площа сферичного трикутника 
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· Площа сферичного трикутника визначається за формулою (1.19):
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де 
[image: image489.wmf]R

 − радіус сфери (в кілометрах); 
[image: image490.wmf]e

 − сферичний надлишок (у радіанах).

Обчислення:
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Відповідь: 
[image: image494.wmf]713

 км.
Приклад 4.
Визначити найкоротшу відстань (ортодромію) між двома точками 
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), що лежать у північній частині земної кулі (
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км). Знайти азимут 
[image: image502.wmf]21

m

 точки 
[image: image503.wmf]2
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 по відношенню до точки 
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.
· Розглянемо сферичний трикутник 
[image: image505.wmf]12
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 (рис. 14).
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 − полюс; 
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 − екватор; 
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 та 
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 − меридіани, що проходять через точки 
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 та 
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 − дуга великого кола, що проходить через точки 
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 та 
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. Дуга 
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 визначає найкоротшу відстань між точками 
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У цьому трикутнику кути:
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Різниця довгот:
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Для визначення ортодромії 
[image: image525.wmf]12

MM

скористуємось формулою косинуса сторони сферичного трикутника (2.2.):
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У даному випадку формула набуває вигляду:
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Обчислення:


[image: image530.wmf]100000

,

6

o

=

l

D

 ;  
[image: image531.wmf]9943379

,

0

=

l

D

cos

 ; 


[image: image532.wmf]183333

,

52

1

o

=

j

;  
[image: image533.wmf]789977

,

0

1

=

j

 

sin

;  
[image: image534.wmf]613137

,

0

1

=

j

cos

; 


[image: image535.wmf]283333

,

58

2

o

=

j

;  
[image: image536.wmf]850658

,

0

2

=

j

 

sin

;  
[image: image537.wmf]525719

,

0

cos

2

=

j

; 


[image: image538.wmf]12

cos MM0,992513

=

,  
[image: image539.wmf]12

MM7,015608

=

o

; 


[image: image540.wmf]12

MM0,122445

=

 (рад); 


[image: image541.wmf]12

MMR0,12244563700,122445780

=×=×=

 (км). 
Обчислення азимуту 
[image: image542.wmf]21
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 проведемо двома способами.
1) Азимут 
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 − сферичний кут трикутника 
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. Знайдемо 
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 із розв’язання косокутного сферичного трикутника за двома сторонами та кутом між ними. Для цього скористуємось першою та другою аналогіями Непера (4.17) для косокутного трикутника, у якого дані дві сторони та кут між ними:
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У даному випадку аналогії набувають вигляд:
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Тоді:
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Для контролю обчислень використаємо формулу Гауса (4.19):
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Яка у даному випадку набуває вигляду:
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Обчислення
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Проведемо контроль:
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Контроль зійшовся.

Відповідь: 
[image: image574.wmf]12
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У загальному випадку для обчислення азимуту точки 
[image: image576.wmf]2

M

 по відношенню до точки 
[image: image577.wmf]1

M

, які задані своїми координатами, необхідно розв’язати косокутний трикутник за двома сторонами та кутом між ними.

2) У даному випадку знайти азимут 
[image: image578.wmf]21
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 можна за формулою:
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[image: image582.wmf]12
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 (знайдено у першій частині) 
[image: image583.wmf]1221
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Обчислення:
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Зауважимо, що розв’язання будь-якої задачі необхідно виконувати безпосередньо за вихідними даними задачі (якщо це можливо) і уникати використання величин, значення яких визначається в процесі розв’язання.
У даному випадку відносна похибка між знайденими величинами азимуту становить 
[image: image586.wmf]0024

,

:

% , але другий спосіб набагато коротший та простіший.
Розв’язання прямокутних сферичних трикутників
	Приклад 5а. Дано гіпотенузу 
[image: image587.wmf]800025
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 і катет 
[image: image588.wmf]473836
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. Знайти: 1) катет 
[image: image589.wmf]c

, кути 
[image: image590.wmf]B

 і 
[image: image591.wmf]C

; 2) 
[image: image592.wmf]e

, 
[image: image593.wmf]P

, 
[image: image594.wmf]m

r

 і 
[image: image595.wmf]m

R

; 3) 
[image: image596.wmf]F

 сферичного трикутника в км2, якщо 
[image: image597.wmf]6370
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1) Зважаючи на правила Непера (3.3
[image: image598.wmf]'

) і (3.3
[image: image599.wmf]''

) для визначення 
[image: image600.wmf]c

 маємо:
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[image: image602.wmf]cosacosbcosc
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Для визначення кута 
[image: image603.wmf]B

 маємо:

[image: image604.wmf](
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Для визначення кута 
[image: image605.wmf]C

 маємо:


[image: image606.wmf](
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Звідси невідомі елементи можна визначити за наступними формулами:
1. 
[image: image607.wmf]cosa

cosc

cosb
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;      2. 
[image: image608.wmf]sinb

sinB

sina
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;      3. 
[image: image609.wmf]tgb

cosC

tga
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Для катета 
[image: image610.wmf]c

 із формули (1) одержимо один розв’язок. Для кута 
[image: image611.wmf]B

 із формули (2) одержимо два значення: 
[image: image612.wmf]90
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 і 
[image: image613.wmf]90
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. Із двох розв’язків згідно (3.2) виберемо таке значення кута 
[image: image614.wmf]B

, щоб кут 
[image: image615.wmf]B

 та сторона 
[image: image616.wmf]b

 були однорідні, тобто 
[image: image617.wmf]90
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. Для кута 
[image: image618.wmf]C

 за формулою (3) одержимо одне значення.
Для того, щоб трикутник був можливий, необхідно, щоб 
[image: image619.wmf]cosc

, 
[image: image620.wmf]sinB

 і 
[image: image621.wmf]cosC

 у формулах (1) − (3) були менші одиниці. Для цього необхідно і достатньо, щоб гіпотенуза знаходилась по величині між катетом та доповненням його до 
[image: image622.wmf]180

o

.
Дійсно, із 
[image: image623.wmf]sinb
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 бачимо, що умова 
[image: image624.wmf]1
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 приводить до умови − 
[image: image625.wmf]sinbsina
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, а також до умови 
[image: image626.wmf](
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; обидві частини нерівності числа додатні, тому, що 
[image: image627.wmf]b

 і 
[image: image628.wmf]a

 менші за 
[image: image629.wmf]180
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. Для того щоб ці нерівності існували, необхідно, щоб виконувались нерівності: при 
[image: image630.wmf]90
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[image: image631.wmf]18090
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, а при 
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[image: image633.wmf]180

bab

>>-

o

.
При цих же умовах 
[image: image634.wmf]cosc

 і 
[image: image635.wmf]cosC

 завжди будуть менші за одиницю.

Формулою для контролю обчислень має бути формула, що пов’язує усі три обчислені елементи 
[image: image636.wmf]c

, 
[image: image637.wmf]B

 та  
[image: image638.wmf]C

. Такою є третя формула першої групи формул (3.3
[image: image639.wmf]'
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[image: image641.wmf]cosCsinBcosc
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Розв’язання:
Дано: 
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомих:
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Згідно зі сказаним вище вибираємо кут 
[image: image654.wmf]1
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Контроль обчислень:
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Відповідь:
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2) Знаходимо 
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Відповідь:
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3) Знаходимо площу 
[image: image695.wmf]F

 сферичного трикутника в км2.
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	Приклад 5 б. Дано катети 
[image: image699.wmf]1505240
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 і 
[image: image700.wmf]1141554
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 прямокутного сферичного трикутника 
[image: image701.wmf]ABC

. Знайти: 
[image: image702.wmf]a
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[image: image703.wmf]B

, 
[image: image704.wmf]C

.


За правилами Непера (3.3
[image: image705.wmf]'

) та (3.3
[image: image706.wmf]''

) одержуємо формули для розв’язання  трикутника:
для визначення 
[image: image707.wmf]a
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[image: image709.wmf]B
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для визначення 
[image: image711.wmf]C
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Звідси: 
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[image: image715.wmf]=
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Шукані величини визначаються по косинусу і тангенсам. Отже, задача завжди має один і при тому єдиний розв’язок.
Для контролю обчислень візьмемо формулу:

[image: image716.wmf]cosactgBctgC
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Розв’язання:

Дано: 
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомих:
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Контроль обчислень:
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Контроль зійшовся

Відповідь:
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	Приклад 5 в.   Дано   гіпотенузу   
[image: image735.wmf]1104620
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  та 
прилеглий до неї кут 
[image: image736.wmf]1535828
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 прямокутного сферичного трикутника 
[image: image737.wmf]ABC

. Знайти: 
[image: image738.wmf]b

, 
[image: image739.wmf]c

, 
[image: image740.wmf]B

.


На основі правил Непера (3.3
[image: image741.wmf]'

) та (3.3
[image: image742.wmf]''

) запишемо формули:
для визначення 
[image: image743.wmf]b
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для визначення 
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для визначення 
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: 
[image: image750.wmf]cosactgBctgC
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Для розв’язання трикутника маємо три формули:
1) 
[image: image751.wmf]tgbtgacosC
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; 2) 
[image: image752.wmf]sincsinasinC
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; 3) 
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Для контролю обчислень візьмемо формулу:
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[image: image755.wmf]sincctgBtgb
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Формула (2) визначає 
[image: image756.wmf]c

 по синусу. Величину для 
[image: image757.wmf]c

 із двох її значень вибирають таку, щоб вона була в одній чверті з кутом 
[image: image758.wmf]C

. Формули (1) і (3) визначають 
[image: image759.wmf]b

 і 
[image: image760.wmf]D

 за тангенсами і дають для них по одному значенню. Ці два елементи завжди знаходяться в одній чверті. Отже, трикутник завжди можливий і має єдиний розв’язок.
Розв’язок:
Дано:
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомих:
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В одній чверті з кутом 
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 буде 
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, отже за розв’язок беремо 
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Контроль обчислень:
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Контроль зійшовся.

Відповідь: 
[image: image780.wmf]670653
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	Приклад 5 г. Дано катет 
[image: image783.wmf]375209
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 та прилеглий до нього кут 
[image: image784.wmf]453435
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. Знайти: 
[image: image785.wmf]a

, 
[image: image786.wmf]c

, 
[image: image787.wmf]B

.


За правилами Непера (3.3
[image: image788.wmf]'

) і (3.3
[image: image789.wmf]''

) маємо такі співвідношення:
для визначення 
[image: image790.wmf]a

:

[image: image791.wmf](

)

90

cosCctgbctga

=-

o

,





[image: image792.wmf]=

cosCtgbctga

;
для визначення 
[image: image793.wmf]c

:

[image: image794.wmf](

)

(

)

9090

cosbctgcctgC

-=-

oo

,





[image: image795.wmf]sinbtgcctgC

=

;

для визначення 
[image: image796.wmf]B

:

[image: image797.wmf](

)

90

cosBsinbsinC

=-

o

,





[image: image798.wmf]cosBcosbsinC

=×

.

Звідси одержимо для визначення невідомих елементів наступні три формули:
(1)

[image: image799.wmf]tgb

tga

cosC

=

,
(2)

[image: image800.wmf]tgcsinbtgC

=×

,

(3)

[image: image801.wmf]cosBcosbsinC

=×

.

Елементи 
[image: image802.wmf]a

 і 
[image: image803.wmf]c

 визначаються за тангенсами і мають по одному значенню. Кут 
[image: image804.wmf]B

 визначається за косинусом і теж має одне значення. Що стосується знаку косинуса 
[image: image805.wmf]B

, то 
[image: image806.wmf]cosB

 має той же знак, що і косинус 
[image: image807.wmf]b

. Отже трикутник завжди можливий і задача має єдиний розв’язок.
Для контролю обчислень візьмемо формулу:


[image: image808.wmf]tgc

cosBctgatgc

tga

=×=


Розв’язання:

Дано:    
[image: image809.wmf]375209378691666

b''',

==

oo





[image: image810.wmf]453435455763888

C''',

==

oo


Проміжні обчислення

	
[image: image811.wmf]06138605

sinb,

=


	
[image: image812.wmf]07141843

sinC,

=



	
[image: image813.wmf]07894145

cosb,

=


	
[image: image814.wmf]06999577

cosC,

=



	
[image: image815.wmf]07776148

tgb,

=


	
[image: image816.wmf]10203249

tgC,

=




Обчислення невідомих


[image: image817.wmf]07776148

11109454

06999577

,

tga,

,

==



[image: image818.wmf]480085387480031

a,'''

==

oo



[image: image819.wmf]061386051020324906263372

tgc,,,

=×=



[image: image820.wmf]320604428320338

c,'''

==

oo



[image: image821.wmf]078941450714184305637874

cosB,,,

=×=



[image: image822.wmf]556818686554055

B,'''

==

oo


Контроль обчислень:


[image: image823.wmf]06263372

0563787405637875

11109454

,

,,

,

==


Контроль зійшовся.
Відповідь:

[image: image824.wmf]480031

a'''

=

o

,





[image: image825.wmf]320338

C'''

=

o

,





[image: image826.wmf]554055

B'''

=

o

.

	Приклад 5 д. Дано кути: 
[image: image827.wmf]801032

B'''

=

o

; 
[image: image828.wmf]1545828

C'''

=

o

. Знайти: 
[image: image829.wmf]b

, 
[image: image830.wmf]c

, 
[image: image831.wmf]a

.


Користуючись правилами Непера (3.3
[image: image832.wmf]'

) і (3.3
[image: image833.wmf]''

) маємо:
для визначення 
[image: image834.wmf]b

: 
[image: image835.wmf](

)

90

=-

o

cosBsinbsinC


для визначення
[image: image836.wmf]c

: 
[image: image837.wmf](

)

90

cosCsincsinB

=-

o


для визначення 
[image: image838.wmf]a

: 
[image: image839.wmf]cosactgBctgC

=


Звідси одержуємо для розв’язання трикутника наступні формули:


[image: image840.wmf]=×

cosactgBctgC



[image: image841.wmf]=

cosB

cosb

sinC



[image: image842.wmf]cosC

cosc

sinB

=


Для контролю обчислень візьмемо сферичну формулу Піфагора:

[image: image843.wmf]cosacosbcosc

=


Розв’язок матиме одне значення, тому що усі елементи трикутника визначаються за косинусами.
Трикутник можливий тільки тоді, коли сума даних кутів знаходиться між 
[image: image844.wmf]90

o

 і 
[image: image845.wmf]270

o

, а різниця їх між 
[image: image846.wmf]90

-

o

 і 
[image: image847.wmf]90

o

.

Насправді: уявимо для даного сферичного прямокутного трикутника полярний, у нього будуть сторони: 
[image: image848.wmf]90

o

, 
[image: image849.wmf]180

o

 − 
[image: image850.wmf]B

 і 
[image: image851.wmf]180

o

 − 
[image: image852.wmf]C

.
Зважаючи на те, що сума сторін сферичного трикутника повинна бути менша за 
[image: image853.wmf]360

o

, а кожна із них менша за суму двох інших, маємо чотири наступні нерівності:
1) 
[image: image854.wmf](

)

450360

BC

-+<

oo

,

[image: image855.wmf]90

BC

<+

o


2) 
[image: image856.wmf](

)

90360

BC

<-+

oo

,

[image: image857.wmf]270

BC

>+

o


3) 
[image: image858.wmf]180270

BC

-<-

oo

,

[image: image859.wmf]90

BC

-<-

o


4) 
[image: image860.wmf]180270

CB

-<-

oo

;

[image: image861.wmf]90

BC

>-

o


Об’єднавши першу нерівність з другою, а третю з четвертою, одержимо:


[image: image862.wmf]90270

BC

<+<

oo

; 

[image: image863.wmf]9090

BC

--<

oo


Розв’язання:

Дано: 
[image: image864.wmf]801032801755556

B''',

==

oo





[image: image865.wmf]15458281549744444

C''',

==

oo


Проміжні обчислення:

	
[image: image866.wmf]09853352

sinB,

=


	
[image: image867.wmf]04230225

sinC,

=



	
[image: image868.wmf]01706299

cosB,

=


	
[image: image869.wmf]09061192

cosC,

=-



	
[image: image870.wmf]57746926

tgB,

=


	
[image: image871.wmf]04668508

tgC,

=-




Обчислення невідомих:


[image: image872.wmf]1

03709309

5774692604668508

cosa,

,,

-

==-

×

, 
[image: image873.wmf]11177304021114623

a,'''

==

oo



[image: image874.wmf]01706299

040335894

04230225

,

cosb,

,

==

;


[image: image875.wmf]662116955661242

b,'''

==

oo



[image: image876.wmf]09061192

09196050

09853352

,

cosc,

,

=-=-

;


[image: image877.wmf]15686840861565206

c,'''

==

oo


Контроль обчислень:


[image: image878.wmf](

)

037093090403358940919605003709490

,,,,

-=×-=-


Контроль хороший.

Відповідь:

[image: image879.wmf]1114623

a'''

=

o



[image: image880.wmf]661242

b'''

=

o



[image: image881.wmf]1565206

c'''

=

o


	Приклад 5 е. Дано катет 
[image: image882.wmf]382750

b'''

=

o

 і протилежний йому кут 
[image: image883.wmf]560034

B'''

=

o

. Знайти: 
[image: image884.wmf]a

, 
[image: image885.wmf]c

, 
[image: image886.wmf]C

.


За правилами Непера одержуємо:

для визначення 
[image: image887.wmf]a

:

[image: image888.wmf](

)

90

cosbsinBsina

-=

o

,


[image: image889.wmf]sinbsinBsina

=

;

для визначення 
[image: image890.wmf]c

:

[image: image891.wmf](

)

(

)

9090

coscctgBctgb

-=-

oo

,


[image: image892.wmf]sincctgBtgb

=

;

для визначення 
[image: image893.wmf]C

:

[image: image894.wmf](

)

90

cosBsinbsinC

=-

o







[image: image895.wmf]cosBcosbsinC

=

.

Звідси невідомі елементи визначаються наступними формулами:

[image: image896.wmf]sinb

sina

sinB

=

; 
[image: image897.wmf]tgb

sinc

tgB

=

; 
[image: image898.wmf]cosB

sinC

cosb

=


Для контролю обчислень візьмемо формулу з (3.3
[image: image899.wmf]'

):

[image: image900.wmf](

)

90

coscsinasinC

-=

o



[image: image901.wmf]=

sincsinasinC


Для існування трикутника необхідно, щоб 
[image: image902.wmf]sina

, 
[image: image903.wmf]sinc

 і 
[image: image904.wmf]sinC

 були додатні та менше одиниці. Для цього необхідно, щоб 
[image: image905.wmf]b

 та 
[image: image906.wmf]B

 обидва були або більші за 
[image: image907.wmf]90

o

, або обидва були менші за 
[image: image908.wmf]90

o

. Для виконання нерівності 
[image: image909.wmf]1

sina

<

, потрібно, щоб 
[image: image910.wmf]sinb

 був менше за 
[image: image911.wmf]sinB

, або, виходячи з того, що 
[image: image912.wmf]b

 та 
[image: image913.wmf]B

 повинні знаходитись в одній чверті, то при 
[image: image914.wmf]90

b

<

o

 повинно бути 
[image: image915.wmf]90

bB

<<

o

, а при 
[image: image916.wmf]90

b

>

o

 повинно бути 
[image: image917.wmf]90

Bb

<<

o

.
Якщо задача можлива, то одержимо два розв’язки, тобто одержимо два сферичних трикутники. Сторони 
[image: image918.wmf]1

a

, 
[image: image919.wmf]1

c

 і кут 
[image: image920.wmf]1

C

 першого трикутника будуть доповненнями відповідних сторін другого трикутника 
[image: image921.wmf]2

a

, 
[image: image922.wmf]2

c

 і кута 
[image: image923.wmf]2

C

 до 
[image: image924.wmf]180

o

. Ці трикутники будуть мати спільний катет 
[image: image925.wmf]b

, а протилежні цьому катету кути обидва будуть рівні 
[image: image926.wmf]B

.
Розв’язання:

Дано:

[image: image927.wmf]382750384638889

b''',

==

oo





[image: image928.wmf]560034560094444

B''',

==

oo


Проміжні обчислення:

	
[image: image929.wmf]06220213

sinb,

=


	
[image: image930.wmf]08291297

sinB,

=



	
[image: image931.wmf]07830003

cosb,

=


	
[image: image932.wmf]05590562

cosB,

=



	
[image: image933.wmf]07944074

tgb,

=


	
[image: image934.wmf]14830882

tgB,

=




Обчислення невідомих:

[image: image935.wmf]06220213

07502099

08291297

,

sina,

,

==



[image: image936.wmf]1

486085624483631

a,'''

==

oo



[image: image937.wmf]2

13139143761312329

a,'''

==

oo



[image: image938.wmf]07944074

05356441

14830882

,

sinc,

,

==



[image: image939.wmf]1

323876012322315

c,'''

==

oo



[image: image940.wmf]2

14761239881473645

c,'''

==

oo



[image: image941.wmf]05590562

07139923

07830003

==

,

sinC,

,



[image: image942.wmf]1

455606768453338

C,'''

==

oo



[image: image943.wmf]2

13443932321342622

C,'''

==

oo


Контроль обчислень:


[image: image944.wmf]0535644107502099078992305356441

,,,,

=×=


Контроль зійшовся.

	Відповідь 1:
	Відповідь 2:

	
[image: image945.wmf]1

483631

a'''

=

o


	
[image: image946.wmf]2

1312329

a'''

=

o



	
[image: image947.wmf]1

322315

c'''

=

o


	
[image: image948.wmf]2

1473645

c'''

=

o



	
[image: image949.wmf]1

453338

C'''

=

o


	
[image: image950.wmf]2

1342622

C'''

=

o

.


Розв’язання косокутних сферичних трикутників

	Приклад 6 а.  Розв’язання сферичного трикутника за трьома сторонами. Дано: 
[image: image951.wmf]603142

a'''

=

o

; 
[image: image952.wmf]1172819

b'''

=

o

; 
[image: image953.wmf]784223

c'''

=

o

. Знайти: 1) 
[image: image954.wmf]A

, 
[image: image955.wmf]B

, 
[image: image956.wmf]C

; 2) 
[image: image957.wmf]e

, 
[image: image958.wmf]1

m

r

, 
[image: image959.wmf]m

R

; 3) 
[image: image960.wmf]F

, якщо 
[image: image961.wmf]6370

R

=

 км.


1) Обчислення виконаємо за формулами (4.5)

[image: image962.wmf](

)

2

AM

tg

sinpa

=

-

; 
[image: image963.wmf](

)

2

BM

tg

sinpb

=

-

; 
[image: image964.wmf](

)

2

CM

tg

sinpc

=

-

,

де 
[image: image965.wmf](

)

(

)

(

)

sinpasinpbsinpc

M

sinp

---

=


Для контролю обчислення скористуємось формулою (4.6):


[image: image966.wmf]222

ABCM

tgtgtg

sinp

×=


Для можливості задачі необхідно, щоб синуси, що входять під радикал, були додатні. Для цього необхідно, щоб виконувались нерівності: 
[image: image967.wmf]180

p

<

o

; 
[image: image968.wmf]0

pa

->

o

; 
[image: image969.wmf]0

pb

->

o

; 
[image: image970.wmf]0

pc

->

, або 
[image: image971.wmf]360

abc

++<

o

, 
[image: image972.wmf]cba

+>

; 
[image: image973.wmf]acb

+>

, 
[image: image974.wmf]abc

+>

. Всі нерівності є загальними для існування кожного сферичного трикутника.

Задача допускає один повністю визначений розв’язок, тому, що невідомі елементи визначаються за тангенсами аргументів 
[image: image975.wmf]2

A

, 
[image: image976.wmf]2

B

 та 
[image: image977.wmf]2

C

, менших за 
[image: image978.wmf]90

o

.
Розв’язання:

Дано: 

[image: image979.wmf]603142605283333

a''',

==

oo





[image: image980.wmf]11728191174719444

b''',

==

oo





[image: image981.wmf]784223787063889

c''',

==

oo


Розглянувши дані величини, приходимо до висновку, що завдання відповідає умовам існування сферичного трикутника, а тому розв’язок задачі можливий.
Проміжні обчислення:


[image: image982.wmf]22567066667

p,

=

o



[image: image983.wmf]1283533333

p,

=

o

; 
[image: image984.wmf]07841991

sinp,

=



[image: image985.wmf]67825

pa,

-=

o

; 
[image: image986.wmf](

)

09260354

sinpa,

-=



[image: image987.wmf]108813889

pb,

-=

o

; 
[image: image988.wmf](

)

01887765

sinpb,

-=



[image: image989.wmf]496469444

pc,

-=

o

; 
[image: image990.wmf](

)

07620691

sinpc,

-=



[image: image991.wmf]092603540188776507620691

04121656

07841991

××

==

,,,

M,

,


Обчислення невідомих:


[image: image992.wmf]04121656

04450862

209260354

A,

tg,

,

==



[image: image993.wmf]239931876

2

A

,

=

o

; 
[image: image994.wmf]479863752475911

A,'''

==

oo



[image: image995.wmf]04121656

21833523

201887765

B,

tg,

,

==



[image: image996.wmf]653916854

2

B

,

=

o

; 
[image: image997.wmf]13078337071304700

B,'''

==

oo



[image: image998.wmf]04121656

05408507

207620691

C,

tg,

,

==



[image: image999.wmf]284067698

2

C

,

=

o

; 
[image: image1000.wmf]568135397564849

C,,'''

==

oo


Контроль обчислень:


[image: image1001.wmf]04121656

044508622183352305408507

07841991

,

,,,

,

××=



[image: image1002.wmf]0525587905255879

,,

=


Контроль зійшовся.

Відповідь: 
[image: image1003.wmf]475911

A'''

=

o

; 
[image: image1004.wmf]1304700

B'

=

o

; 
[image: image1005.wmf]564849

C'''

=

o

.
2) Ексцес знайдемо за формулою Люільє (4.22):

[image: image1006.wmf]42222

ppapbpc

tgtgtgtgtg

e

---

=



[image: image1007.wmf]641766666

2

p

,

=

o

; 
[image: image1008.wmf]20664513

2

p

tg,

=



[image: image1009.wmf]339125000

2

pa

,

-

=

o

;
 
[image: image1010.wmf]06722888

2

pa

tg,

-

=



[image: image1011.wmf]54406946

2

pb

,

-

=

o

; 
[image: image1012.wmf]00952444

2

pb

tg,

-

=



[image: image1013.wmf]248234722

2

pc

,

-

=

o

; 
[image: image1014.wmf]04625621

2

pc

tg,

-

=



[image: image1015.wmf]20664513067228880095244404625621

4

02473975

=×××=

=

tg,,,,

,

e



[image: image1016.wmf]138958157

4

,

e

=

o

; 
[image: image1017.wmf]555832629553459

,'''

e

==

oo


Радіус вписаного кола 
[image: image1018.wmf]m

r

 знайдемо за формулою:


[image: image1019.wmf]04121656

m

tgrM,

==

;


[image: image1020.wmf]223997719222359

m

r,'''

==

oo


Радіус описаного кола 
[image: image1021.wmf]m
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 знайдемо за формулою (4.14):
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Відповідь:
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3) Знайдемо площу трикутника.
Площа сферичного трикутника визначається за формулою (1.19):
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	Приклад 6 б.  Розв’язання сферичного трикутника за трьома його кутами. Дано: 
[image: image1038.wmf]475912
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. Знайти: 
[image: image1041.wmf]a

, 
[image: image1042.wmf]b

, 
[image: image1043.wmf]c

.


Обчислення виконаємо за формулами (4.13):
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Контроль обчислень проведемо за формулою (4.14):


[image: image1048.wmf]2222
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При розв’язанні задачі одержимо один визначений розв’язок.

Задача можлива, тому, що дані відповідають умовам три і чотири розділу 1.5.
Розв’язання:
Дано: 
[image: image1049.wmf]475912479866667
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомих:
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Контроль обчислень:
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Контроль хороший

Відповідь:

[image: image1073.wmf]603141
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	Приклад 6. в. Розв’язання сферичного трикутника за двома сторонами та кутом між ними. Дано: 
[image: image1076.wmf]402836
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. Знайти: 
[image: image1079.wmf]A

, 
[image: image1080.wmf]B

, 
[image: image1081.wmf]c
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Для обчислення кутів 
[image: image1082.wmf]A

 і 
[image: image1083.wmf]B

 скористуємось аналогіями Непера (4.17):
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а для обчислення сторони 
[image: image1085.wmf]c

 скористуємось третьою формулою із (2.3):


[image: image1086.wmf]=+
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Контроль за обчисленням виконаємо за третьою формулою із (2.4):

[image: image1087.wmf]cosCcosAcosBsinAsinBcosc
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Аналіз вихідних даних задачі показує, що завдання відповідає умовам існування сферичного трикутника. Використані для обчислення невідомих формули дають єдину визначену відповідь.
Розв’язання:

Дано: 
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомих:
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Контроль обчислень:
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Контроль хороший

Відповідь:
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	Приклад 6 г. Розв’язання сферичного трикутника за двома кутами та стороною між ними. Дано: 
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. Знайти: 
[image: image1128.wmf]a
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[image: image1129.wmf]b
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[image: image1130.wmf]C

.


Для безпосереднього розв’язання задачі візьмемо такі формули із аналогій Непера (4.18):
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Розв’язання:

Дано:
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомих:
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Контроль обчислень при визначенні сторін 
[image: image1152.wmf]a

 і 
[image: image1153.wmf]b

 виконаємо за формулою Гауса (4.19):

[image: image1154.wmf]22

22

abAB

tgtg

abAB

tgtg

++

=

--



[image: image1155.wmf]0757474325285049

0046825701563077

,,

,,

=

--



[image: image1156.wmf]161764651161764575

,,

-=-


Контроль хороший

Для визначення кута 
[image: image1157.wmf]C

 візьмемо аналогії Непера (4.17)
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Проміжні обчислення:
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Обчислення невідомого:
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Контролем точності при обчисленні кута 
[image: image1170.wmf]C

 є обчислення його за двома формулами. Одержані результати співпадають.
При розв’язанні цієї задачі одержуємо дійсні та вповні визначені значення шуканих елементів за умови, що величини кожного із даних елементів розташовані між 
[image: image1171.wmf]0
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 та 
[image: image1172.wmf]180
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. Задача завжди можлива та має єдиний розв’язок.

Відповідь:
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	Приклад 6 д. Розв’язання сферичного трикутника за двома сторонами та кутом, що лежить проти одної із них. Дано: 
[image: image1176.wmf]574113
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. Знайти: 
[image: image1179.wmf]B,C

 та 
[image: image1180.wmf]c

.


Кут 
[image: image1181.wmf]B

 визначимо за формулою синусів (25):
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Кут 
[image: image1183.wmf]C

 та сторону 
[image: image1184.wmf]c

 визначимо за формулами, що випливають із аналогій Непера (4.17) і (4.18):
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Контролем обчислення величин 
[image: image1189.wmf]C

 та 
[image: image1190.wmf]c

 є їх обчислення два рази за двома різними формулами. Обчислення кута 
[image: image1191.wmf]B

 перевіримо за формулою Гауса (4.19):
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При обчисленні кута 
[image: image1193.wmf]B

 за формулою синусів можливі три випадки: а) 
[image: image1194.wmf]1
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, у цьому випадку задача не можлива; б) 
[image: image1195.wmf]1
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, у цьому випадку кут 
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 і задача має єдиний розв’язок; в) 
[image: image1197.wmf]1
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, у цьому випадку кут 
[image: image1198.wmf]B

 матиме два значення: перше менше за 
[image: image1199.wmf]90
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, а друге більше за 
[image: image1200.wmf]90

o

. Задача матиме два розв’язки.
Із умови, що в трикутнику проти більшої сторони лежить більший кут і навпаки випливає, що шуканий кут повинен задовольняти умові, щоб різниці 
[image: image1201.wmf]AB
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 і 
[image: image1202.wmf]ab
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 мали одні і ті ж знаки. Якщо ця умова не виконана, то сферичний трикутник не можливий. Якщо ж ця умова виконана одним або двома одержаними значеннями кута 
[image: image1203.wmf]B

, то дістанемо один або два розв’язки трикутника. Справді, кожному визначеному значенню кута 
[image: image1204.wmf]B

, що задовольняє попередній умові, за формулами Непера для кута 
[image: image1205.wmf]C

 і сторони 
[image: image1206.wmf]c

 одержимо єдине вповні визначене значення.

Із того, що різниці 
[image: image1207.wmf]AB
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 і 
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 мають одинакові знаки та існує, окрім цього, співвідношення: якщо 
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Узгодженість хороша.
Рис. 14 
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