6. ГРАФИ


Графічне подання рішення різних прикладних задач нам добре відомо. До графічних подань у широкому змісті можуть бути віднесені малюнки, креслення, графіки, діаграми, блок-схеми і т.п. З їхньою допомогою наочно ілюструються залежності процесів і явищ, логічні, структурні, причинно-наслідкові і інші взаємозв'язки. Однак теорія графів має свою власну проблематику. У дискретній математиці граф є найважливішим математичним поняттям. На основі теорії графів будуються моделі різноманітних задач, таких як маршрутизації, розподілу ресурсів, дискретної оптимізації, сіткового планування і керування, аналізу і проектування організаційних структур, аналізу процесу їх функціонування і багато іншого.

6.1. Основні визначення


Визначення 6.1. Графом 
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 називається сукупність двох множин 
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 точок і 
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 ліній, між якими визначене відношення інцидентності, причому, кожен елемент 
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. Елементи множини 
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 називаються вершинами, а елементи множини 
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 ‑ ребрами графа. Вершини і ребра графа називаються його елементами, тому найчастіше пишуть 
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Визначення 6.2. Якщо ребро 
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 з'єднує вершини 
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, тоді вони є для нього кінцевими точками і називаються суміжними вершинами. Два ребра називаються суміжними, якщо вони інцидентні до загальної вершини.


Необхідно відзначити, що при зображенні графа не всі деталі малюнка мають значення. Так, наприклад, несуттєвою є довжина і кривизна ребер, взаємне розташування вершин на площині. Принциповим є тільки відношення інцидентності.


Приклад 6.1. Моделі, зображені на рис. 6.1 а, б, в,  з погляду теорії графів однакові.
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Рис. 6.1.


У деяких задачах інцидентні ребру вершини нерівноправні, а розглядаються в певному порядку. Тоді кожному ребру можна приписати напрямок від першої інцидентної вершини до другої.


Визначення 6.3. Напрямлені ребра називають орієнтованими ребрами або дугами, перша по черзі вершина називається початком дуги, а друга – її кінцем. Граф, що містить напрямлені ребра, називається орієнтованим графом або орграфом (рис. 6.2, а), а граф, що не містить напрямлених ребер – неорієнтованим або н-графом (рис. 6.2, б). 
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Рис. 6.2.


Визначення 6.4. Ребро, що з'єднує деяку вершину саму із собою, називається петлею (рис. 6.3,а).


Визначення 6.5. Ребра, інцидентні до однієї і тієї ж вершини, називаються кратними (рис. 6.3,б). Граф, що містить кратні ребра, називається мультиграфом, а граф, що містить кратні ребра і петлі – псевдографом.


Визначення 6.6. Граф називається кінцевим, якщо множина його вершин і ребер звичайна. 


Множина ребер графа може бути порожньою (рис. 6.3,в). Такий граф називається порожній або пустий.
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Рис. 6.3.


Визначення 6.7. Граф без петель і кратних ребер називається повним, якщо кожна пара його вершин з'єднана ребром. Повний граф з 
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 вершинами позначається 
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Приклад 6.2. На рис. 6.4 зображені повні графи 
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 відповідно:
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Рис. 6.4.

Визначення 6.8. Доповненням графа 
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 називається граф 
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, що має ті ж вершини, що і граф 
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 і тільки ті ребра, які необхідно додати до графа 
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, щоб він став повним.

Приклад 6.3. Доповненням графа 
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, зображеного на рис. 6.5,а є граф 
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, зображений на рис. 6.5,б. Для порівняння, повний граф зображений на рис. 6.5,в.
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Рис. 6.5.


Визначення 6.9. Степенем вершини 
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 називається кількість ребер, інцидентних цій вершині. Вершина степеня 0 називається ізольованою. У графі з петлями петля дає внесок в 2 одиниці у степінь вершини.


Теорема 6.1. Сума степеней вершин графа завжди парна: 
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 ‑ кількість ребер графа.


Доведення: Тому що кожне ребро графа має два кінці, степінь кожного кінця збільшується на 1 за рахунок одного ребра. Тобто у суму степеней всіх вершин кожне ребро вносить 2 одиниці. Отже, сума ступеней вершин повинна у два рази перевищувати число ребер, тобто бути парною.


Теорема 6.2. У будь-якому графі кількість вершин непарного степеня парна.


Доведення: Доведемо від оберненого. Припустимо, є непарне число вершин непарного степеня. Сума вершин парного степеня - парна. Сума степенів всіх вершин графа є сума вершин непарного і парного степенів. Така сума завжди є число непарне. Тобто сума степенів всіх вершин графа буде непарною. Це суперечить умові теореми 6.1. Прийшли до протиріччя. Отже, кількість вершин непарного степеня в будь-якому графі парна.


Справедливість теорем 6.1 і 6.2 можна проілюструвати на наступному прикладі.

Приклад 6.4. Визначити степені вершин графа, зображеного на рис. 6.6.
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Рис. 6.6.

Рішення: 
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. У розглянутому графі дев’ять ребер, а вершин непарного степеня дві: 
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Визначення 6.10. Для орієнтованого графа визначаються дві степені вершин: 
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 ‑ кількість ребер, що входять у вершину 
[image: image58.wmf]v

. Петля дає внесок по одиниці в обидві степені.


В орграфі суми степенів всіх вершин 
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 рівні між собою і дорівнюють кількості ребер 
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Приклад 6.5. Визначити степені вершин орграфа, зображеного на рис. 6.7.
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Рис. 6.7.


Рішення:
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Визначення 6.11. Граф 
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 називається підграфом графа 
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, якщо кожна вершина і кожне ребро графа 
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 є відповідно вершиною і ребром графа 
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Визначення 6.12. Граф 
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 називається остов (каркас) графа 
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, якщо містить всі його вершини. За визначенням 6.11 він також є підграфом графа 
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.

Приклад 6.6. На рис. 6.8(а,б,в) зображені підграфи графа, зображеного на рис. 6.8,г. Причому підграф (рис. 6.8,б) є його каркас.
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Рис. 6.8.


Один і той же граф можна зображувати по-різному. Різним образом можна розташовувати вершини на площині і ребра можна зображувати не тільки відрізками прямих (різної довжини) але і дугами. Тому порівнюючи графи, будемо спиратися на наступні визначення.


Визначення 6.13. Графи 
[image: image86.wmf]1

G

 і 
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 рівні, якщо множини їхніх вершин і ребер, визначених через пари інцидентних їм вершин, збігаються. Наприклад, графи, зображені на рис. 6.1 рівні.


Задати граф – означає описати множини його вершин і ребер, а також відношення інцидентності. Коли граф 
[image: image88.wmf]G

 ‑ кінцевий, для його опису досить занумерувати вершини і ребра.


Визначення 6.14. Граф 
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 називається повністю заданим у точному значенні, якщо нумерація його вершин і ребер зафіксована. Графи, що відрізняються тільки нумерацією, називаються ізоморфними.


Приведемо ще одне визначення ізоморфних графів.


Визначення 6.15. Графи 
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 ізоморфні якщо їхні вершини можна пронумерувати таким чином, що ребро 
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Приклад 6.7. Графи, зображені на рис. 6.9, (а), (б) ‑ ізоморфні.
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Рис. 6.9.


Приклад 6.8. На рис. 6.10 зображені графи 
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 з п'ятьма вершинами в кожному. Порівняти графи.
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Рис. 6.10.

Рішення:

Графи 
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 не є повним, тому що незважаючи на то, що кожна пара вершин з'єднана ребром, є петля.


Графи 
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 ‑ має порожню множину ребер, всі вершини графа є ізольованими.
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 не є рівними, тому що ребра 5 мають різний напрямок.


Граф 
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‑ орієнтований мультиграф, тому що має кратні ребра, у той час як граф 
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 не є мультиграфом, тому що ребра 8 і 9 по-різному орієнтовані.


Вправи:

1. Визначити степені вершин графів 
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 (рис. 6.10).


2. Визначити доповнення 
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 графів 
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, зображених на рис. 6.11. Побудувати повні графи.
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Рис. 6.11.


3. Які пари графів, представлених на рис. 6.12, ізоморфні?
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Рис. 6.12.
6.2. Способи завдання графів

Як було сказано в п. 6.1 для завдання графа необхідно занумерувати вершини і ребра, а також задати відношення інцидентності. Відношення інцидентності будемо описувати трьома способами: матрицею інцидентності, матрицею суміжності, списком ребер графа. Опишемо докладно кожний з перерахованих способів.
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а) у випадку неорієнтованого графа
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б) у випадку орієнтованого графа
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Матриця суміжності  
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d

  ‑  це  квадратна  матриця  розміром 
[image: image198.wmf]n

n

´

,   де 
вертикально і горизонтально вказуються вершини графа 
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 і 
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. На перетинанні 
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-того і 
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-того рядків число
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d

 дорівнює:

‑ числу ребер, що з'єднують ці вершини у випадку неорієнтованого графа;


‑ числу ребер з початком в 
[image: image204.wmf]i

-тій вершині і кінцем в 
[image: image205.wmf]j

-тій вершині у випадку орієнтованого графа.


Список ребер графа – це таблиця, що складається із трьох рядків. У першому перераховані всі ребра; у другому і третьому – інцидентні їм вершини:


‑ у випадку неорієнтованого графа порядок вершин у рядку довільний;


‑ у випадку орієнтованого графа першою записується вершина, де починається ребро (другий рядок); вершина, де закінчується ребро, записується у третій рядок.


Для нумерації вершин і ребер графа використовують різний символьний запис: римські, арабські цифри, латинські букви.


Якщо графи рівні, то їх матриці суміжності і інцидентності, а також список ребер, однакові. 


Приклад 6.9. Задати матрицями інцидентності і суміжності, а також списком ребер, неорієнтований граф, зображений на рис. 6.13.
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Рис. 6.13.

Рішення:

Матриця інцидентності




Матриця суміжності
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Тут 
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Список ребер

	Ребро
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Вершини
	початок
	a
	b
	a
	c
	c
	d
	c
	d
	e
	e

	
	кінець
	b
	c
	c
	d
	d
	d
	e
	e
	f
	g


Як бачимо, у кожному стовпці матриці інцидентності є тільки два елементи, відмінних від нуля (або один, якщо ребро – петля). 
Матриця суміжності симетрична щодо головної діагоналі. 
Список ребер є найбільш компактним способом завдання графів. 
Кожний із наданих способів однозначно описує граф, зображений на рис. 6.13.

Приклад 6.10. Задати матрицями інцидентності, суміжності, списком ребер орієнтований граф, зображений на рис. 6.14.
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Рис. 6.14.


Рішення:

Матриця інцидентності
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Матриця суміжності
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Список ребер
	
Ребро
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Вершини
	початок
	a
	a
	b
	b
	c
	c
	d
	f
	f
	f

	
	кінець
	a
	b
	a
	c
	d
	e
	e
	d
	e
	g


Відмінність матриці інцидентності орієнтованого графа від неорієнтованого складається у вказівці початку і кінця ребер. Матриця суміжності губить свою симетричність. У списку ребер важливий порядок вказівки вершин, що з'єднують зазначеним ребром (від початку до кінця).


Як відзначалося вище, всі розглянуті способи завдання графів однозначно визначають граф. Виникає питання: чи можливо відновити граф по заданих матрицях інцидентності, суміжності або списку ребер? Очевидна позитивна відповідь.


По матриці інцидентності число ребер і вершин визначається з розмірності матриці: число ребер 
[image: image260.wmf]E

 графа дорівнює числу стовпців 
[image: image261.wmf]m

, а число вершин 
[image: image262.wmf]V

 ‑ числу рядків 
[image: image263.wmf]n

 матриці.


По матриці суміжності число вершин визначається з розмірності матриці. Як було відзначено, матриця суміжності н-графа симетрична щодо головної діагоналі, і кількість ребер визначається верхнім правим трикутником матриці, розташованим над головною діагоналлю, включаючи останню. Тобто, число ребер н-графа дорівнює сумі елементів, розташованих на головній діагоналі і у верхньому правому трикутнику. У матриці суміжності орграфа симетрія відсутня, а число ребер дорівнює сумі всіх елементів матриці суміжності.


Список ребер є скороченим варіантом матриці інцидентності. Кількість ребер очевидна, а кількість вершин дорівнює максимальному номеру всіх перерахованих вершин зі списку.


Тобто, матриця інцидентності і список ребер по суті, еквівалентні, то знаючи матрицю інцидентності можна записати список ребер, і навпаки.


Побудова матриці інцидентності за списком ребер. Кожен рядок списку ребер відповідає рядку в матриці инцидентности з тим же номером. Для неорієнтованого графа в кожному рядку списку ребер зазначені номери елементів матриці инцидентности, рівні 1 (всі інші елементи – нулі). Для орієнтованого графа першою вказується вершина, що відповідає початку ребра (у матриці инцидентности – елемент 
[image: image264.wmf]1

-

), а другий – відповідному кінцю ребра (у матриці инцидентности – елемент 1). При збігу елементів у рядку списку ребер, у відповідному рядку матриці инцидентности записується число, відмінне від 
[image: image265.wmf]1

-

, 0, 1, наприклад, 2. Така ситуація відповідає наявності у графі петель.


Приклад 6.11. Побудувати матрицю інцидентності неорієнтованого графа за списком ребер:
	Ребро
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Вершини
	початок
	a
	d
	e
	c
	a
	d
	b
	f

	
	кінець
	d
	f
	f
	e
	b
	c
	f
	f



Рішення:
Матриця інцидентності, відповідно до списку ребер, має вигляд:
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Приклад 6.12. Запиcати список ребер відповідно до матриці інцидентності орієнтованого графа:
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Рішення:
Список ребер, записаний відповідно до матриці інцидентності орієнтованого графа має вигляд:
	Ребро
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Вершини
	початок
	b
	b
	c
	c
	d
	d
	e
	a

	
	кінець
	a
	c
	c
	d
	d
	e
	f
	f



У визначенні 6.14 уведене поняття ізоморфних графів. Чи можливо встановити, чи є графи ізоморфними за їхніми матрицями інцидентності, суміжності, або списку ребер? 


Для перевірки ізоморфності графів 
[image: image284.wmf]1

G

 і 
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 за матрицею суміжності необхідно визначити, чи існує така перестановка рядків і стовпців у матриці суміжності 
[image: image286.wmf]1

G

, щоб у результаті вийшла матриця 
[image: image287.wmf]2
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. Із цією метою треба зробити всі можливі перестановки рядків і стовпців (а їхня максимальна кількість дорівнює 
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∙
[image: image289.wmf]!

n

)! Якщо після однієї із цих перестановок матриці суміжності тотожньо збіжаться, то графи ізоморфні. 


Для перевірки ізоморфності графів 
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 і 
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 за матрицею інцидентності (і списку ребер) необхідно визначити, чи існує така перестановка рядків і стовпців у матриці інцидентності 
[image: image292.wmf]1

G

, щоб у результаті вийшла матриця 
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. Із цією метою треба зробити всі можливі пари перестановок рядків і стовпців (а їхня максимальна кількість дорівнює 
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×

)! Якщо після однієї із цих перестановок матриці інцидентності тотожно збіжаться, то графи ізоморфні. 


І в першому, і в другому випадку це досить трудомісткі операції, і рішення задачі “вручну”  не завжди виправдано. Найчастіше изоморфність графів простіше встановити з їх графічних подань.


Вправи:


1. Задати матрицями інцидентності, суміжності і списком ребер неорієнтовані графи, зображені на рис. 6.15:
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(д)

Рис. 6.15.


2. Задати матрицями інцидентності, суміжності і списком ребер орієнтовані графи, зображені на рис. 6.16:
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Рис. 6.16.


3. Для заданих матриць інцидентності а) і б) знайти відповідний граф.
а) 






     б)
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4. Для заданих матриць суміжності а) і б) знайти відповідний граф.
а) 






     б)
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6.3. Зв’язність графа. Маршрути, шляхи, ланцюги, цикли


6.3.1. 
[image: image338.wmf]G

 ‑неорієнтований граф

Визначення 6.16. Маршрутом (шляхом) у графі 
[image: image339.wmf]G

 називається така послідовність ребер 
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, у якій кожні два сусідніх ребра 
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 і 
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 мають загальну вершину. У маршруті те саме ребро може зустрічатися кілька разів. Іншими словами маршрут – це сукупність ребер, які об'єднані разом вершинами так, що можна рухатися по них уздовж графа.

Визначення 6.17. Початок маршруту – це вершина 
[image: image343.wmf]0
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, інцидентна ребру 
[image: image344.wmf]1
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 і не інцидентна ребру 
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. Кінець маршруту – це вершина 
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 інцидентна ребру 
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. Якщо ребра 
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 ) ‑ кратні, то необхідно додатково вказувати, яку із двох інцидентних вершин вважати початком (кінцем) маршруту.

Визначення 6.18. Маршрут довжини 
[image: image353.wmf]k

 ‑ послідовність, що містить 
[image: image354.wmf]k

 ребер. Іншими словами, довжиною маршруту називається кількість ребер у ньому; при цьому кожне ребро враховується стільки разів, скільки разів воно зустрічається в маршруті. 

Позначення маршруту з 
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 надлишкове, тому ми будемо позначати маршрут як 
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Визначення 6.19. Маршрут, всі ребра якого різні, називається ланцюгом. Ланцюг, що не перетинає себе, тобто не має вершин, що повторюються, називається простим.

Приклад 6.13. Визначити можливі маршрути (і їхню довжину) з вершини 
[image: image359.wmf]0
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 в 
[image: image360.wmf]8
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 у графі, зображеному на рис. 6.17.
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Рис. 6.17
Рішення: з вершини 
[image: image362.wmf]0
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 у 
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 ведуть, наприклад, шляхи:
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 ‑ довжини 6;
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 ‑ довжини 10.

Шляхи: 6), 8) не є простими.

Визначення 6.20. Маршрут, у якому збігаються початок і кінець ‑ 
[image: image372.wmf]0
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 і 
[image: image373.wmf]n
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 ‑ називається циклічним. Циклічний маршрут називається циклом, якщо він є ланцюг, і простим циклом – якщо це простий ланцюг.

Наприклад, маршрут 
[image: image374.wmf]0
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 для графа, зображеного на рис. 6.17, є простим циклом; а маршрут 
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 є циклом, але не буде простим, тому що містить вершини, які повторюються.

Визначення 6.21. Вершини 
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 і 
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 графа 
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 називаються зв'язаними, якщо існує маршрут з початком у 
[image: image379.wmf]v
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 і кінцем у 
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. Маршрут між зв'язаними вершинами може бути поданий простим ланцюгом.

Визначення 6.22. Граф 
[image: image381.wmf]G

 називається зв'язним, якщо будь-які пари його вершин зв'язані між собою.

Приклад 6.14. Граф, зображений на рис. 6.18,а – не зв'язний, а граф на рис. 6.18,б – зв'язний.

[image: image382.png]





[image: image383.png]







(а)




(б)

Рис. 6.18

Теорема 6.3. Якщо існує маршрут з вершини 
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 в 
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 графа 
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, то існує простий ланцюг, що з'єднує вершини 
[image: image387.wmf]0
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 і 
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.


Наслідок. Граф 
[image: image389.wmf]G

 є зв'язним тоді і тільки тоді, коли між будь-якими двома його вершинами існує простий ланцюг.

Визначення 6.23. Максимальний непустий зв'язний підграф 
[image: image390.wmf]G
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 графа 
[image: image391.wmf]G

 називається компонентом графа 
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.

Отже, кожен граф являє собою об'єднання своїх компонент, які попарно не перетинаються.

Незв'язний граф має, як мінімум, два компоненти. Наприклад, граф, зображений на рис. 6.18,а, має два компоненти: 
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Визначення 6.24. Вершина 
[image: image395.wmf]v

 називається точкою зчленування, якщо видалення її із графа приводить до збільшення числа компонент зв’язності.

Визначення 6.25. Ребро 
[image: image396.wmf]e

 називається міст, якщо видалення його із графа приводить до збільшення числа компонент зв’язності.
Наприклад, у графі, зображеному на рис. 6.17 вершина 
[image: image397.wmf]3
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 є точкою зчленування, а ребро, що з'єднує вершини 
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Визначення 6.26. Множина ребер 
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 зв'язного графа 
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 називається множиною розрізу, якщо видалення ребер із множини 
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 порушує зв’язність графа, а видалення власної підмножини множини 
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 залишає граф зв'язним. Якщо множина 
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 складається з одного ребра, то це ребро називається ребром розрізу.

Приклад 6.15. Визначити ребра розрізу графа, зображеного на рис. 6.19.
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Рис. 6.19.


Рішення: ребра 
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, 
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 і 
[image: image407.wmf]6

e

 ‑ є ребрами розрізу. Їх видалення порушує зв’язність графа.
Приклад 6.16. Визначити множини розрізу для графа, зображеного на рис. 6.20.
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Рис. 6.20.


Рішення. Множинами розрізу для даного графа можуть бути, наприклад: 
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6.3.2. 
[image: image414.wmf]G

 ‑ орієнтований граф
Визначення 6.27. Послідовність ребер, у якому кінець кожного попереднього ребра 
[image: image415.wmf]1
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 збігається з початком наступного 
[image: image416.wmf]i
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, називається шляхом або орієнтованим маршрутом. У шляху те саме ребро може зустрічатися кілька разів.

Визначення 6.28. Початком шляху є вершина 
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 ребра 
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, а кінцем шляху є вершина 
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 ребра 
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.

Визначення 6.29. Довжиною орієнтованого маршруту називається кількість орієнтованих ребер, що входять у цей шлях.

Приклад 6.17. Для графа, зображеного на рис. 6.21, приведемо приклади орієнтованих маршрутів з вершини 
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 ‑ довжини 5.
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Рис. 6.21.


Визначення 6.30. Орієнтованим ланцюгом називається шлях, кожне ребро якого зустрічається не більше одного разу, і простим ланцюгом, якщо будь-яка вершина орграфа 
[image: image428.wmf]G

 інцидентна не більш ніж двом його ребрам.


Визначення 6.31. Контуром називається шлях, початок 
[image: image429.wmf]0

v

 і кінець 
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 якого збігаються. Контур називається циклом, якщо він є ланцюгом, і простим циклом – якщо це простий ланцюг.


Приклад 6.18. Для графа, зображеного на рис. 6.22,а, приклади: орієнтованого ланцюга ‑ 
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; циклу ‑ 
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. Для графа, зображеного на рис. 6.22,б, приклади: простого орієнтованого ланцюга ‑ 
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; простого циклу ‑ 
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. При цьому зауважимо, що при записі циклу як для орієнтованого, так і для неорієнтованого графа, як початком, так і кінцем може бути обрана будь-яка вершина. Наприклад: 
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Рис. 6.22.


Визначення 6.32. Для кожного орієнтованого графа 
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 може бути побудований неорієнтований граф 
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, такий, що всі вершини цих графів збігаються, а кожне ребро 
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 (крім петель), стане неорієнтованим ребром графа 
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. У такому випадку граф 
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 називається співвіднесеним графом орієнтованого графа 
[image: image445.wmf]G

.


Приклад 6.19. Для графа 
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, зображеного на рис. 6.23,а, співвіднесений граф 
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 буде мати вигляд (рис. 6.23,б):
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Рис. 6.23.

Визначення 6.33. Вершина 
[image: image450.wmf]G
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 називається досяжною з вершини 
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, якщо існує шлях з початком у 
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 і кінцем у 
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.
Визначення 6.34. Орієнтований граф 
[image: image454.wmf]G

 називається зв'язним, якщо його співвіднесений граф 
[image: image455.wmf]s
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 є зв'язним. Орієнтований граф називається сильно зв'язним, якщо для будь-якої пари вершин 
[image: image456.wmf]v
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 існує орієнтований шлях з 
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Так, наприклад, граф, зображений на рис. 6.23,а, є зв'язним, але не є сильно зв'язним.


Вправи:

1. Для неорієнтованих графів, зображених на рис. 6.24(а,б), привести приклади: маршруту; ланцюга; простого ланцюга; циклічного маршруту; циклу; простого циклу.
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(б)

Рис. 6.24.


2. Для орієнтованих графів, зображених на рис. 6.25(а,б), привести приклади: шляху; орієнтованого ланцюга; простого ланцюга; контуру; циклу; простого циклу.
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Рис. 6.25.


3. Визначити число компонент зв’язності у графах 
[image: image463.wmf]G

, зображених на рис. 6.26(а,б,в,г).
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Рис. 6.26.


4. Знайти на графах 
[image: image468.wmf]G

, зображених на рис. 6.27 (а-г), всі точки зчленування і мости:
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Рис. 6.27.

6.4. Метрика на графах

Визначення 6.35. Відстанню 
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 між вершинами 
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 графа 
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 називається мінімальна довжина простого ланцюга з початком у вершині 
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 і кінцем у вершині 
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. Якщо вершини 
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 не з'єднані ланцюгом, тобто належать  різним компонентам, то покладається, що 
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У зв'язному графі 
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 відстань між вершинами задовольняє наступним умовам:
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Функція 
[image: image491.wmf](
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, що задовольняє трьом перерахованим умовам, називається метрикою графа.


Визначення 6.36. Центром графа називається вершина, від якої максимальна з відстаней до інших вершин була б мінімальною.

Визначення 6.37. Периферійною точкою графа називається вершина, від якої максимальна з відстаней до інших вершин була б максимальна.


Визначення 6.38. Максимальна відстань від центра графа 
[image: image492.wmf]G

 до його вершин називається радіусом графа 
[image: image493.wmf](
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.


Визначення 6.39. Найпростіший ланцюг найкоротшої довжини називається геодезичним.


Визначення 6.40. Відхиленням вершини 
[image: image494.wmf](
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 називається найбільша довжина геодезичної, яка з неї виходить.


У зв'язку із цим можна дати ще одне визначення радіуса графа:


Визначення 6.41. Відхилення центра називається радіусом графа 
[image: image495.wmf](
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G
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, а відхилення периферійної точки – діаметром графа 
[image: image496.wmf](
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Алгоритм знаходження відстаней від даної вершини 
[image: image497.wmf]0

v

 до інших вершин графа 
[image: image498.wmf]G

:

1) позначаємо через 
[image: image499.wmf]{
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2) позначаємо індексом 
[image: image500.wmf]0

 всі вершини, суміжні з вершиною 
[image: image501.wmf]0

v

, виписуємо множину 
[image: image502.wmf]1

A

 всіх цих вершин з їхніми позначками;

3) кожну вершину, що не належить множині 
[image: image503.wmf]1
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A

A
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 і суміжну з кожною з вершин, що належать множині 
[image: image504.wmf]1

A

, позначаємо індексом 
[image: image505.wmf]v

¢

; виписуємо множину 
[image: image506.wmf]2
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 всіх цих вершин з їхніми позначками …;


[image: image507.wmf]n

) повторюємо описану процедуру доти, поки множина непомічених вершин не виявиться порожньою.

Приклад 6.20. Визначити відстань від вершини 7 (для зручності запису позначимо вершини графа арабськими цифрами) до всіх вершин графа 
[image: image508.wmf]G

, зображеного на рис 6.28.
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Рис. 6.28.


Рішення. Згідно алгоритму відстань від вершини 7 будемо шукати в такий спосіб:


1) 
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Більше непомічених вершин немає. Тобто відстані від вершини 7 до кожної з вершин графа такі:
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Для визначення центра і радіуса графа необхідно побудувати для нього матрицю відстаней 
[image: image515.wmf]A

, кожен елемент якої 
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 описує відстань між вершинами 
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[image: image519.wmf]G
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.  Очевидно,  що  матриця  відстаней  
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симетрична щодо головної діагоналі (елементи якої дорівнюють нулю, тому що 
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Приклад 6.21. Визначити центр, периферійні вершини, радіус і діаметр графа 
[image: image523.wmf]G

, зображеного на рис. 6.29.
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Рис. 6.29.


Рішення. Матриця відстаней графа 
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 має вигляд.
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Знайдемо максимальну відстань від кожної з вершин графа 
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Отже, згідно з визначенням 6.36, центром графа є вершина 4; периферійні вершини – 1, 6, 7, 8, 9. Радіус графа 
[image: image537.wmf](
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, а діаметр графа 
[image: image538.wmf](

)

4

=

G

D

.


Вправи:

1. Визначити відстані від зазначеної вершини до всіх вершин графа 
[image: image539.wmf]G

, зображеного на рис 6.30 (а‑ г):


а) від вершини 5;



б) від вершини 2;

[image: image540.png]
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     (а)





    (б)

в) від вершини 6;



г) від вершини 3.
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     (в)





    (г)
Рис. 6.30.

2. Визначити центр, периферійні точки, радіус, діаметр графа 
[image: image544.wmf]G

, зображеного на рис. 6.31(а,б):
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(а)





(б)

Рис. 6.31.

6.5. Ейлеров цикл. Ейлеров граф


Теорія графів бере свій початок з рішення видатним математиком Ейлером у 1736 р. задачі про кенігсбергські мости. Вона виникла в пруськом містечку Кенігсберг на річці Прегал. Жителі Кенігсберга полюбляли гуляти по доріжках, які включають сім мостів через річку. Людей цікавило питання, чи можуть вони, почавши шлях з однієї ділянки суши, обійти всі мости по черзі за одну ходу, і повернутися в початок шляху, не перепливаючи річку. План розташування семи мостів у Кенігсберзі наведений на рис. 6.32.
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Рис. 6.32.


Ейлер замінив план міста графом (рис. 6.33), у якому ділянки суші зобразив як вершини, а мости, їх з'єднуючі – як ребра.
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Рис. 6.33.


Для того, щоб відповістити на поставлене запитання, дамо ряд визначень.


Визначення 6.42. Ейлеровим циклом називається цикл, що містить всі ребра графа.


Ейлеров цикл можна вважати як слід олівця, що вичерчує граф, не відриваючись від паперу.


Відшукання ейлерових циклів пов'язане з рядом прикладних задач. Наприклад, при перевірці дорожньої мережі необхідно по кожній дорозі досліджуваної мережі проїхати тільки один раз і повернутися у вихідний пункт. Очевидно, що такі цикли існують не на будь-якому графі.


Визначення 6.43. Ейлеровим графом називається граф, що містить ейлеров цикл.


Теорема Ейлера. Кінцевий неорієнтований граф ейлеров тоді і тільки тоді, коли він зв'язний, і степінь всіх його вершин парна (при підрахунку степеня вершини, будь-яку інцидентну їй петлю вважати двічі).


Доведення:

Необхідність. Якщо граф 
[image: image549.wmf]G

 містить ейлеров цикл 
[image: image550.wmf]C

, то будь-які дві його вершини належать цьому циклу; граф зв'язний. Якщо при обході циклу 
[image: image551.wmf]C

 деяка вершина 
[image: image552.wmf]a

 зустрічається 
[image: image553.wmf]k

 разів, то ми 
[image: image554.wmf]k

 разів входимо і виходимо з неї (щораз по різних ребрах). Отже, степінь вершини 
[image: image555.wmf]a

 дорівнює 
[image: image556.wmf]k

2

.


Достатність. Нехай граф 
[image: image557.wmf]G

 зв'язний і степінь будь-якої його вершини парна (рис. 6.34). Нехай 
[image: image558.wmf]1
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 ‑ деяка вершина графа, 
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 ‑ суміжна їй вершина. Цій вершині 
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 інцидентно хоча б одне ребро 
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, вершині 
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 ‑ ребро, відмінне від 
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, і т.д.
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Рис. 6.34.


Побудуємо із цих ребер ланцюг, відзначаючи їх і не повторюючи вже пройдені. Граф 
[image: image566.wmf]G

 кінцевий, то цей ланцюг повинен закінчитися в деякій вершині 
[image: image567.wmf]2

a

. Число ребер, інцидентных вершині 
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 парне. Якби 
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 була відмінною від 
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, ланцюг необхідно було би продовжити. Отже, 
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. Ми побудували цикл 
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C

. Якщо в графі 
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 залишилися невідмічені ребра, то оскільки 
[image: image574.wmf]G

 зв'язний, серед них найдеться хоча б одне, інцидентне якій-небудь вершині 
[image: image575.wmf]1
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 на циклі 
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. Починаючи з вершини 
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, ми можемо побудувати, як і раніше, цикл 
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 із ребер, що не ввійшли в 
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. З 
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 і 
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 можна скласти новий цикл, що проходить із 
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, потім уздовж усього циклу 
[image: image585.wmf]2

C

, і по частині циклу 
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, що залишилася від 
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 до 
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. Оскільки граф 
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 кінцевий, то після кінцевого числа кроків, ми одержимо ейлеров цикл.


Отже, ми готові відповістити на запитання жителів Кенігсберга. Для цього підрахуємо степіні вершин графа, побудованого Ейлером (рис. 6.33): 
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. Цей граф має непарні степені вершин. Отже, цей граф не має ейлерова цикла. Тобто, неможливо пройти кожен міст по черзі за одну ходу і повернутися у вихідну точку шляху.


Приклад 6.22. Чи мають графи, зображені на рис. 6.35 (а, б), ейлеров цикл.
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Рис. 6.35.


Рішення:

Щоб відповістити на поставлене запитання, порахуємо степені вершин графа: а) 
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Степені всіх вершин графа, зображеного на рис. 6.35,а, парні, отже, граф, має ейлеров цикл;


б) 
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Степені вершин 
[image: image607.wmf]c

 і 
[image: image608.wmf]d

 графа, зображеного на рис. 6.35,б, непарні, отже, граф не має ейлеров цикл.


Що стосується кенігсбергських мостів, можна задати інше питання: “ чи можливо пройти кожен міст по одному разі і не обов'язково повертатися у вихідну точку маршруту?” Відповідь на це питання жадає від нас знання наступного визначення і теореми.


Визначення 6.44. Шлях, що включає кожне ребро графа 
[image: image609.wmf]G

 тільки один раз, називається ейлеровим шляхом. У тому випадку, якщо ейлеров шлях не є ейлеровим циклом, він називається власним ейлеровим шляхом.


Теорема 6.4. Граф 
[image: image610.wmf]G

 має власний ейлеров шлях тоді і тільки тоді, коли він зв'язний і рівно дві його вершини мають непарний степінь.


Тому що граф для задачі про кенігсбергські мости має чотири вершини з непарними степенями, то можна зробити висновок про те, що даний граф не має власного ейлерова шляху, а отже, неможливо пройти кожен міст по одному разі, навіть якщо не потрібно повертатися у вихідну точку маршруту.


Так, наприклад, граф, зображений на рис. 6.35,б, не має ейлерова циклу, але має власний ейлеров шлях, тому що дві його вершини мають непарний степінь.


Вправи:

1. Серед наведених нижче графів знайти ті, які мають ейлеров цикл. Обґрунтувати відповідь.

а)




б)




в) 
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Рис. 6.36.


2. Серед наведених нижче графів знайти ті, які мають власний эйлеров шлях. Обґрунтувати відповідь.

а)




б)




в)
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Рис. 6.37.

3. Придумати і побудувати графи, що містять ейлеров цикл. Обґрунтувати рішення.

4. Придумати і побудувати графи, що містять власний ейлеров шлях. Обґрунтувати рішення.

6.6. Шляхи і цикли Гамільтона

В 1857 році математик Вільям Роуен Гамільтон придумав іграшку-головоломку. Ця іграшка являла собою додекаедр – правильний багатогранник, 12 граней якого − це правильні п'ятикутники. У кожному з 20 кутів просвердлувалась дірка, у яку вставляли кілочок, що зображував місто. За допомогою мотузки було потрібно знайти шлях через міста, відвідав кожне місто один раз, і повернутися у вихідне місто. Додекаедр на площині зображується так, як показано на рис. 6.38.
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Рис. 6.38.


Задача головоломки зводиться до знаходження циклу в графі, що проходить через кожну вершину, крім початкової, тільки один раз.


Визначення 6.45. Шляхом Гамільтона (або гамільтоновим ланцюгом) називається простий ланцюг, що проходить через всі вершини графа, з початком і кінцем у різних вершинах 
[image: image629.wmf]G
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Визначення 6.46. Цикл Гамільтона ‑ це простий цикл, що проходить через всі вершини графа 
[image: image630.wmf]G

.

Гамільтонів цикл у деякому змісті протилежний ейлерову циклу, що проходить через всі ребра один раз, хоча до певного моменту обидва цикли можуть здаватися схожими. Цикл Гамільтона виявляється набагато складніше, і для його знаходження поки немає ефективних алгоритмів, що вимагають істотно меншого часу, чим пряме перебирання варіантів. Проте приведемо ряд теорем без доведення, що дозволяють нам судити про можливість відшукати гамільтонів цикл у досліджуваному графі. А для початку покажемо один з варіантів рішення головоломки, запропонованої Гамільтоном (рис. 6.39).
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Рис. 6.39.


Теорема 6.5. Для будь-якої вершини із циклу Гамільтона існує рівно два ребра із цього циклу, інцидентні даній вершині.

Визначення 6.47. Граф, що має цикл Гамільтона, називається гамільтонів.

Виходячи з наведеного визначення, як наслідок теореми 6.5, робимо висновок про те, що будь-який граф, що має вершину степені 1, не є гамільтонів. Помітимо також, що для того, щоб граф мав цикл Гамільтона, необхідно, щоб він був зв'язним.

Приклад 6.23. Граф Петерсона, зображений на рис. 6.40,а, має шлях Гамільтона (рис. 6.40,б), але не має цикл Гамільтона.
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     (а)





    (б)

Рис. 6.40.

Теорема 6.6. Якщо граф 
[image: image634.wmf]G

 має ребро розрізу, то він не може мати цикл Гамільтона. Якщо компоненти графа, отримані шляхом видалення ребра розрізу, мають цикл Гамільтона, то  граф 
[image: image635.wmf]G

 має шлях Гамільтона.

Теорема 6.7. Якщо 
[image: image636.wmf]G

 ‑ зв'язний граф з 
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 вершинами 
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 і для кожної пари несуміжних вершин 
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, сума степенів вершин задовольняє умові 
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, тоді граф 
[image: image641.wmf]G

 має цикл Гамільтона.

З теореми 6.7 випливає наслідок, більш відомий, чим сама теорема.

Наслідок. Якщо 
[image: image642.wmf]G

 ‑ зв'язний граф з 
[image: image643.wmf]n

 вершинами 
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 і для кожної 
вершини 
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 виконується умова 
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³

, то граф 
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 має цикл Гамільтона.

Приклад 6.24. Знайдіть цикл Гамільтона, якщо він існує, для графа 
[image: image648.wmf]G

, зображеного на рис. 6.41,а.
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Рис. 6.41.


Рішення:
Граф 
[image: image651.wmf]G

 ‑ зв'язний, кількість вершин графа – 
[image: image652.wmf]n6
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. Степінь кожної з вершин дорівнює 3, тобто кожна з вершин графа задовольняє умові 
[image: image653.wmf]2
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. Отже, даний граф є гамільтонів, тобто існує цикл Гамільтона. Знайти 
його можемо тільки методом перебирання. Результати прямого перебирання – цикл 
[image: image654.wmf]baefdcb

 (рис. 6.41,б).

Практичне застосування циклів Гамільтона знаходимо в рішенні класичної задачі комівояжера, яка цікава для людей, у чиє коло обов'язків входить знаходження оптимальних шляхів, наприклад, об'їзду філій фірми, транспортування вантажів, доставки товарів і інше.


Задача комівояжера. Комівояжер повинен відвідати кілька міст і повернутися у вихідний пункт. Відстані між містами відомі. Потрібно знайти дорогу найкоротшої довжини. При такій постановці задачі схема доріг являє собою граф, у якій будь-якому ребру 
[image: image655.wmf]v

 запропонована певна довжина 
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. Задача комівояжера зводиться до знаходження в отриманому графі із заданими довжинами ребер циклу Гамільтона 
[image: image657.wmf]C

 мінімальної довжини.


Існує ряд алгоритмів, досить громіздких, що дозволяють знаходити найкоротший шлях від вершини 
[image: image658.wmf]v
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 до вершини 
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, таких як алгоритми Дейкстри, Флойда-Уоршолла і т.п. Але ефективних алгоритмів, для пошуку циклу Гамільтона мінімальної довжини немає. Через їхню відсутність, щораз цю практичну задачу доводиться вирішувати методом прямого перебирання.


Вправи:


1. Знайдіть цикл Гамільтона, якщо він існує, для кожного з наведених графів. Рис. 6.42, а) − е).
а)



      б)



       в)
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Рис. 6.42.

2. Знайдіть шлях Гамільтона, якщо він існує, для кожного з наведених графів. Рис. 6.42, ж) – к).
6.7. Планарні графи
Визначення 6.48. Граф 
[image: image666.wmf]G

 називається правильно укладеним на площині, якщо його графічне подання таке, що ребра графа перетинаються тільки в його вершинах.


Визначення 6.49. Граф 
[image: image667.wmf]G

 називається плоским (планарним), якщо він ізоморфний деякому графу
[image: image668.wmf]*

G

, правильно укладеному на площині. Тобто плоский граф – це граф, який можна правильно укласти на площині.


Приклад 6.25. Графи 
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 і 
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G

, подані на рис. 6.43, ізоморфні. Граф 
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G

 ‑ правильно укладений на площині. Отже, дані графи - плоскі.
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Рис. 6.43.


Розглянемо граф як малюнок на аркуші паперу. Якщо граф планарний, тобто намальований так, що його ребра не перетинаються, і його необхідно розрізати уздовж ребер, то граф виявиться розділеним на частини, включаючи зовнішню частину. Такі частини називаються гранями. Границя кожної грані є циклом.


Визначення 6.50. Гранню планарного графа називається така максимальна ділянка площини, що будь-які дві її точки можуть бути з'єднані кривою, що не перетинає ребро графа.


Задача про можливості правильного укладання графа на площині є актуальною у зв'язку з використанням у радіотехніці друкованих схем. Інтегральні мікросхеми складаються із шарів мініатюрних мікросхем, удрукованих у пластину. Ці схеми наносяться на ізолятор у друкований спосіб і перетинання яких-небудь двох провідників, у непередбачуваних точках (не у вершинах графа), привело б до їх замикання. Тобто для друкування електричних схем просто необхідно, щоб графи (що їх зображують) були плоскими.


Задачі, пов'язані із плоскими графами, актуальні не тільки в радіотехніці. Приведемо класичну задачу про три міста і три джерела постачання. Нехай є три міста 
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 і три джерела життєзабезпечення: водонапірна башта 
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, електростанція 
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 і станція магістрального газопроводу 
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. Чи можна з'єднати ці міста із джерелами постачання водою, газом і електрикою так, щоб траншеї, прориті для цих ліній (на одній глибині) не перетиналися?


Ця задача зводиться до побудови плоского графа, ізоморфного графу, зображеному на рис. 6.44.
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Рис. 6.44.


Відповідь на питання поставлене у сформульованій задачі негативна. Завжди можна намалювати 8 попарно неперетинаючихся ліній, а дев'ята обов'язково перетне одну із цих восьми. 


Доведення неможливості такої побудови спирається на теорему, доведену Жорданом. Проілюструємо її в такий спосіб. Нехай 
[image: image683.wmf]L

 ‑ безперервна замкнута лінія без самоперетинань (рис. 6.45). Ця лінія ділить площину на дві частини: зовнішню і внутрішню. Будь-які дві точки 
[image: image684.wmf]x

 і 
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 із внутрішньої і зовнішньої частин відповідно можна з'єднати тільки лінією, що перетинає 
[image: image686.wmf]L
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Рис. 6.45.


Позначимо граф, зображений на рис. 6.44 як 
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. Замінимо граф 
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 йому ізоморфним (рис. 6.46).
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Рис. 6.46.

З'єднати вершини 
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 і 
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 без перетинання вже проведених ребер неможливо, тому що точка 
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 лежить усередині області, обмеженої кривою 
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, а точка 
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 ‑ поза зазначеної області. Отже, граф 
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 не є планарным.


Аналогічно доводиться непланарність повного графа 
[image: image697.wmf]5
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 (рис. 6.47).
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Рис. 6.47.


Використовуючи графи 
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 і 
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, можна сформулювати наступний критерій планарності графів.


Теорема 6.7. (Теорема Куратовського). Граф є планарним тоді і тільки тоді, коли він не містить підграф, ізоморфний графу 
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 або 
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.


Існують і інші критерії планарності графів.


Теорема 6.8. Якщо 
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 ‑ зв'язний планарний граф, що містить 
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 вершин, 
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 граней, то повинна виконуватися умова 
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За допомогою теореми 6.8 задача про життєзабезпечення трьох будинків (рис. 6.44) вирішується в такий спосіб. У графа 
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 шість вершин і дев'ять ребер: 
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. Умова теореми 6.8 не виконується. Отже, граф 
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 ‑ не планарний.

Лема 6.1. У довільному планарному графі 
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 з кількістю вершин не менше трьох має місце нерівність 
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За допомогою леми 6.1 доведемо, що граф 
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K

 не планарний. Граф 
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 має п'ять вершин і десять ребер: 
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. Скористаємося умовою 
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. Як бачимо, умова 
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 не виконана, отже, граф 
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 не планарний.


Вправи:

1. Кожний з наведених на рис. 6.48 a) − i) графів перевірити на планарність. Аргументувати рішення.

а)



       б)



     в)
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Рис. 6.48.

2. Для кожного планарного графа із завдання 1 запропонувати правильне укладання його на площині.

3. Для кожного планарного графа із завдання 1 перевірити виконання умови 
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6.8. Дерева і ліс

Визначення 6.51. Неорієнтованим деревом (або просто деревом) називається неорієнтований зв'язний граф без циклів, отже без петель і кратних ребер, що має не менш двох вершин.

Дерево є мінімальним зв'язним графом у тому розумінні, що видалення хоча б одного ребра приводить до того, що граф виявляється незв'язним.

Приклад 6.26. Чи є графи, зображені на рис. 6.49, (а), (б) деревами?
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   (а)





      (б)

Рис. 6.49.


Рішення:

Граф на рис. 6.49(а) є деревом, тому що він зв'язний і не містить циклів. Граф на рис. 6.49(б) не є деревом, тому що містить цикл 
[image: image736.wmf]adea

.


Дамо без доведення ряд теорем, корисних для вивчення дерев. Читач може довести їх самостійно.


Теорема 6.9. Будь-яке дерево 
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 з 
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 вершинами містить 
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Теорема 6.10. Нехай 
[image: image740.wmf]G

 ‑ граф, що містить більше однієї вершини. Видаляючи його ребра можна одержати дерево тоді і тільки тоді, коли він зв'язний.

Визначення 6.52. Лісом називається незв'язний неорієнтований граф без циклів. Зв'язані компоненти лісу є деревами.

Приклад 6.27. На рис. 6.50 наведений приклад лісу, що містить три дерева.
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Рис. 6.50.


Добре зрозумілим прикладом дерева є: будь-яке генеалогічне дерево; організаційна структура будь-якого підприємства, організації.

Визначення 6.53. Орієнтованим деревом називається вільний від петель орієнтований граф, співвіднесений граф якого є деревом; тому якщо існує шлях від вершини 
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Помітимо, що якщо в орієнтованому дереві є ребро 
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, то немає ребра 
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, інакше шлях 
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 був би циклом.

Приклад 6.28. На рис. 6.51 наведено приклад орієнтованого дерева:
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Рис. 6.51.


Визначення 6.54. Вершини дерева степіня 1 називаються листя, інші вершини – внутрішніми вершинами.

Наприклад, у дерева, зображеного на рис. 6.49(а), листя це вершини 
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. Інші вершини є внутрішніми.


Дерева визначаються такою властивістю: для будь-яких двох вершин 
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[image: image750.wmf]T

 шлях з вершини 
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 єдиний. І, навпаки, якщо для будь-яких двох вершин 
[image: image753.wmf]v

v

¢

¢

¢

,

 графа 
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 існує єдиний шлях з вершини 
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¢

 до вершини 
[image: image756.wmf]v

¢

¢

, тоді граф 
[image: image757.wmf]G

 ‑ дерево.


Припустимо, що дерево являє собою якийсь фізичний об'єкт, рухливий у вершинах. Його можна підвісити за кожну з вершин. Так, наприклад, якщо дерево, зображене на рис. 6.49(а) підвісити за вершину 
[image: image758.wmf]e

, або 
[image: image759.wmf]d

, то воно буде виглядати, як показано на рис. 6.52(а) або на рис 6.52 (б).
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    (а)






(б)

Рис. 6.52.


Обрана нами вершина називається коренем дерева і розташовується в самій верхній його частині. Для дерева на рис. 6.52(а) коренем є вершина 
[image: image762.wmf]e

, а для дерева на рис. 6.52(б) – вершина 
[image: image763.wmf]d

.


Визначення 6.55. Дерево, корінь якого визначений, називається кореневим деревом.


Аналогічно визначається і орієнтоване кореневе дерево. При цьому варто пам'ятати, що всі його ребра орієнтуються від кореня.


При заміні кореневого неорієнтованого дерева 
[image: image764.wmf]T

 на кореневе орієнтоване дерево 
[image: image765.wmf]T

¢

, говорять, що 
[image: image766.wmf]T

¢

 є породженим кореневим деревом 
[image: image767.wmf]T

.


Приклад 6.29. На рис. 6.53(а) зображене неорієнтоване кореневе дерево, а на рис. 6.53(б) – породжене їм орієнтоване кореневе дерево.
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     (а)





    (б)

Рис. 6.53.


Якщо корінь дерева обраний, то можна ввести ще ряд визначень.


Визначення 6.56. Рівнем вершини 
[image: image770.wmf]v

 називається довжина єдиного шляху від кореня дерева до вершини 
[image: image771.wmf]v

.


Визначення 6.57. Висотою дерева називається довжина самого довгого шляху від кореня дерева до листя.


Приклад 6.30. Для кореневого дерева, зображеного на рис. 6.54, визначити рівень вершини 
[image: image772.wmf]d

, висоту дерева.

[image: image773.png]



Рис. 6.54.

Рішення: Рівень вершини 
[image: image774.wmf]d

 дорівнює двом; а висота дерева з коренем у вершині 
[image: image775.wmf]a

 дорівнює максимальному шляху від кореня до вершини 
[image: image776.wmf]m

 ‑ 
[image: image777.wmf]acgjkm

 ‑дорівнює п'яти.


Для генеалогічних дерев дамо ряд визначень. Їх можна розповсюдити на будь-які орієнтовані кореневі дерева.

Визначення 6.58. Якщо існує орієнтоване ребро з 
[image: image778.wmf]u

 в 
[image: image779.wmf]v

, то вершина 
[image: image780.wmf]u

 називається батьком вершини 
[image: image781.wmf]v

, а вершина 
[image: image782.wmf]v

 ‑ сином (дочкою) вершини 
[image: image783.wmf]u

.


Визначення 6.59. Якщо 
[image: image784.wmf]u

 є одночасно батьком 
[image: image785.wmf]v

 і 
[image: image786.wmf]v

¢

, то 
[image: image787.wmf]v

 і 
[image: image788.wmf]v

¢

 називаються братами (сестрами).


Визначення 6.60. Якщо існує орієнтований шлях з вершини 
[image: image789.wmf]u

 у вершину 
[image: image790.wmf]v

, то вершина 
[image: image791.wmf]u

 називається предком вершини 
[image: image792.wmf]v

, а вершина 
[image: image793.wmf]v

 ‑ нащадком вершини 
[image: image794.wmf]u

.


Приклад 6.31. Визначити батьків і синів, братів, предків і нащадків кореневого орієнтованого дерева, зображеного на рис. 6.55.

[image: image795.png]



Рис. 6.55.


Рішення: 
[image: image796.wmf]a

 є батьком 
[image: image797.wmf]b

 і 
[image: image798.wmf]c

; 
[image: image799.wmf]b

 ‑ батьком 
[image: image800.wmf]d

 і 
[image: image801.wmf]e

; 
[image: image802.wmf]c

 ‑ батьком 
[image: image803.wmf]f

, 
[image: image804.wmf]g

 і 
[image: image805.wmf]h

; 
[image: image806.wmf]e

 ‑ батьком 
[image: image807.wmf]i

 і 
[image: image808.wmf]j

; 
[image: image809.wmf]g

 ‑ батьком 
[image: image810.wmf]k

; 
[image: image811.wmf]k

 ‑ батьком 
[image: image812.wmf]l

 і 
[image: image813.wmf]m

. І навпаки: 
[image: image814.wmf]b

 і 
[image: image815.wmf]c

 ‑ сини 
[image: image816.wmf]a

; 
[image: image817.wmf]d

 і 
[image: image818.wmf]e

 ‑ сини 
[image: image819.wmf]b

; 
[image: image820.wmf]f

, 
[image: image821.wmf]g

 і 
[image: image822.wmf]h

 ‑ сини 
[image: image823.wmf]c

; 
[image: image824.wmf]i

 і 
[image: image825.wmf]j

 ‑ сини 
[image: image826.wmf]e

; 
[image: image827.wmf]k

 ‑ син 
[image: image828.wmf]g

; 
[image: image829.wmf]l

 і 
[image: image830.wmf]m

 ‑ сини 
[image: image831.wmf]k

.


Груп нащадків і предків можна виділити дуже багато, приведемо лише деякі приклади:

[image: image832.wmf]j

i

e

d
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,

,

 ‑ нащадки 
[image: image833.wmf]b

, отже, 
[image: image834.wmf]b

 ‑ предок для 
[image: image835.wmf]j
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e

d

,

,

,

; 
[image: image836.wmf]l

 є нащадком 
[image: image837.wmf]c

, отже, 
[image: image838.wmf]c

 ‑ предок 
[image: image839.wmf]l

.


Вправи:


1. Які з наведених на рис. 6.56 (а) − (к) графів є деревами:
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(а)






(б)
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(в)






(г)
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(д)






(е)
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(ж)






(з)

[image: image848.png]
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(и)






(к)

Рис. 6.56.


2. Для кожного графа з попередньої вправи:


а) використати як корінь вершину 
[image: image850.wmf]d

 і намалювати кореневе дерево;


б) намалювати породжене кореневе орієнтоване дерево.


3. Для кореневих орієнтованих дерев, отриманих у завданні 2:


а) знайдіть нащадків вершини 
[image: image851.wmf]c

; 

б) знайдіть предків вершини 
[image: image852.wmf]e

;

в) знайдіть батька вершини 
[image: image853.wmf]f

; 

г) знайдіть синів вершини 
[image: image854.wmf]d

;

д) знайдіть висоту дерева; 


е) знайдіть рівень вершини 
[image: image855.wmf]g

;

ж) знайдіть листи дерева.
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