4.6. Похідна від булевої функції

У класичній математиці для з'ясування характеру зміни функції використовують поняття похідної. У дискретній математиці, що оперує логічними функціями 
[image: image1.wmf]n

 змінних, котрі, як і самі функції, мають значення 0 або 1, поняття похідної вводиться в такий спосіб.


Визначення 4.17. Одиничною залишковою функцією змінної 
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 називається функція, одержувана шляхом надання змінній 
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 значення одиниця:
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Визначення 4.18. Нульовою залишковою функцією змінної 
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 називається функція, одержувана шляхом надання змінній 
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 значення нуль:
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Визначення 4.19. Похідна першого порядку 
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 змінних 
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 є функція, одержувана додаванням за модулем 2 одиничних і нульових залишкових функцій змінної 
[image: image11.wmf]i

x

:


[image: image12.wmf](

)

(

)

n

i

i

n

i

i

i

x

x

x

x

x

f

x

x

x

x

x

f

x

f

,...,

,

0

,

,...,

,

,...,

,

1

,

,...,

,

1

1

2

1

1

1

2

1

+

-

+

-

Å

=

¶

¶

.


Дотримуючись визначення 4.19, для знаходження похідної від булевой функції необхідно скласти одиничну і нульову залишкові функції, додати їх за модулем 2 і, використовуючи основні еквівалентності булевих функцій або таблиці істинності, по можливості спростити отримані вираження.


Приклад 4.23. Маємо функцію трьох змінних 
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Рішення:
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Для спрощення отриманих виражень, складемо їхні таблиці істинності:
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Остаточно маємо: 
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Приклад 4.24. Маємо функцію 
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Рішення: За умовою змінна 
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 є фіктивною. Тому і одинична, і нульова залишкові функції змінної 
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 будуть однакові і збіжаться з 
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Отже, похідна від булевої функції за фіктивною змінною тотожно дорівнює нулю.


Похідні вищих порядків від булевої функції знаходять як і похідні першого порядку відповідно до визначення 4.19, але послідовно, де в якості наступної функції виступає вже знайдене і спрощене вираження попередньої похідної.

Приклад 4.25. Маємо функцію трьох змінних 
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Рішення:
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Спростимо отримані вираження за допомогою їх таблиць істинності: 
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Отже, використовуючи таблиці істинності, можемо записати ЗДНФ отриманих функцій:


[image: image59.wmf]3

2

1

x

x

x

f

=

¶

¶

, 


[image: image60.wmf]3

1

3

1

2

x

x

x

x

x

f

Ú

=

¶

¶

, 


[image: image61.wmf]2

1

2

1

3

x

x

x

x

x

f

Ú

=

¶

¶

.


Знайдемо похідні вищих порядків:
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, тому що у функції 
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Вправи:

1. Знайти похідні першого порядку 
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 від булевих функцій трьох змінних 
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Спростити отримані вираження.


2. Знайти похідні 
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 від булевих функцій трьох змінних 
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Спростити отримані вираження.

4.7. Комутаційні схеми

В 1938 р. Клод Шеннон помітив зв'язок між таблицями істинності логічних функцій і електричних ланцюгів. Розглянемо найпростіші електричні ланцюги, що складаються із джерела живлення, електричної лампочки, і двох перемикачів, увімкнутих в електричний ланцюг послідовно (рис. 4.1,а) і паралельно (рис. 4.1,б).
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(б)

Рис. 4.1.

Привласнимо значення 1 перемикачам, коли вони з’єднані і 0, якщо роз’єднані. Електричній схемі привласнимо значення 1, коли лампочка горить (тобто через неї проходить електричний струм), і 0, коли лампочка не горить, тобто електричний струм через неї не проходить. Домовимося, що при описуванні комутаційних схем символи (
[image: image102.wmf]Ù

, 
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, ~) замінимо символами (◦, +, ') відповідно.

Очевидно, що при послідовному з'єднанні перемикачів лампочка горить тільки тоді, коли з’єднані обидва перемикачі. Тобто електричній схемі привласнюється значення 1 тільки тоді, коли 
[image: image104.wmf]p

 і 
[image: image105.wmf]q

 приймають значення 1. Отже, така електрична схема відповідає висловленню 
[image: image106.wmf]pq

o

, а сама схема називається схемою логічного множення або логічним елементом   p  і  q. Цей логічний елемент надалі будемо зображувати символом, поданим на рис. 4.2,а.

При паралельному з'єднанні перемикачів лампочка горить в тому випадку, якщо з’єднати хоча б один перемикач. Тобто електричній схемі привласнюється значення 1 тільки тоді, коли або 
[image: image107.wmf]p

, або 
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 приймають значення 1. Отже, така електрична схема відповідає висловленню 
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+

, а сама схема називається схемою логічного додавання або логічним елементом   p  або  q. Цей логічний елемент надалі будемо зображувати символом, поданим на рис. 4.2,б.

Припустимо, що існує схема, з одним перемикачем 
[image: image110.wmf]p

, що володіє наступною властивістю: лампочка горить тоді і тільки тоді, коли перемикач розімкнуто. Тобто електричній схемі привласнюється значення 1, коли 
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 приймає значення 0, і, навпаки, електричній схемі привласнюється значення 0, коли 
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 приймає значення 1. Отже, така електрична схема відповідає висловленню 
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, а сама схема називається інвертором або логічним елементом   не  p. Цей логічний елемент надалі будемо зображувати символом, поданим на рис. 4.2,в.
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Рис. 4.2.


Приклад 4.26. Побудувати комутаційну схему, що відповідає булевому вираженню 
[image: image117.wmf](
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Рішення: Шукана схема являє собою заперечення (інверсію) логічного додавання елементів 
[image: image118.wmf]p

 і 
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. Вона має вигляд:
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Приклад 4.27. Побудувати комутаційну схему, що відповідає булевому вираженню 
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Рішення: Шукана схема містить з'єднання логічних елементів 
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 і 
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 і не 
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. Вона має вигляд:
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Приклад 4.28. Побудувати комутаційну схему, що відповідає булевому вираженню 
[image: image126.wmf](
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Рішення: Шукана схема має вигляд:
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Звернувшись до табл. 4.2, можемо помітити, що логічна функція 
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 ‑ штрих Шеффера 
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 має ту ж таблицю істинності, що і функція 
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, тому її використовують як логічне зв'язування   не-і; а логічна функція 
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f

 ‑ стрілка Пірса 
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 має ту ж таблицю істинності, що і функція 
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)

¢

+

q

p

, тому її використовують як логічне зв'язування  не-або. Логічний елемент не-і будемо зображувати символом, поданим на рис. 4.3,а; а логічний елемент не-або будемо зображувати символом, поданим на рис. 4.3,б.

[image: image134.png]





[image: image135.png]






      (а)



       (б)

Рис. 4.3.


Використання цих символів найчастіше спрощує запис комутаційних схем. Так, замість схеми, розглянутої в прикладі 4.26, можна використати символьний запис, представлений на рис. 4.3,б.


Приклад 4.29. Запишіть булеву формулу, що відповідає комутаційній схемі:
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Рішення: булева формула, що відповідає представленій комутаційній схемі має вигляд 
[image: image137.wmf](
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Для скорочення запису комутаційних схем можна також використати наступний символьний запис. Для позначення булевої формули 
[image: image138.wmf]r

q

p

×

×

 замість схеми, представленої на рис. 4.4,а можна використати схему, представлену на рис. 4.4,б; а для запису булевої формули 
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 замість схеми на рис. 4.4,в, можна використати схему на рис. 4.4,г.
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Рис. 4.4.


Приклад 4.30. Побудувати комутаційну схему, що відповідає булевому вираженню 
[image: image144.wmf](
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Рішення: Використовуючи наведені на рис. 4.4 спрощення, зобразимо шукану схему:
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Вправи:

1. Побудуйте комутаційну схему, що відповідає булевому вираженню:
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2. Приведіть булеву формулу, що відповідає комутаційній схемі:


а) 
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5. ЛОГІКА ПРЕДИКАТІВ

5.1. Основні визначення


Логіка предикатів являє собою розвиток, розширення логіки висловлень за рахунок використання предикатів у ролі логічних функцій. Ці функції відрізняються від булевих функцій, тому що булеві функції однорідні (їхня область значень і зміни аргументів та сама – логічна, котра приймає значення істинно або хибно), а предикатні функції неоднорідні (їхня область значень – логічна, а область зміни аргументів – предметна). Логіка висловлень дозволяє описати, проаналізувати складні висловлення, установити їх істинносте значення, у той час як логіка предикатів дозволяє описати внутрішню структуру простих висловлень, що не містять логічних сполучень.


Визначення 5.1. Предикатом називається оповідальне висловлення, що містить предметні змінні, визначені на відповідних множинах. Заміна предметних змінних конкретними значеннями із зазначених множин обертає предикат у висловлення, що приймає значення “істинно” або “хибно”.


Визначення 5.2. 
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 вимірний предикат – це функція 
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, які приймають значення з деяких заданих предметних областей 
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, а сама функція приймає два логічних значення із множини 
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 ‑ “істинно”, “хибно”. Тобто, предикат 
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Як приклад розглянемо наступну ситуацію. Нехай нам відомо, що Андрій захоплюється футболом, Ганна - плаванням, Костянтин віддає перевагу шахам, Сергій займається легкою атлетикою, а Ігор і Олена заняттям спортом віддають перевагу навчанню в музичній школі по класу фортепіано. Складемо наступні висловлення:
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 ‑ “Ганна займається спортом”;



[image: image179.wmf]B

 ‑ “Олена займається спортом”;
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 ‑ “Сергій займається спортом”.


Висловлення 
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 і 
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 ‑ істинні, а висловлення 
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 ‑ хибно.


Замість висловлень 
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 ми могли б увести одномісний предикат 
[image: image185.wmf](
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 якого приймає значення із предметної області 
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={Андрій, Ганна, Костянтин, Сергій, Ігор, Олена}, а сама предикатна функція мала б вигляд:
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 займається спортом”.


Розглянемо наступні висловлення
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 ‑ “Олена займається футболом”;
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 ‑ “Костянтин займається шахами”;



[image: image192.wmf]F

 ‑ “Сергій займається музикою”.


Висловлення 
[image: image193.wmf]D

 і 
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 ‑ хибні, а висловлення 
[image: image195.wmf]E

 ‑ істинно. 


Замість висловлень 
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 ми могли б увести двомісний предикат 
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 котрого приймають значення із предметних областей 
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={Андрій, Ганна, Костянтин, Сергій, Ігор, Олена} і 
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={футбол, плавання, шахи, легка атлетика, музика}, а сама предикатна функція мала б вид:
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 займається 
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Оскільки предикати приймають тільки два істинностних значення, їх можна розглядати як висловлення і за допомогою логічних зв'язувань поєднувати в різні логічні формули – предикатні формули. Предметом розгляду логіки предикатів саме і є встановлення істинності предикатних формул.


Прикладами предикатних формул можуть служити вираження вигляду:
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Визначення 5.2. При заміщенні предметної змінної 
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Розглянемо предикат від трьох змінних
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”, де предметні змінні визначені на множині натуральних чисел. Нехай у процесі деяких обчислень змінна 
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 прийняла конкретне значення 
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. Тоді предикат від трьох змінних перетворюється у предикат від двох змінних:
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Коли 
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Якщо додати умову 
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Приклад 5.1. Нехай 
[image: image232.wmf](

)

y

x

D

,

 ‑ предикат ділення: 
[image: image233.wmf](

)

=

y

x

D

,

“
[image: image234.wmf]x
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 ‑ предикат суми: 
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Рішення:


а) “якщо 
[image: image249.wmf]a

 ‑ добуток 
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 і 
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б) “від перестановки співмножників 
[image: image256.wmf]b

 і 
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 добуток 
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 не змінюється” (властивість комутативності арифметичної дії множення);


в) “число 
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 не є ні сумою, ні добутком чисел 
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5.2. Квантори

Функціональна природа предиката потребує введення ще одного поняття – квантора. Його роль спробуємо з'ясувати на наступних прикладах:


а) “Всі люди мають здатність мислити. Я людина. Отже, я маю здатність мислити”;


б) “Деякі люди зробили геніальні відкриття. Я людина. Отже, я зробив геніальне відкриття”.


Якщо перше висловлення не викликає у нас питань із приводу істинності, то в другому прикладі ми почуваємо хибність висновку, тому що потрапити в число геніальних людей малоймовірно.


Ключовими словами в наших прикладах є “всі” і “деякі”.


Визначення 5.3. Термін “всі 
[image: image262.wmf]x

” позначається 
[image: image263.wmf]x

"

 і називається квантором загальності або спільності (символ 
[image: image264.wmf]"

 ‑ перевернена буква А англійського слова All – “всі”). Висловлення “для всіх 
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 з 
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, що 
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 істинно” позначається як 
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Визначення 5.4. Термін “деякі 
[image: image269.wmf]x

” або “існує хоча б одне значення 
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” позначається 
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$

 і називається квантором існування (символ 
[image: image272.wmf]$

 ‑ перевернена буква Е англійського слова Exist ‑ “існувати”). Висловлення “існує такий 
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 з 
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, що 
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 істинно” позначається як 
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Визначення 5.5. Перехід від 
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 називається зв'язуванням змінної 
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, або навішуванням квантора на змінну 
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 (або на предикат 
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Визначення 5.6. Змінна, на яку навісили квантор, називається зв'язаною змінної, незв'язана квантором змінна називається вільною.


Навішувати квантори можна не тільки на предметні змінні, але і на багатовимірні предикати, і на будь-які логічні висловлення.


Визначення 5.7. Висловлення, на яке навішується квантор існування або спільності, називається областю дії квантора.


Приклад 5.2. Нехай змінна 
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 визначена на великій кількості людей 
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, а 
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 ‑ предикат “
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 ‑ має маму”, 
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 ‑ предикат “
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 ‑ має дочку”. Дати словесне формулювання предикатних формул 
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Рішення:
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 ‑ “у кожної людини є мама”; 





[image: image292.wmf](

)

x

xP

2

$

 ‑ “у деяких людей є дочка”.


Приклад 5.3. Нехай змінні 
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, 
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 визначені на деякій великій кількості людей 
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, а 
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 ‑ предикат “
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 кохає 
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”. Розглянути всі варіанти навішування кванторів на обидві змінні і дати словесну інтерпретацію отриманих висловлень.


Рішення: Позначимо предикат “
[image: image299.wmf]x

 кохає 
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” як КОХАЄ 
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 . Проілюструємо всі можливі варіанти навішення кванторів на предметні змінні Для наочності змінні 
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 і 
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 показані на різних множинах, хоча очевидно, що в дійсності вони повинні збігатися.
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 ‑ “для будь-якої людини 
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 існує така людина 
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, яку він кохає”:
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б) 
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 ‑ “для будь-якої людини 
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 існує така людина 
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, що її кохає”:

[image: image313.png]




в) 
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 КОХАЄ 
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 ‑ “існує така людина 
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, яку кохають всі 
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г) 
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 КОХАЄ 
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 ‑ “існує така людина 
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, яка кохає всіх людей
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”;
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д) 
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 КОХАЄ 
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 ‑ “всі люди 
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 кохають всіх людей
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е) 
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 КОХАЄ 
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 ‑ “існує така людина
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, що кохає якусь людину 
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”.
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Приклад 5.4. Нехай 
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 ‑ предикат “
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 ‑ валюта (грошова одиниця) країни 
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”, де 
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 множині грошових одиниць, а 
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[image: image340.wmf]Î

 множині країн. Розглянути всі варіанти навішування кванторів на обидві змінні, дати словесну інтерпретацію отриманих висловлень і визначити їхню істинність.

Рішення:
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 ‑ однозмінний предикат (змінне висловлення) “будь-яка грошова одиниця є валютою країни 
[image: image342.wmf]y

”. Дане змінне висловлення хибне.
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‑ однозмінний предикат “ будь-якої країни 
[image: image344.wmf]y

грошова одиниця 
[image: image345.wmf]x

 є валютою ”. Дане змінне висловлення хибне.
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‑ однозмінний предикат “існує така грошова одиниця 
[image: image347.wmf]x

, що є валютою країни 
[image: image348.wmf]y

”. Дане змінне висловлення істинно для будь-якого значення вільної змінної 
[image: image349.wmf]y

.


[image: image350.wmf](

)

y

x

yP

,

$

‑ однозмінний предикат “існує така країна 
[image: image351.wmf]y

, валютою якої є грошова одиниця
[image: image352.wmf]x

”. Дане змінне висловлення істинно для будь-якого значення вільної змінної 
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.

Далі йдуть предикати нульової розмірності: 
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 ‑ “валютою будь-якої країни є будь-яка грошова одиниця”. Дане висловлення є хибним.
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 ‑ висловлення “існує така грошова одиниця 
[image: image357.wmf]x

, що є валютою будь-якої країни”. Дане висловлення є хибним.
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 ‑ висловлення “у будь-якої країни існує своя грошова одиниця”. Дане висловлення істинно.
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 ‑ висловлення “для будь-якої грошової одиниці існує така країна, де вона є її валюта”. Дане висловлення істинно.
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 ‑ висловлення “існує така країна, валютою якої є всі існуючі грошові одиниці”. Дане висловлення хибне.
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 ‑ висловлення “існує така грошова одиниця 
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 і існує така країна 
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, що 
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 є валютою країни 
[image: image366.wmf]y

”. Дані висловлення істинні.

Приклад 5.5. Нехай 
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 заданий на множині 
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Визначити істинність наступних формул: 
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Рішення: Формула 
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 ‑ істинна, тому що для кожного 
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 із множини 
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Формула 
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 ‑ істинна, тому що існує такий набір змінних, при якому змінне висловлення 
[image: image380.wmf](
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Формула 
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 ‑ хибна, тому що не існує такого значення 
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, щоб для всіх 
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 прямувало 
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Приклад 5.6. Визначити, чи є дані висловлення формулами логіки предикатів. Якщо так, то визначити вільні і зв'язані змінні:
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Рішення:


а) дане висловлення є формулою логіки предикатів. Змінні 
[image: image388.wmf]z
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 ‑ зв'язані, а змінна 
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 ‑ вільна.;


б) дане висловлення не є формулою логіки предикатів, тому що змінна 
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 в першій частині формули 
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 є зв'язаною, а в другій − 
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 є вільною;


в) дане висловлення є формулою логіки предикатів, тому що змінні 
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 зв'язані, а змінна 
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 ‑ вільна.

5.3. Операції над предикатами і кванторами.

Еквівалентні співвідношення


Розглянемо предикатні функції, що мають тільки зв'язані змінні, тобто функції, аргументи яких зв'язані або квантором спільності, або квантором існування.


Висловлення “для всіх 
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 властивість 
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 істинна” 
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 еквівалентне висловленню “кон’юнкція всіх значень предикатної функції дорівнює 1”. Тобто, квантор спільності означає кон’юнкцію всіх значень предикатної функції:                 
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Висловлення “існує хоча б одне таке значення 
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, що властивість 
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 істинна” 
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 еквівалентне висловленню “диз'юнкція всіх значень предикатної функції дорівнює 1”. Тобто, квантор існування означає диз'юнкцію всіх значень предикатної функції:         
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Квантори існування і спільності можна заперечувати і визначати один через інший використовуючи правила де Моргана:
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 EMBED Equation.3  [image: image404.wmf](
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Звідси прямує, що:      
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Осмислимо висловлене вище на наступному прикладі.

Приклад 5.7. Нехай 
[image: image408.wmf](
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 ‑ предикат “
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 ‑ парне число”, визначений на множині натуральних чисел. Виконати заперечення кванторів існування і спільності, дати словами інтерпретацію отриманих висловлень.

Рішення:
Тому що 
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, то предикатна функція приймає як істинні, так і хибні значення:
[image: image411.wmf](

)

0

1

=

P

, 
[image: image412.wmf](

)

1

2

=

P

, 
[image: image413.wmf](

)

0

3

=

P

, 
[image: image414.wmf](

)

1

4

=

P

, 
[image: image415.wmf](

)

0

5

=

P

…

Переконаємося в справедливості формули для заперечення квантора спільності:  
[image: image416.wmf](

)

xPx1

"=

 “не всі 
[image: image417.wmf]x

 ‑ парні числа” 
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 “існують такі
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, які є непарними числами” 
[image: image420.wmf](

)

1

=

$

=

x

P

x

.

Обидва висловлення істинні.

Переконаємося в справедливості формули для заперечення квантора існування:  
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, котре було б парним числом”
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 “усі 
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 є непарними числами”
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Обидва висловлення хибні.


Кон’юнктивна природа квантора спільності і диз'юнктивна природа квантора існування з погляду відношення еквівалентності накладають певні обмеження на використання їх разом з диз'юнкцією і кон’юнкцією як логічними операціями.


Легко переконатися в справедливості тотожностей:
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Приклад 5.8. Довести тотожність 
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Рішення: Нехай для визначеності предметна область предикатів складається із двох елементів 
[image: image429.wmf]a

 і 
[image: image430.wmf]b

 (у загальному випадку для областей, що містять 
[image: image431.wmf]n

 елементів, представлені докази будуть такими ж, але більш громіздкими). Тоді:        
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Друга тотожність доводиться аналогічно (перевірити самостійно).


Якщо кожний із предикатів замінити висловленням, то справедливими виявляються наступні співвідношення:
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Приклад 5.9. Довести тотожність 
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Рішення: Доведемо другу тотожність, надавши доведення першої читачеві:    
[image: image437.wmf](
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Тому що імплікація може бути подана через диз'юнкцію, то вірне співвідношення:        
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Доведемо його:
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Щоб зберегти відношення еквівалентності (при винесенні за дужки квантора існування при кон’юнкції і квантора спільності при диз'юнкції), коли дані два різних предикати, уводять додаткову змінну:
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[image: image444.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

b

B

a

B

b

A

a

A

Ú

Ù

Ú

=

.


Аналогічно діють і у випадках:
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В останньому з наведених співвідношень відзначимо наступне: квантори 
[image: image448.wmf]"

 і 
[image: image449.wmf]$

 можна переставляти місцями, тільки якщо вони незалежні, тобто ставляться до незалежних однозмінних предикатів!

Що до двозмінних предикатів, то за допомогою законів комутативності і асоціативності для кон’юнкції і диз'юнкції, можна довести справедливість наступних тотожностей:
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Приклад 5.10. Довести тотожність 
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Рішення:
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Вправи:


1. Записати (використовуючи прийняті позначення 
[image: image455.wmf]E
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 для предикатів суми, добутку і рівності відповідно) предикатною формулою пропозицію, що надає для довільних 
[image: image456.wmf]N
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 наступні властивості арифметики натуральних чисел:


а) комутативність додавання;


б) комутативність множення;


в) асоціативність додавання;


г) асоціативність множення;


д) дистрибутивність додавання щодо множення;


е) дистрибутивність множення щодо додавання;


ж) транзитивність рівності.


2. Записати предикатною формулою наступні пропозиції:


а) “кожна людина прагне знайти свою половину”;


б) “деякі люди мають витончений смак”;


в) “для всякого потенційного поля ротор дорівнює нулю”;


г) “сума довжин двох сторін трикутника завжди менше довжини його третьої сторони”;


д) “всі сторони ромба рівні”;


е) “будь-яка людина має батька”.


3. Розглянути всі можливі варіанти навішення кванторів на предикат 
[image: image457.wmf](
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 ‑ “книга 
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з бібліотеки 
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”. Дати словесні формулювання отриманих висловлень і визначити їхню істинність.


4. Нехай 
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 ‑ предикати суми і добутку відповідно, певні:


‑ на множині натуральних чисел з нулем 
[image: image462.wmf]0

N

;


‑ на множині всіх цілих чисел 
[image: image463.wmf]Z

.


З'ясувати, який зміст мають наступні формули, і на якої (з перерахованих) множині вони істинні:


а) 
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5. Визначити, чи є дані вираження формулами логіки предикатів. Якщо так, то визначити вільні і зв'язані змінні:
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[image: image468.wmf](

)

v

u

z

y

x

zP

u

x

,

,

,

,

$

$

"

;                   б) 
[image: image469.wmf](

)

(

)

z

y

x

yP

z

y

x

yP

,

,

,

,

2

1

"

Ù

$

;

в) 
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6. Нехай предикат 
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 задано на множині 
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Визначити істинність наступних формул:
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7. Довести тотожності:

а) 
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5.4. Логічна інтерпретація формул логіки предикатів

Як і у логіки висловлень, нас буде цікавити істинностне значення формул логіки предикатів. При логічній інтерпретації формул логіки предикатів можливі наступні ситуації: формула може бути здійсненною, загальнозначущою або суперечливою. Дамо відповідні визначення.

Визначення 5.8. Формула 
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 називається здійсненною в області 
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, якщо існує в даній області такий набір констант 
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 відповідних змінним 
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, що формула 
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 стає істинним висловленням. Формула 
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 називається просто здійсненною, якщо існує така область 
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, де формула здійсненна.

Визначення 5.9. Формула 
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 називається тотожно істинною (ТІ) в області 
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, якщо вона здійсненна в області 
[image: image575.wmf]M

 при будь-яких підстановках констант. Якщо формула 
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 тотожно істинна в будь-яких областях 
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, то її називають загальнозначущою. 

Визначення 5.10. Формула 
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 називається тотожно помилковою (ТП) в області 
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, якщо формула нездійсненна в області 
[image: image580.wmf]M

 при будь-яких підстановках констант. Якщо формула 
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 тотожно помилкова в будь-яких областях 
[image: image582.wmf]M

, то її називають суперечливою. 

Задача розпізнання загально значущості формул логіки предикатів набагато складніша, ніж у логіки висловлень, тому що в загальному випадку потужність множини областей 
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 нескінченна 
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[image: image585.wmf]M

. У загальному випадку ця проблема в логіки предикатів нерозв'язна!

Теорема Черча. У логіки предикатів не існує алгоритму, який для будь-якої формули встановлює, загальнозначуща вона чи ні.

Зауваження. В окремих випадках ця проблема має розв'язок. Наприклад, для формул логіки предикатів, що містять тільки однозмінні предикати, такий алгоритм існує.

Розглянемо інтерпретацію формул логіки предикатів не на всіх існуючих областях 
[image: image586.wmf]M

, а на конкретних моделях M.

Визначення 5.11. Моделлю M
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 ‑ основна множина моделі M, разом із заданою на ньому сукупністю предикатів 
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Наприклад, модель M
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 називають арифметикою натуральних чисел. Її основна множина 
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 ‑ множина натуральних чисел, а сигнатура включає предикати суми 
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, добутку 
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 і рівності 
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Аналогічно визначенням 5.8 ‑ 5.10 виявляють здійсненність, загально значимість і суперечливість формул на моделі M.

Приклад 5.11. Визначити істинність, хибність або здійсненність на моделі M 
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Рішення:
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 ‑ здійсненна на моделі M, тому що виявляє існування натурального значення 
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 ‑ ТІ на моделі M, тому що виявляє існування суми двох натуральних чисел. При підстановці будь-якого числа 
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 ТІ на моделі M, тому що виявляє тільки одне значення суми двох чисел. Дійсно, якщо 
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Приклад 5.12. Визначити істинність, хибність або здійсненність наступних формул:    а) 
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Рішення:
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 ‑ здійсненна. Наприклад, на моделі арифметики натуральних чисел M 
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 як предикат суми 
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, то формула істинна при 
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 як предикат добутку 
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, то формула істинна при 
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 ‑ натуральне число, і хибно – у протилежному випадку. 
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 ‑ ТІ формула, тому що вона істинна в будь-якій області 
[image: image639.wmf]M

. Довести це легко, згадавши про кон’юнктивну природу квантора спільності. При підстановці будь-якої константи 
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 з будь-якої області 
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 у формулу предикат 
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 ‑ТП-формула, тому що вона помилкова в будь-якій області 
[image: image647.wmf]M

. Довести це легко, згадавши про диз'юнктивну природу квантора існування. При підстановці будь-якої константи 
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 з будь-якої області 
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 у формулу предикат 
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Приклад 5.13. Нехай 
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 ‑ множина чисел, що належать інтервалу 
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 ”. Визначити, при яких значеннях предметних змінних у заданій інтерпретації наступні формули є істинними:
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Рішення:
а) при 
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 формула приймає значення “1” – істинно, тому що для кожного 
[image: image662.wmf]y

 із зазначеного інтервалу виконується нерівність 
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 формула приймає значення “0” – хибно, тому що, наприклад, для 
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б) логічна інтерпретація заданої предикатної формули наступна “існує таке число 
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 на інтервалі 
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 із цього інтервалу”. На даному інтервалі формула приймає значення “0”, тому що на ньому немає найбільшого числа, адже 
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в) логічна інтерпретація заданої предикатної формули наступна “для будь-якого числа 
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 з інтервалу 
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При доведенні істинності формул логіки предикатів можна також використовувати метод доведення від зворотного, який докладно було розглянуто у логіки висловлень. Будемо припускати, що предикатна формула хибна, тобто не для всіх предметних змінних вона істинна. Тоді існує такий набір констант замість предметних змінних, підстановка яких у формулу робить її хибною. Якщо прийняте припущення щодо хибності формули призвело до протиріччя, то формула - істинна. Проілюструємо використання цього прийому на прикладі.

Приклад 5.14. Довести істинність формули методом від зворотного:
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Рішення:
Припустимо, що формула хибна. Тобто не для всіх 
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 вона істинна. Тоді повинна існувати така константа 
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, підстановка якої у формулу робить її хибною, тобто 
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Вправи:

1. Визначити істинність, хибність або здійсненність на множині натуральних чисел з нулем 
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2. Визначити істинність, хибність або здійсненність на множині натуральних чисел з нулем 
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3. У заданій інтерпретації визначити, при яких значеннях вільної змінної формули 
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. З'ясувати, значення яких з них можна було вказати без обчислень?


6. Довести істинність формул методом від зворотного:
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5.5. Префіксна нормальна форма


Визначення 5.12. Префіксною нормальною формою (ПНФ) називається формула, що містить тільки операції диз'юнкції, кон’юнкції і заперечення; причому символ заперечення знаходиться тільки перед символом предикатів. Тобто ПНФ має вигляд: 
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 ‑ формула. 


У логіки предикатів для будь-якої формули існує еквівалентна їй префіксна нормальна форма. 


Вище (п. 5.3) виписані основні еквівалентні співвідношення логіки предикатів, причому частина з них доведена, а доведення інших ми надали читачеві. Випишемо і систематизуємо їх, для зручності використання останніх при одержанні ПНФ будь-якої предикатної формули. Отже, основні еквівалентні співвідношення такі:
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(12)

Процедура одержання ПНФ виглядає в такий спосіб:


а) використовуючи тавтології для виключення зв'язувань (п. 3.3), необхідно замінити операції імплікації і еквівалентності на диз'юнкцію, кон’юнкцію і заперечення;


б) використовуючи правила подвійного заперечення, правила де Моргана і еквівалентні співвідношення (1), (2), подати формулу логіки предикатів таким чином, щоб символи заперечення розташовувалися безпосередньо перед символами предикатів;


в) тому що квантор існування не дистрибутивний відносно кон’юнкції, а квантор спільності - щодо диз'юнкції, то для складних формул, що містять вираження виду   
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,   необхідно ввести нові змінні, які б дозволили використати еквівалентності (7) ‑ (10);


г) використовуючи всі представлені еквівалентні співвідношення, записати предикатні формули у вигляді ПНФ.


Приклад 5.15. Одержати ПНФ предикатної формули
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Рішення: Скориставшись правилом де Моргана одержимо
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використовуючи еквівалентні співвідношення (1) і (2), змістимо символи заперечення безпосередньо до символів предикатів
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Тому що квантор існування не дистрибутивний відносно кон’юнкції, уведемо нову змінну в другому предикаті:
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скориставшись еквівалентністю (11), одержимо:
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Тому що квантор спільності дистрибутивний відносно кон’юнкції, остаточно одержимо:         
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Отже, ПНФ вихідної предикатної формули має вигляд:
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Приклад 5.16. Одержати ПНФ предикатної формули
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Рішення: Використовуючи тавтології для виключення зв'язувань, замінимо імплікації
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за правилом подвійного заперечення маємо
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Скориставшись законами де Моргана, одержимо
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Відповідно до еквівалентності (1), перемістимо символ заперечення:


[image: image792.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

z

zP

y

x

yP

x

y

P

y

z

zP

y

x

yP

x

y

yP

3

2

1

3

2

1

,

,

"

Ú

"

"

Ù

"

=

"

Ú

"

"

Ù

$

.

Формула (2) дозволяє переписати вираження у вигляді: 
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Формула (8) : 
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Еквівалентне співвідношення (5) дозволяє міняти місцями квантори спільності:
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Використовуючи (12), остаточно одержимо: 
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Вправи:


1. Які із предикатних формул представлені у вигляді ПНФ:


а) 
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