3. ЛОГІКА ВИСЛОВЛЕНЬ

3.1. Основні визначення


Визначення 3.1. Висловлення – це розповідне речення, про яке можна сказати, що воно істинно або хибно. Істинність або хибність, приписувані висловленню, називаються його істинностним значенням.

Наприклад, речення “Сонце – це зірка”, “Балаклея – обласний центр України” є висловленнями, причому перше – істинно, а друге – хибно. А речення “котра година?”, “вивчите вірш” не є висловленнями.

У математичних міркуваннях і повсякденній мові часто зустрічаються речення, утворені видозміною деякого речення за допомогою слова не, або складені із простих речень за допомогою сполучників: і, або, якщо … то, тоді і тільки тоді, коли. Які називаються сентенційними сполучниками. На відміну від повсякденної мови, у математичній логіці зміст таких висловлень може бути визначений однозначно.

Визначення 3.2. Висловлення, що не містить сполучників, називається простим; висловлення, що містить сполучники, називається складним.

Будемо позначати висловлення буквами латинського алфавіту 
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Візьмемо наступні прості висловлення:
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“я встаю рано”;
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“я йду на роботу”.

За допомогою п'яти сентенційних сполучників можна утворити наступні складні висловлення:

‑ заперечення – це речення, видозмінене за допомогою слова не; позначається як 
[image: image9.wmf]A

, 
[image: image10.wmf]A
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. Наприклад, 
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“я не підіймаюся рано”;

‑ кон’юнкція – це речення, яке утворено з'єднанням двох простих речень за допомогою слова і; позначається як 
[image: image12.wmf]B
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. Наприклад, 
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“я підіймаюсь рано і йду на роботу”;

‑ диз'юнкція ‑ це речення, яке утворено з'єднанням двох простих речень за допомогою слова або; позначається як 
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. Наприклад,
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“я підіймаюсь рано або не йду на роботу”;

‑ імплікація ‑ це речення, яке утворено з'єднанням двох простих речень за допомогою слів якщо … то; позначається як 
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. Наприклад, 
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“якщо я підіймаюсь рано, то йду на роботу”;

‑ еквівалентність ‑ це речення, утворене з'єднанням двох простих речень за допомогою слів тоді і тільки тоді, коли; позначається як 
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. Наприклад,
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“я підіймаюсь рано тоді і тільки тоді, коли йду на роботу”.

Визначення 3.3. Символи 
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 називаються бінарними з'єднаннями, тому що вони з'єднують два висловлення, а символ ~ ‑ унарним з'єднанням, тому що застосовується тільки до одного висловлення.

Є ще одне бінарне з'єднання – що виключає або (нерівнозначність, додавання за модулем 2). Позначається як 
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, читається як “або 
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 або 
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”. Висловлення 
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 істинно, коли істинностні значення 
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 і 
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 не збігаються, і хибно – у протилежному випадку. 
Приклад 3.1. Представити логічними формулами наступні висловлення:

1) “Сьогодні не світить сонце”;

2) “Я піду гуляти або залишуся удома”;

3) “Спортсмен здобув перемогу і одержав заслужену нагороду”;

4) “Якщо цех перевиконає план, то робітники одержать премії”;

5) “Родину варто створювати тоді і тільки тоді, коли між молодими людьми є почуття любові і поваги”;

6) “На вулиці ясно або похмуро”;

7) “Якщо парубок зневажає фізичними вправами або годинами сидить за комп'ютером, то це спричиняє погіршення його самопочуття і погану поставу”.
Рішення:

1) Висловлення “Сьогодні не світить сонце” утворено запереченням висловленню “Сьогодні світить сонце”. Останнє позначимо через 
[image: image27.wmf]P

, тоді початкове висловлення є складним представимо логічною формулою: 
[image: image28.wmf]P
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2) Складне висловлення “Я піду гуляти або залишуся удома” утворено із двох простих, з'єднаних сполучником “або”:
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 ‑ “Я піду гуляти”;
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 ‑ “Я залишуся удома”. Отже, маємо логічну формулу 
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3) Складне висловлення “Спортсмен здобув перемогу і одержав заслужену нагороду” утворено із двох простих, з'єднаних сполучником “і”:
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 ‑ “Спортсмен здобув перемогу”;
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 ‑ “Спортсмен одержав заслужену нагороду”. Отже, маємо логічну формулу 
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4) Складне висловлення “Якщо цех перевиконає план, то робітники одержать премії”, утворено із двох простих, з'єднаних логічним сполучником “якщо … то”:
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 ‑ “Цех перевиконає план”;
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 ‑ “Робітники одержать премії”. Отже, маємо логічну формулу 
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5) Складне висловлення “Родину варто створювати тоді і тільки тоді, коли між молодими людьми є почуття любові і поваги” утворено із трьох простих, які з’єднані логічним сполучником «тоді і тільки тоді» і сполучником «і»:
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 ‑ “Родину варто створювати”;
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 ‑ “Між молодими людьми є почуття любові”;
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 ‑ “Між молодими людьми є почуття поваги”. Отже, маємо логічну формулу 
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6) Складене висловлення “На вулиці ясно або похмуро” утворено із двох простих:
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 ‑ “На вулиці ясно”;


[image: image43.wmf]Q

 ‑ “На вулиці похмуро”, з'єднаних сполучником “або”, очевидно в розділовому змісті, тобто “що виключає або” ‑ 
[image: image44.wmf]Å

, тому що одночасно на вулиці не може бути і ясно, і похмуро. Отже, маємо логічну формулу: 
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7) Складне висловлення “Якщо парубок зневажає фізичними вправами або годинами сидить за комп'ютером, то це спричиняє погіршення його самопочуття і погану поставу” розіб'ємо на прості:
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 ‑ “Парубок зневажає фізичними вправами”;
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 ‑ “Парубок годинами сидить за комп'ютером”;
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 ‑ “Виникає погіршення самопочуття”;
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 ‑ “Виникає погана постава”.

Логічна формула, що описує дане висловлення, буде мати вигляд:
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Прості висловлення можуть бути істинними або хибними незалежно друг від друга, але вони визначають значення складного висловлення. 

Таблиці істинності для розглянутих вище логічних формул дозволяють легко визначити значення складного висловлення. 

	Заперечення
	
	
	Кон’юнкція
	Диз'юнкція
	Імплікація
	Еквівалентність
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Висловлення 
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 істинно, коли висловлення 
[image: image60.wmf]P

 ‑ хибно, і хибно – у протилежному випадку. Наприклад, якщо 
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 ‑ “сьогодні холодно”, то 
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 ‑ “сьогодні не холодно”.

Висловлення 
[image: image63.wmf]Q

P

Ù

 істинно, коли обидва висловлення істинні, і хибно – у всіх інших випадках. Прикладом кон’юнкції може бути відповідь на питання: “При яких умовах учень, що закінчує школу, може бути студентом?”. Якщо прийняти за 
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 ‑ “одержати атестат зрілості”, а за 
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 ‑ “пройти конкурсний відбір у ВУЗ”, то учень буде студентом, коли одержить атестат зрілості і пройде конкурсний відбір 
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Висловлення 
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 хибно у випадку, коли обидва з простих висловлень хибні, і істинно ‑ у всіх інших випадках. Як приклад розглянемо наступні висловлення: 
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 ‑ “на вулиці йде дощ”, 
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 ‑ “хтось забув виключити душ”. Тоді 
[image: image70.wmf]Q
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 ‑ “я чую шум, видаваний водою”. Це можливо, якщо на вулиці йде дощ, або якщо хтось забув виключити душ, або при виконанні двох цих умов.

Висловлення 
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 хибно, якщо 
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 ‑ істинно, а 
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 ‑ хибно; і істинно у всіх інших випадках. Висловлення “якщо … то” носити пояснюючий характер. Пояснюючий характер імплікації пов'язаний із причинно-наслідковим відношенням, при якому 
[image: image74.wmf]P

 виступає в ролі заподій (посилки імплікації), а 
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 ‑ наслідку (висновку). Якщо 
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 ‑ “на вулиці йде дощ”, а 
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 ‑ “над моєю головою розкрита парасолька”, тоді 
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 ‑“я залишуся сухим” буде помилковим тільки в тому випадку, якщо на вулиці йде дощ, а парасолька не розкрита 
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Висловлення 
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 істинно, коли значення 
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 і 
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 збігаються, і хибно – у протилежному випадку. Тому що еквівалентність виражається через кон’юнкцію двох імплікацій 
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, то це відношення виникає при одночасному виконанні двох умов: “із 
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 прямує 
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” і “із 
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 прямує 
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”. 

Приклад. Привласнимо висловленням 
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 значення 1, якщо 
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 означають “дочка”, і 0, якщо 
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 і 
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 означають “син”. Тоді складне висловлення 
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 ‑ “у родині одностатеві діти” істинно тоді і тільки тоді, коли або 
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При запису складних висловлень у символічній формі часто виникає необхідність у використанні великої кількості дужок. Щоб усунути цю незручність вводять деякі угоди. Умовимося, що 
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 є найсильніше сполучення (тобто вона має найбільшу область дії), а за нею йде 
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. Далі – рівні по силі 
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 і 
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, а потім ~ ‑ найслабше сполучення. Необхідно пам'ятати, що спочатку виконуються більш слабкі сполучення, а потім - більш сильні.


Якщо істинностні значення простих компонентів відомі, то істинностне значення складного висловлення може бути визначене з використанням таблиць істинності.


Приклад 3.2. Визначити істинностне значення висловлення
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якщо 
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 і 
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 ‑ істинні 
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 ‑ хибно 
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Рішення: Визначення істинностного значення висловлення можна зробити швидко, якщо написати під кожним простим висловленням його істинностне значення, а істинностне значення кожного складного висловлення – під відповідним сполученням. Для зручності читання послідовні кроки можуть бути записані один під іншим:
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Звідси можемо зробити висновок: дане висловлення хибно.


Складне висловлення може приймати як істинне, так і хибне значення залежно від значень, приписуваним простим компонентам. Для того щоб однозначно вказати ті ситуації, коли складне висловлення є істинним, необхідно врахувати всі можливі ситуації. Із цією метою ми будемо будувати таблиці істинності складних висловлень, використовуючи таблиці істинності простих компонентів. Приведемо два еквівалентних способи побудови таблиці істинності складного висловлення. Перший полягає в тому, що складне висловлення ми розбиваємо на прості, і встановлюємо істинне значення кожного сполучення. А при другому способі ми записуємо істинностні значення під кожним сполученням. Проілюструємо обидва підходи на прикладі.


Приклад 3.3. Побудувати таблицю істинності висловлення 
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Рішення: Побудуємо таблицю істинності двома способами:
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Необхідно відзначити важливість розходження між мовою і метаязиком, між об'єктними і суб'єктними висловленнями. Якщо зневажати цими розходженнями, то можна прийти до протиріччя, називаному логічним парадоксом. Приведемо приклад відомого парадокса. Англійський логік Бертран Рассел розглянув таку притчу: “В одному селі жив перукар. Він голив всіх тих жителів села, хто не голився сам”. Рассел задався питанням: чи може перукар поголити самого себе? Його міркування наступні: якщо перукар захоче поголити себе самого, то як житель цього села, що голиться сам, не вправі цього зробити; але якщо перукар не стане голитися, то вже як житель села, що не голиться сам, він буде зобов'язаний себе поголити.

Викладемо зміст цього протиріччя формальною мовою. Позначимо 
[image: image124.wmf]A

 ‑ перукаря, а 
[image: image125.wmf]B

 ‑ жителя села. Нехай висловлення 
[image: image126.wmf](
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 означає “
[image: image127.wmf]A

 голить 
[image: image128.wmf]B

”. Тоді ситуація в селищі може бути описана двома метависловлюваннями:

1) якщо 
[image: image129.wmf](
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2) якщо 
[image: image131.wmf](
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[image: image132.wmf](
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Коли перукар розглядається як рядовий житель села 
[image: image133.wmf](
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, то обидва метависловлювання стають внутрішньо суперечливими:

1) якщо 
[image: image134.wmf](
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2) якщо 
[image: image136.wmf](
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[image: image137.wmf](
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Звідси ми можемо зробити висновок, що незважаючи на те, що 
[image: image138.wmf]A

, як і 
[image: image139.wmf]B

, є об'єктною змінною, її не можна ставити на один рівень із 
[image: image140.wmf]B

, тому що саме відносно 
[image: image141.wmf]A

 були сформульовані всі метависловлювання. Як висловлення 
[image: image142.wmf](
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 можна розглядати будь-які з відомих нам ситуацій: “
[image: image143.wmf]A

 вчить 
[image: image144.wmf]B

”; “
[image: image145.wmf]A

 співає для 
[image: image146.wmf]B

”; …, при цьому під 
[image: image147.wmf]A

 розуміємо вчителя, артиста, і т.п.

Вправи:

1. Які з наступних пропозицій є висловленнями? Укажіть їх істинностне значення:

а) Сьогодні - вівторок. 



б) На вулиці мороз.

в) Як пройти до бібліотеки? 


г) Все наше життя - гра!

д) У тайзі субтропічний клімат. 

е) Гамлет - принц датський.

ж) Як поживаєш? 



з) А чи не піти нам у ліс?

і) У городі бузина, а в Києві дядько.

2. Нехай 
[image: image148.wmf]A

, 
[image: image149.wmf]B

 і 
[image: image150.wmf]C

 позначають наступні висловлення:


[image: image151.wmf]A

 ‑ “Я поїду влітку до Криму”;


[image: image152.wmf]B

 ‑ “Я хочу поїхати до Криму”;


[image: image153.wmf]C

 ‑ “У мене є гроші”.

Записати в символьній формі наступні висловлення:

а) “Я хочу поїхати до Криму і я поїду влітку до Криму”;

б) “У мене немає грошей, тому я не поїду влітку до Криму”;

в) “У мене є гроші, але я не хочу їхати до Криму, і я не поїду влітку до Криму”;

г) “Я поїду влітку до Криму тоді і тільки тоді, коли у мене є гроші і я хочу поїхати до Криму”.

3. Нехай 
[image: image154.wmf]A

, 
[image: image155.wmf]B

 і 
[image: image156.wmf]C

 позначають наступні висловлення:


[image: image157.wmf]A

 ‑ “Я вчуся за контрактом”;


[image: image158.wmf]B

 ‑ “Я здам сесію вчасно”;


[image: image159.wmf]C

 ‑ “Я одержу стипендію”.

Записати в символьній формі наступні висловлення:

а) “Я не здам сесію вчасно”;

б) “Якщо я вчуся за контрактом, то не одержую стипендію”;

в) “Якщо я не вчуся за контрактом і здам сесію вчасно, то одержу стипендію”;

г) “Якщо я не вчуся за контрактом і не одержую стипендії, то сесію я здав не вчасно”;

д) “Я одержу стипендію тоді і тільки тоді, коли я здам сесію вчасно і я не вчусь за контрактом”.

4. Нехай 
[image: image160.wmf]A

, 
[image: image161.wmf]B

, 
[image: image162.wmf]C

,
[image: image163.wmf]D

 і 
[image: image164.wmf]E

 позначають наступні висловлення:


[image: image165.wmf]A

 ‑ “Я живу в маленькому місті”;


[image: image166.wmf]B

 ‑ “У нашому місті є театр”;


[image: image167.wmf]C

 ‑ “Я люблю театр”;


[image: image168.wmf]D

 ‑ “У мене є вільний час”,


[image: image169.wmf]E

 ‑ “Я можу ходити в театр щодня”.

Записати в символьній формі наступні висловлення:


а) “У мене немає вільного часу і я не можу ходити в театр щодня”;


б) “Я живу в маленькому місті, і в ньому немає театру, тому я не можу ходити в театр щодня”;


в) “Я не люблю театр або у мене немає вільного часу, тому я не можу ходити в театр щодня”;


г) “У нашому місті є театр, я люблю театр і можу ходити в театр щодня”;


д) “Я можу ходити в театр щодня тоді і тільки тоді, коли у нашому місті є театр, я люблю театр і у мене є вільний час”.

5. Нехай 
[image: image170.wmf]A

, 
[image: image171.wmf]B

 і 
[image: image172.wmf]C

 позначають наступні висловлення:


[image: image173.wmf]A

 ‑ “Я працюю в солідній фірмі”;


[image: image174.wmf]B

 ‑ “Я одержую високу зарплату”;


[image: image175.wmf]C

 ‑ “Я займаю високу посаду”.

Інтерпретуйте наступні висловлення як звичайні пропозиції:

а) 
[image: image176.wmf]B
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б) 
[image: image177.wmf](
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в) 
[image: image178.wmf](
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г) 
[image: image179.wmf](
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6. Нехай 
[image: image180.wmf]A

, 
[image: image181.wmf]B

 і 
[image: image182.wmf]C

 позначають наступні висловлення:


[image: image183.wmf]A

 ‑ “Я люблю грати в комп'ютерні ігри”;


[image: image184.wmf]B

 ‑ “У мене є комп'ютер”;


[image: image185.wmf]C

 ‑ “У мене є час для ігор”.

Інтерпретуйте наступні висловлення як звичайні пропозиції:

а) 
[image: image186.wmf]B
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б) 
[image: image187.wmf]A
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в) 
[image: image188.wmf]B
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г)
[image: image189.wmf](
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7. Побудуйте таблиці істинності для висловлень у вправах 2 ‑ 6.

8. Запишіть у символьній формі наступні складні висловлення:

а) “Якщо конкуренція серед виробників товарів народного споживання висока, то для залучення потенційних покупців фірмі-виробникові необхідно: підвищувати якість товару; грамотно вирішувати питання цінової політики; проводити акції;

б) “Для того щоб стати заможним, парубок може виграти велику суму коштів в казино або одержати роботу з високим заробітком. Якщо парубок задумає розбагатіти, граючи в казино, він ризикує програти все і стати жебраком. Якщо парубок вирішив зробити кар'єру, то йому необхідно одержати гарну освіту, багато працювати над собою, добре зарекомендувати себе. Робота з високою заробітною платнею - шлях до заможного життя”;

в) “Я хочу зробити подарунок Антону: комп'ютерні диски або квитки в кіно. Якщо я подарую Антону диски з новими комп'ютерними іграми, то Антон буде грати на комп'ютері всю ніч. Якщо Антон буде грати на комп'ютері всю ніч, він сильно утомиться, і я не зможу його побачити завтра. Я зможу завтра побачити Антона, тільки якщо подарую йому квитки в кіно.”

9. Знайти істинностне значення кожного з наступних висловлень:

а) 
[image: image190.wmf](
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б) 
[image: image194.wmf](
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в) 
[image: image198.wmf](
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, якщо 
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г) 
[image: image202.wmf](
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д) 
[image: image206.wmf](
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10. Скласти істинностну таблицю для кожного з наступних висловлень:

а) 
[image: image210.wmf](

)

P

Q

R

P

R

Ù

®

Ú

®

~

;

б) 
[image: image211.wmf](
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в) 
[image: image212.wmf](
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г) 
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д) 
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3.2. Істинностна функція

Обчислення висловлень призначене для аналізу логічних зв'язків між реченнями, які залежать тільки від побудови нових речень з вихідних за допомогою уже відомих нам сентенційних сполучників. Для такого аналізу необхідна наявність вихідної непустої множини простих речень і виконання наступних допущень:


а) кожне просте речення є висловленням, тобто кожному простому реченню можна поставити у відповідність його істинностне значення;

б) кожне з висловлень, що аналізуємо, складається із простих висловлень багаторазовим використанням сентенційних сполучників і приймає істинностне значення, випливаючи з наведених раніше таблиць істинності для сентенційних сполучень, відповідно до істинностних значень простих речень-висловлень.

Отже, нехай нам дана непуста множина простих висловлень 
[image: image215.wmf]A

,
[image: image216.wmf]B

 ,… Розширимо цю множину, приєднавши до неї всі ті висловлення, які можна утворити із простих, багаторазово і усілякими способами використовуючи різні сентенційні сполучники. Тобто, елементами розширеної множини будуть: 
[image: image217.wmf]A
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[image: image218.wmf]B
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[image: image220.wmf](
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;… Елементи цієї множини називають формулами, причому елементи вихідної множини – простими формулами (або компонентами), а інші – складними формулами.

Кожній простій формулі ставиться у відповідність один елемент із множини 
[image: image221.wmf]{
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. Істинностне значення складної формули визначається у відповідності із таблицями істинності для заперечення, диз’юнкції, кон’юнкції, імплікації і еквівалентності.

Якщо простими компонентами формули 
[image: image222.wmf]A

 служать 
[image: image223.wmf]1
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[image: image224.wmf]2
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, …, 
[image: image225.wmf]n
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, то для визначення істинностного значення формули 
[image: image226.wmf]A

 по істинностним значенням простих компонентів 
[image: image227.wmf]1
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[image: image228.wmf]2
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, …, 
[image: image229.wmf]n
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, необхідно побудувати таблицю істинності, що складає з 
[image: image230.wmf]n
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 рядків.

Визначення 3.4. Істинностна функція – це функцій від 
[image: image231.wmf]n

 аргументів, кожний з яких може приймати значення 1 або 0, і сама функція може приймати значення 1 або 0.

Позначати істинностні функції будемо як 
[image: image232.wmf](
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[image: image233.wmf](
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 і т.д.

Під істинностними функціями будемо розуміти елементи множини 
[image: image234.wmf]J

, що володіє наступними властивостями:

а) кожна з функцій 
[image: image235.wmf]p
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p

«

 ‑ елемент множини 
[image: image240.wmf]J

;

б) якщо функція 
[image: image241.wmf]f

 ‑ елемент множини 
[image: image242.wmf]J

, то елементом множини 
[image: image243.wmf]J

 буде і функція, отримана підстановкою 
[image: image244.wmf]f

 в якості змінної в кожну з функцій, перерахованих вище.

Як приклади можна привести наступні істинностні функції: 
[image: image245.wmf](
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3.3. Еквівалентні висловлення. Тавтології
Особливий інтерес у обчисленні висловлень представляють складні висловлення, що мають різну побудову, але приймають істинне значення в тих же самих випадках, тобто вони мають однакові таблиці істинності. Такі висловлення називають логічно еквівалентними. Наприклад, нехай 
[image: image247.wmf]P

 ‑ “на вулиці холодно”, 
[image: image248.wmf]Q

 ‑ “я легко одягнений”. Розглянемо висловлення - “невірно, що на вулиці холодно і я легко одягнений” ‑ 
[image: image249.wmf](
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 і висловлення - “на вулиці не холодно або я не легко одягнений” ‑ 
[image: image250.wmf]Q
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. Побудуємо таблиці істинності:
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У всіх чотирьох рядках істинностні значення складних формул збігаються, отже, два розглянутих висловлення – логічно еквівалентні.


Логічно еквівалентні висловлення 
[image: image255.wmf]A

 і 
[image: image256.wmf]B

 позначають як 
[image: image257.wmf]A

 eq 
[image: image258.wmf]B

.

З умовним висловленням – імплікацією 
[image: image259.wmf](
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 зв'язані ще три типи висловлень: конверсія, інверсія і контрапозиція. Визначаються вони в такий спосіб:


[image: image260.wmf]B
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 ‑ імплікація; 
[image: image261.wmf]A
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 ‑ конверсія висловлення 
[image: image262.wmf]B
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 ‑ інверсія висловлення 
[image: image264.wmf]B
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 ‑ контрапозиція висловлення 
[image: image266.wmf]B
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Приклад 3.4. Нехай дано висловлення-імплікація “Якщо він їсть вітаміни, то він здоровий”, тоді:

“Якщо він здоровий, то він їсть вітаміни”

‑ 
конверсія;

“Якщо він не їсть вітаміни, то він не здоровий”

‑ 
інверсія;

“Якщо він не здоровий, то він не їсть вітаміни”

‑ 
контрапозиція.

При побудові висловлення-імплікації і пов'язаних з ним конверсії, інверсії і контрапозиції важливий не порядок слів у висловленні, а те, яка частина висловлення є частиною “якщо”, а яка - частиною “то”.

Закон контрапозиції говорить, що імплікація і його контрапозиція логічно еквівалентні, у чому можна легко переконатися, зрівнявши їхні таблиці істинності. Еквівалентність і контрапозиція умовних висловлень мають у математиці велике значення, тому що найчастіше набагато простіше довести теорему від оберненого, чим дати її прямий доказ. Неважко також показати, що конверсія і інверсії імплікації також мають однакові таблиці істинності, а, отже, - еквівалентні. У той же час імплікація (або її контрапозиція) і конверсія (або інверсія) мають різні таблиці істинності. Нерозуміння цього факту приводить до побудови помилкових логічних міркувань.

Визначення 3.5. Висловлення, істинне при всіх розподілах простих компонентів, називається логічно істинним, загальнозначущим або тавтологією. Висловлення, хибне при всіх розподілах простих компонентів, називається логічно хибним або протиріччям. 

Добре нам відомим прикладом тавтології є аксіоми і теореми в математиці, тому що вони істинні завжди. 

Маючи логічно істинне висловлення – тавтологію, легко побудувати логічно хибне висловлення – протиріччя. Для цього досить взяти заперечення тавтології. Якщо 
[image: image267.wmf]A

 ‑ тавтологія, то 
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 ‑ протиріччя.

Для того щоб вирішити питання про те, дана формула 
[image: image269.wmf]A

 є тавтологією чи ні, необхідно розглянути її таблицю істинності. Формула 
[image: image270.wmf]A

 є тавтологією тоді і тільки тоді, коли її істинностне значення є 1 при кожному із 
[image: image271.wmf]n
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 приписаних простим компонентам, що входять у формулу 
[image: image272.wmf]A

, значенням 1 або 0.

Приклад 3.5. Чи є висловлення 
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 тавтологією?

Рішення: Розглянемо таблицю істинності даного висловлення:
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Як прямує з таблиці істинності, при кожному з 
[image: image277.wmf]4
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 розподілі значень простих компонентів, формула, що описує дане висловлення, приймає значення 1. Отже, дане висловлення є тавтологією.


Незважаючи на те, що метод установлення загальної значимості формул за допомогою дослідження їхніх таблиць істинності громіздкий і стомлюючий, він завжди дає відповідь на поставлене питання. 


Нижче представимо список деяких тавтологій. Їх запам'ятовувати немає необхідності, цей список буде використовуватися нами як довідковий матеріал. Для самостійної роботи студентам може бути запропоновано перевірити представлені тавтології шляхом побудови їхніх таблиць істинності.


Тавтологічні імплікації:
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Тавтологічні еквіваленції:
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Тавтологїі для виключення зв'язувань:
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Замість того, щоб для обчислення істинностного значення формули, користуватися таблицями істинності, можна вдатися до арифметичних процедур. Для цього приймають деякі угоди, а саме:


1. Формула інтерпретується як істинностна функція, де кожен простий компонент розглядається як змінна, котрої можна приписати значення 1 або 0.


2. Суми і добутки доданків і співмножників 1 і 0, що входять у формули, обчислюються як у звичайній арифметиці, за винятком 1+1=0.


Легко перевірити (за допомогою таблиць істинності), що основні істинностні функції задаються наступними формулами:
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У цих термінах тавтологіями є ті істинностні функції, які тотожно рівні нулю. 


Приклад 3.6. Довести, що формула 
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 є тавтологією, не використовуючи таблицю істинності.


Рішення: Виконаємо ряд перетворень:
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, то другий і третій доданки дорівнюють нулю, отже, 
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.  Отже, дана формула є тавтологією.


Помітимо, що в даній алгебрі 
[image: image327.wmf]A
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 і 
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 тотожно дорівнюють нулю, що істотно полегшує спрощення довгих виражень.


Вправи:

1. Для даного висловлення сформулюйте конверсію, інверсію і контрапозицію:


а) “Якщо мені вдасться укласти вигідну угоду, то фірма виплатить мені премію”;

б) “Якщо парубок одержав паспорт, то він повнолітній”;

в) “Якщо я не буду працювати, то мені нема чого буде їсти”;


г) “Якщо я не здам сесію, то мене відрахують із інституту”;


д) “Якщо ти маєш гарну освіту, то в тебе великі шанси зробити блискучу кар'єру”.


2. Перевірити, чи є наступні висловлення еквівалентними:


а) 
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3. Перевірити тавтологічні імплікації:


а) використовуючи таблиці істинності;


б) не використовуючи таблиці істинності.

4. Перевірити тавтологічні еквіваленції:


а) використовуючи таблиці істинності;


б) не використовуючи таблиці істинності.

5. Перевірити тавтології для виключення сполучень:


а) використовуючи таблиці істинності;


б) не використовуючи таблиці істинності.

3.4. Основні схеми побудови логічно правильних

міркувань. Логічний наслідок

При вивченні математики ми найчастіше зіштовхуємося з теоремами і їхніми доказами. При цьому теореми являють собою істинні твердження. У математичних системах вся необхідна інформація повинна утримуватися в аксіомах і раніше доведених теоремах. Розвиваючи конкретний розділ знань, можна не включати в його розгляд всі аксіоми і раніше доведені теореми. Замість цього доведені теореми можна прийняти за аксіоми. Важливо, що логічні правила, які використають для висновку нових теорем з аксіом і раніше доведених теорем, не породжують як теореми хибні висловлення. Ці логічні правила називаються правилами висновку або схемами логічно правильних міркувань.


Визначення 3.6. Одержання нових знань із уже наявних, виражених у формі висловлення, називається умовивід або міркування. При цьому вихідні висловлення, твердження називаються гіпотезами або засновками, а одержувані – висновком або логічним наслідком.


Визначення 3.7. Правильним умовиводом називається таке міркування, висновок (логічний наслідок) якого є істинний щораз, коли істинні його гіпотези.


Умовивід звичайно представляють у вигляді
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 ‑ гіпотези, 
[image: image341.wmf]C

 ‑ висновок, а символ “
[image: image342.wmf]\

 ” означає “отже”.


Правильність (або істинність) побудованого умовиводу можна перевірити двома способами, а саме:


‑ за допомогою таблиці істинності можна показати, що висновок істинний щораз, коли істинні гіпотези;


‑ за допомогою логічних правил можна довести істинність висновку.


При перевірці правильності міркувань за допомогою таблиць істинності, варто звернути увагу, що міркування з посилками 
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 висновком 
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 істинно тоді й тільки тоді, коли висловлення 
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є тавтологія, при цьому порядок проходження посилок не важливий.


Існує і інший підхід до перевірки логічності складного міркування за допомогою таблиці істинності. Необхідно пам'ятати, що умовивід є істинним, якщо одиниці наслідку 
[image: image346.wmf]C

 накривають всі одиниці узагальненої посилки 
[image: image347.wmf]H

, що є кон’юнкцією всіх гіпотез 
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Перелічимо деякі, найпоширеніші правила висновку (схеми логічно правильних міркувань): 


1. Правило відділення (Modus Ponens):


[image: image349.wmf]B

A

B

A

\

®



“Якщо з висловлення 
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 прямує висловлення 
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 і висловлення 
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 істинно, то істинно і 
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”.


2. Правило заперечення (Modus Tollens):
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“Якщо із 
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 прямує 
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, але висловлення 
[image: image357.wmf]B

‑ хибне, то хибне і 
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”.

3. Правила ствердження-заперечення (Modus Ponendo-Tollens):
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“Якщо істинно або висловлення 
[image: image361.wmf]A

, або висловлення 
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 (у розділовому змісті) і істинне одне з них, то інше ‑ хибне”.


4. Правила заперечення-ствердження (Modus Tollen-Ponens):


а)
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“Якщо істинне або висловлення 
[image: image365.wmf]A

, або висловлення 
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 (у розділовому змісті) і хибне одне з них, те істинне інше”;


б)
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“Якщо істинне висловлення 
[image: image369.wmf]A

, або висловлення 
[image: image370.wmf]B

 (у нерозділовому змісті) і хибне одне з них, то істинне інше”.


5. Правило силогізму (правило транзитивності):
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“Якщо із 
[image: image372.wmf]A

 прямує 
[image: image373.wmf]B

, а із 
[image: image374.wmf]B

 прямує 
[image: image375.wmf]C

, то із 
[image: image376.wmf]A

 прямує 
[image: image377.wmf]C

”.


6. Правило розширення:
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“Якщо 
[image: image379.wmf]A

 істинне, то істинне 
[image: image380.wmf]A

 або 
[image: image381.wmf]B

”.


7. Правило спеціалізації:
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“Якщо істинна кон’юнкція 
[image: image383.wmf]A

 і 
[image: image384.wmf]B

, то істинне кожне з висловлень”.


8. Правило кон’юнкції:


[image: image385.wmf]B
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“Якщо істинні і 
[image: image386.wmf]A

, і 
[image: image387.wmf]B

, то істинна і їх кон’юнкція”.


9. Закон протиріччя:
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“Якщо із 
[image: image389.wmf]A

 прямує 
[image: image390.wmf]B

 і 
[image: image391.wmf]B

~

, то 
[image: image392.wmf]A

 ‑ хибне”.


10. Правило контрапозиції:
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“Якщо із 
[image: image394.wmf]A

 прямує 
[image: image395.wmf]B

, то з того, що хибне 
[image: image396.wmf]B

, прямує, що хибне 
[image: image397.wmf]A

”.


11. Правило складної контрапозиції:


[image: image398.wmf](
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“Якщо з 
[image: image399.wmf]A

 і 
[image: image400.wmf]B

 прямує 
[image: image401.wmf]C

, то з 
[image: image402.wmf]A

 і 
[image: image403.wmf]C

~

 прямує 
[image: image404.wmf]B

~

”.


Приведемо ще кілька правил умовиводів без пояснень.


12. Правило перетину:


[image: image405.wmf](
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13. Правило вибору:


[image: image406.wmf](
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14. Правило, виключаюче вибір:


[image: image407.wmf](
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15. Правило імпортації (об'єднання посилок):


[image: image408.wmf](
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16. Правило експортації (роз'єднання посилок):


[image: image409.wmf](
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17. Правило зведення до абсурду:


[image: image410.wmf](
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18. Правила дилем:

а) 


б)


в) 


г)


[image: image411.wmf]C

B

A

C

B

C

A

\

Ú

®

®




[image: image412.wmf]A

C

B

C

A

B

A

~

~

~

\

Ú

®

®




[image: image413.wmf]D
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Для того, щоб перевірити, чи є представлене міркування правильним, необхідно відновити схему міркувань і з'ясувати, чи належить він до схем логічно правильних міркувань. Варто помітити, що така перевірка ускладнюється тим, що схем логічно правильних міркувань нескінченно багато (ми привели лише найбільш використовувані). Тому для перевірки правильності міркувань може бути використаний метод доказу від протилежного (правила 9, 17). Він полягає в наступному: допускаємо, що істинним є заперечення нашого висновку при істинності всіх гіпотез; потім намагаємося прийти до протиріччя. Якщо це вдається, то наш висновок - істинний, якщо ні - хибний.


Приклади перевірки правильності умовиводів.


Приклад 3.7. Установити правильність умовиводу: “Якби не було дощу, ми б сходили в ліс, і в нас було б багато грибів. Дощу не було, і ми сходили в ліс. Отже, у нас багато грибів”.


Рішення: Позначимо: 
[image: image415.wmf]A

 ‑ “немає дощу”; 
[image: image416.wmf]B

 ‑ “сходили в ліс”; 
[image: image417.wmf]C

 ‑ “у нас багато грибів”. Тоді умовивід приймає вид:


[image: image418.wmf](
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Скористаємося таблицею істинності і перевіримо, чи буде висловлення 
[image: image419.wmf](
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 тавтологією.

	
[image: image420.wmf]A


	
[image: image421.wmf]B


	
[image: image422.wmf]C
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)

(

)

(

)

(

)

C

B

A

C

B

A

®

Ù

Ù

Ù

®



	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1

	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1



Як прямує з таблиці, дане висловлення є тавтологією, тобто умовивід - правильний.


Приклад 3.8. Установити правильність умовиводу:


а) “Я піду в театр або залишуся у будинку. Я залишився у будинку. Отже, я не пішов у театр”;


б) “Якщо я уважно слухаю лекції, то в мене відмінний конспект. Якщо в мене відмінний конспект, то мені легко буде здати залік. Отже, якщо я уважно слухаю лекції, то мені легко буде здати залік”;


в) “Якщо розроблений мною проект здасться цікавим директору, то мене чекає підвищення по службі. Якщо мене чекає підвищення по службі, то буде збільшення окладу; я нарешті-то зможу купити машину. Отже, якщо мій проект здасться директору цікавим, і він підвищить мені оклад, то я зможу купити машину”;


г) “Як правило, у вихідні Маша і Даша ходять друг до друга у гості. Маша не пішла до Даші. Отже, Даша не пішла в гості до Маші”.


Рішення: Для перевірки правильності міркувань, скористаємося основними схемами логічно правильних міркувань, для цього перепишемо символічно висловлення у відповідності із уведеними позначеннями:


а) 
[image: image424.wmf]A

 ‑ “я піду в театр”, 
[image: image425.wmf]B

 ‑ “я залишуся у будинку”, тоді висловлення приймає вигляд, що відповідає правилу «ствердження-заперечення», що є істинним:


[image: image426.wmf]A
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б) 
[image: image427.wmf]A

 ‑ “я уважно слухаю лекції”, 
[image: image428.wmf]B

 ‑ “у мене відмінний конспект”, 
[image: image429.wmf]C

 ‑ “мені легко буде здати іспит”, тоді висловлення приймає вид, що відповідає правилу «транзитивності (силогізму)», а, отже, є істинним:


[image: image430.wmf]C
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в) 
[image: image431.wmf]A

 ‑ “мій проект здасться цікавим”, 
[image: image432.wmf]B

 ‑ “мене чекає підвищення по службі”, 
[image: image433.wmf]C

 ‑ “мене чекає збільшення окладу”, 
[image: image434.wmf]D

 ‑ “я зможу купити машину”. Символічний запис відповідає правилу «перетину», що є істинним:


[image: image435.wmf](
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г) 
[image: image436.wmf]A

 ‑ “Маша пішла в гості до Даші”, 
[image: image437.wmf]B

 ‑ “Даша пішла в гості до Маші”. Символічний запис висловлення суперечить правилу «заперечення-ствердження», і, отже, дане висловлення - хибне:


[image: image438.wmf]B
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Приклад 3.9. Установити, які з умовиводів правильні: “Ми зібралися із друзями в похід. Погода мінлива, ми не знаємо холодно буде або пекуче. Якщо буде холодно, я можу простудитися. Якщо я візьму теплі речі, мій рюкзак буде важкий, і я дуже утомлюся. Якщо я викладу частину провізії, то рюкзак не буде таким важким, але я буду голодний. Я не хочу бути голодним. Отже: якщо буде холодно, і я не хочу простудитися і ходити голодним, то мені доведеться нести важкий рюкзак; якщо я не утомився і не простудився, то було тепло; якщо я не був голодний і мій рюкзак не був важким, то або було пекуче, або було холодно і я простудився”.


Рішення. Уведемо позначення:



[image: image439.wmf]A

 ‑ “буде холодно”, 
[image: image440.wmf]B

 ‑ “буде пекуче”, 
[image: image441.wmf]C

 ‑ “я можу простудитися”, 
[image: image442.wmf]D

 ‑ “ я візьму теплі речі”, 
[image: image443.wmf]E

 ‑ “мій рюкзак буде важкий”, 
[image: image444.wmf]F

 ‑ “я утомлюся”, 
[image: image445.wmf]G

 ‑ “я викладу частину провізії”, 
[image: image446.wmf]H

 ‑ “я буду голодний”. Тоді міркування і наведені три наслідки виглядають у такий спосіб:
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Доказ будемо проводити від оберненого (зводити до абсурду): будемо вважати, що висновок хибний, а кожна з посилок - істинна, і якщо у своїх міркуваннях ми прийдемо до протиріччя, то висновок - істинний, у противному випадку - хибний.


Розглянемо кожне з висновків окремо:


а) 

[image: image448.wmf](
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Будемо вважати, що 
[image: image449.wmf](
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 хибне, це можливо тільки якщо 
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. Знаючи таблицю істинності для кон’юнкції, вимагаємо, щоб 
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, що не суперечить останньої з посилок. Але в такому випадку посилка 
[image: image456.wmf]C
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 приймає значення 0, що суперечить нашим міркуванням. Отже, висновок є істинним;


б) 
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Будемо вважати, що 
[image: image458.wmf](
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 хибне. Це можливо, тільки якщо 
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[image: image464.wmf]0

=

B

, прямує, що 
[image: image465.wmf]1
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. Але в такому випадку посилка 
[image: image466.wmf]C
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 приймає значення 0, що суперечить нашим міркуванням. Отже, висновок є істинним;


в) 

[image: image467.wmf](
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Будемо вважати, що 
[image: image468.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

=

Ù

Å

®

Ù

C

A

B

E

H

, що можливо тоді і тільки тоді, коли 
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 у двох випадках, або якщо 
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Якщо 
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, отже, і перша, і друга посилка істинні. Протиріччя немає.


Якщо 
[image: image483.wmf]0
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, отже, і перша, і друга посилка істинні. Протиріччя немає.


У такому випадку можемо зробити висновок, що наведений висновок є хибним.


Вправи:


1. Установити правильність умовиводів за допомогою правил висновку:


а) “Хто рано встає, тому Бог подає. Я рано встав. Отже, мені Бог подасть”;


б) “Буде хліб, буде і пісня. Немає хліба. Отже, немає пісні”;


в) “Я можу піти у відпустку або в червні, або в липні. Я піду у відпустку в червні. Отже, я не піду у відпустку в липні”;


г) “Викладач поцікавився, яку мову я вивчав у школі: англійську або французьку? Я відповів, що не знаю французької. Викладач вирішив, що я вивчав англійську”;


д) “Якщо Ганна пройде співбесіду, то буде прийнята в штат нашої фірми. Якщо Ганна буде прийнята в штат нашої фірми, ми станемо співробітниками. Якщо Ганна пройде співбесіду, то ми станемо співробітниками”;


є) “Якщо я прошу його відповісти чесно, то він говорить мені “так”, якщо я прошу його відповісти чесно, то він говорить мені “ні”. Напевно, він мені бреше”;


ж) “Якщо співак популярний, то він збирає величезні зали шанувальників. Якщо співак не може зібрати величезні зали, то він не популярний”;


з) “Мама пояснює маляті. Якщо ти хочеш піти зі мною в гості, то обіцяй поводитися добре, тоді я візьму тебе із собою. Отже, якщо ти хочеш іти в гості і обіцяєш добре поводитися, то я візьму тебе із собою”;


і) “Якщо я поїду на трамваї № 11, я потраплю в парк; якщо я сяду в маршрутку № 3, я потраплю в парк. Я поїду або на трамваї № 11, або в маршрутці № 3. Отже, я потраплю в парк”.


2. Установити правильність умовиводів за допомогою таблиць істинності:

а) 
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3. Установити правильність умовиводів доказом від оберненого (зведення до абсурду):
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4. АЛГЕБРА ЛОГІКИ
4.1. Логічні функції. Основні визначення


Алгебра логіки є самостійним розділом математичної логіки. Предметом її вивчення є побудова складних логічних висловлень, що представляють логічними формулами, і методів установлення їхньої істинності.


Нехай 
[image: image506.wmf]{
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 ‑ бінарна множина, елементами якого є 0 і 1, що не мають арифметичного змісту, логічна інтерпретація яких є “істинно”, “хибно” або “так”, “ні”.


Визначення 4.1. Алгебра, утворена множиною 
[image: image507.wmf]B

 разом з усіма можливими операціями на ньому, називається алгеброю логіки. При цьому множина 
[image: image508.wmf]B

 називається основною множиною або носієм алгебри.


Визначення 4.2. Функцією алгебри логіки (або логічною функцією, булевою функцією) 
[image: image509.wmf]f

 від 
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 змінних 
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 називається 
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-вимірна логічна операція на множині 
[image: image513.wmf]B

. Тобто, 
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. Логічна функція - функція від логічних змінних також може приймати тільки два логічних значення 0 або 1.


Множину всіх логічних функцій будемо позначати як 
[image: image515.wmf]2
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. Множину всіх логічних функцій 
[image: image516.wmf]n

 змінних ‑ 
[image: image517.wmf](
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Визначення 4.3. Логічною формулою називається формула, що складається з букв, знаків логічних операцій і дужок. При цьому букви позначають логічні змінні. Кожна формула задає логічну функцію.

Будь-яку логічну функцію можна задати або логічною формулою, або за допомогою таблиці істинності. 

При визначенні логічної функції за допомогою таблиці істинності, у таблиці ліворуч виписуються всі можливі набори значення логічних змінних, а праворуч – значення функції, що відповідають цим наборам. Набір значень змінних, при якому 
[image: image518.wmf](
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, називається одиничним набором функції, набір значень змінних, при якому 
[image: image519.wmf](
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, називається нульовим набором функції.

Число всіх можливих наборів, що розрізняються, логічної функції 
[image: image520.wmf](

)

n

x

x

x

f

,...,

,

2

1

 від 
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 змінних дорівнює 
[image: image522.wmf]n

2

. Ця множина з 
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 наборів є областю визначення логічної функції. Число всіх різних функцій 
[image: image524.wmf]n

 змінних дорівнює числу можливих розміщень нулів і одиниць у стовпці таблиці з 
[image: image525.wmf]n

2

 рядками, тобто 
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Визначення 4.4. Змінна 
[image: image527.wmf]i
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 логічної функції 
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 називається несуттєвою (або фіктивною), якщо 
[image: image529.wmf](
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 при будь-яких значеннях інших змінних, тобто зміна 
[image: image531.wmf]i
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 в будь-якому наборі значень 
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 не міняє значення функції.

Нехай змінна 
[image: image533.wmf]i
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 є фіктивною для функції 
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. Вилучимо з таблиці істинності стовпець аргументу 
[image: image535.wmf]i
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. Тобто, буде отримана нова таблиця для функції 
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 змінної, котру позначимо як 
[image: image537.wmf](
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. Отже, функція 
[image: image538.wmf]g

 отримана з функції 
[image: image539.wmf]f

 шляхом вилучення фіктивної змінної.

Визначення 4.5. Дві функції називають рівними, якщо одну можна одержати з іншої шляхом вилучення або додавання фіктивних змінних.

Логічних функцій однієї змінної 
[image: image540.wmf]4
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. Множина всіх логічних функцій однієї змінної представлене в табл. 4.1.

Таблиця 4.1.
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Тут 
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 константи 0 і 1 відповідно. Значення цих функцій не залежить від змінної 
[image: image548.wmf]x

, отже, змінна 
[image: image549.wmf]x

 тут є фіктивною. Функції 
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 ‑ повторення змінної, 
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 ‑ заперечення змінної.

Логічних функцій двох змінних 
[image: image552.wmf]16
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. Множина всіх логічних функцій двох змінних представлене в табл. 4.2.

Таблиця 4.2.
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Дамо визначення функцій, наведених у табл. 4.2:
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 ‑ кон’юнкція;
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 ‑ заперечення імплікації;
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‑ повторення 
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 ‑ заперечення коімплікації;
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 ‑ повторення 
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 ‑ додавання за модулем 2;
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 ‑ диз'юнкція;
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 ‑ стрілка Пірса;
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 ‑ еквівалентність;
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 ‑ заперечення 
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 ‑ коімпликація;
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 ‑ заперечення 
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 ‑ імплікація;
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 ‑ штрих Шеффера;
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 ‑ константа 1.


Як можна помітити, з 16 функцій двох змінних, шість мають фіктивні змінні:
‑ у функціях 
[image: image591.wmf]0
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 і 
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 фіктивні змінні 
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‑ у функціях 
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 і 
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 фіктивна змінна 
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‑ у функціях 
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 і 
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 фіктивна змінна 
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Визначення 4.6. Суперпозицією функцій 
[image: image601.wmf]n
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 називається функція 
[image: image602.wmf]f

, яка отримана за допомогою підстановок цих функцій друг у друга і перейменування змінних.


Наприклад, 
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 являє собою суперпозицію функцій.


Приклад 4.1. Нехай 
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 і 
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 означає кон’юнкцію, 
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 ‑ диз'юнкцію, 
[image: image607.wmf]3

f

 ‑ імплікацію, 
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 ‑ додавання за модулем 2. Представити функцію формулою і обчислити значення функції на наборі 
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Рішення: 
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Обчислимо значення 
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 на наборі 
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Тобто, при даному наборі змінних функція істинна.


Приклад 4.2. Обчислити значення функції 
[image: image615.wmf](
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 на наборі 
[image: image616.wmf](
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Рішення: Скористаємося табл. 4.2: 
[image: image617.wmf](
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. Тобто, при даному наборі змінних функція істинна.


Визначення 4.7. Еквівалентними, або рівносильними, називаються формули, що подають ту саму функцію. Еквівалентність формул в алгебрі логіці позначається символом “=”. 


Для того, щоб установити еквівалентність формул, потрібно скласти їхні таблиці істинності, і зрівняти їх по кожному наборі змінних.


Приклад 4.3. Довести еквівалентність формул 


[image: image620.wmf](

)

(

)

2

1

2

1

2

1

x

x

x

x

x

x

Ù

Ú

Ù

=

Å

.


Рішення: Складемо таблиці істинності наведених формул.
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Як бачимо, таблиці істинності формул 
[image: image625.wmf]2
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 збігаються. Звідси робимо висновок, що формули еквівалентні.

Використовуючи таблиці істинності можна довести наступні логічні еквівалентності (закони логіки Буля):


1. Закони ідемпотентності: 
[image: image627.wmf]x
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2. Закон подвійного заперечення: 
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3. Властивості комутативності: 
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4. Властивості асоціативності: 
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5. Властивості дистрибутивності: 
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6. Закони де Моргана: 
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7. Властивості констант: 
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8. Закон протиріччя: 
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9. Закон виключення третього: 
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10. Закон поглинання: 
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)

x

x

y

x

=

Ú

Ù

.


11. Закон склеювання: 
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12. Закон узагальненого склеювання: 
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13. Розкриття імплікації і еквівалентності:
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Тотожні перетворення становлять величезний інтерес у задачах по спрощенню формул. Тому що формули найчастіше являють собою суперпозицію інших формул і функцій, то можна говорити про входження у формули інших формул, називаних підформулами. Тобто, при виконанні тотожних перетворень будь-які підформули можна заміняти еквівалентними їм. 


Приклад 4.4. Використовуючи закони логіки Буля, спростити формулу
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Рішення:
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властивості констант


Вправи:


1. Нехай 
[image: image657.wmf]1

f

 означає кон’юнкцію, 
[image: image658.wmf]2

f

 ‑ диз'юнкцію, 
[image: image659.wmf]3

f

 ‑ імплікацію, 
[image: image660.wmf]4

f

 ‑ додавання за модулем 2. Представити функцію формулою і обчислити значення функції на зазначеному наборі:


а) 
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[image: image668.wmf](
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2. Скласти таблиці істинності функцій, заданих формулами:


а) 
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б) 
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е) 
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3. Обчислити значення функцій на зазначених наборах:


а) 
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[image: image686.wmf](
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4. Використовуючи таблиці істинності, довести еквівалентність законів алгебри логіки.


5. Скориставшись законами логіки Буля, максимально спростити вираження. За допомогою таблиць істинності порівняти початкове вираження зі спрощеним:


а) 
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б) 
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в) 
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д) 
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4.2. Булева алгебра. Зроблені нормальні форми


Як ми вже показали, одна і та ж сама логічна функція може бути представлена формулами, що включають різні набори логічних операцій. Виявляється, існують такі набори логічних функцій (операцій над логічними змінними), за допомогою яких можна визначити будь-які інші логічні функції. 


Визначення 4.8. Система функцій 
[image: image693.wmf]S

 називається функціонально повною (або базисом), якщо будь-яка булева функція може бути представлена у вигляді формули, що складається тільки з функцій цієї системи.


Існує ряд функціонально повних систем логічних функцій, наприклад, 
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 і ін. На деяких з них ми зупинимося докладніше нижче.


Найбільш вивченим і використовуваним є базис 
[image: image703.wmf]{
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. Формули, що містять тільки знаки функцій кон’юнкції, диз'юнкції і заперечення називаються булевими.

Визначення 4.9. Алгебра 
[image: image704.wmf](
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, основною множиною якої є множина всіх логічних функцій 
[image: image705.wmf]2

P

, а операціями ‑ кон’юнкція, диз'юнкція і заперечення, називається булевою алгеброю логічних функцій. Операції і формули булевої алгебри називаються булевими.

Система операцій булевої алгебри 
[image: image706.wmf]{

}

~

,

,

Ú

Ù

 функціонально повна. Отже, перехід від табличного завдання будь-якої логічної функції до булевої формули завжди можливий.


Теорема 4.1. Усяка логічна функція може бути представлена булевою формулою, тобто як суперпозиція кон’юнкції, диз'юнкції і заперечення.


Наслідок 1. Усяка логічна функція може бути представлена формулою:
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яку називають зробленою диз'юнктивною нормальною формою (ЗДНФ).


Тут диз'юнкція береться по всіх наборах 
[image: image708.wmf](
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[image: image709.wmf]1
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. ЗДНФ функції 
[image: image710.wmf]f

 містить стільки диз'юнкцій, скільки одиниць у таблиці 
[image: image711.wmf]f

; кожному одиничному набору 
[image: image712.wmf](
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 відповідає кон’юнкція всіх змінних, у яких 
[image: image713.wmf]i

x

 узято із запереченням, якщо 
[image: image714.wmf]0
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 і без заперечення, якщо 
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Існує взаємно однозначна відповідність між таблицею функції 
[image: image716.wmf]f

 і її ЗДНФ. Отже, ЗДНФ для всякої логічної функції єдина.


Приклад 4.5. Записати ЗДНФ функції, заданою таблицею.
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Рішення:
Виділимо набори змінних, якім відповідають одиничні значення функції. ЗДНФ даної функції має вигляд: 
[image: image721.wmf](
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Зауваження 1. Єдина функція, що не має ЗДНФ - це константа 0, тому що не має жодного одиничного набору в таблиці істинності.

Наслідок 2. Усяка логічна функція може бути представлена формулою


[image: image722.wmf](
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яку називають зробленою кон’юнктивною нормальною формою (ЗКНФ).


Тут кон’юнкція береться по всіх наборах 
[image: image723.wmf](
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. ЗКНФ функції 
[image: image725.wmf]f

 містить стільки кон’юнкцій, скільки нулів у таблиці 
[image: image726.wmf]f

; кожному нульовому набору 
[image: image727.wmf](
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 відповідає диз'юнкція всіх змінних, у яких 
[image: image728.wmf]i
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 узяте із запереченням, якщо 
[image: image729.wmf]1
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 і без заперечення, якщо 
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Існує взаємно однозначна відповідність між таблицею функції 
[image: image731.wmf]f

 і її ЗКНФ, отже, ЗКНФ для всякої логічної функції єдина.

Приклад 4.6. 

Записати ЗКНФ функції, заданою таблицею.
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Рішення: Виділимо набори змінних, яким відповідають нульові значення функції. ЗКНФ даної функції має вигляд: 
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Зауваження 2. Єдина функція, що не має ЗКНФ - це константа 1, тому що не має жодного нульового набору в таблиці істинності.


Зауваження 3. Із двох формул – ЗДНФ і ЗКНФ – звичайно вибирають ту, котра коротше. Тобто, якщо таблиця функції 
[image: image738.wmf]f

 містить менше одиничних наборів, то – ЗДНФ; якщо містить менше нульових наборів – ЗКНФ.


Приклад 4.7. Логічну функцію трьох змінних 
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представити булевой формулою: у вигляді ЗДНФ, у вигляді ЗКНФ.


Рішення: 


Побудуємо таблицю істинності формули
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ЗДНФ функції має вигляд:
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ЗКНФ функції має вигляд:
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Приклад 4.8. На підставі таблиці 4.2 визначити ЗКНФ 
[image: image750.wmf]2
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Рішення: Скориставшись табл. 4.2 запишемо ЗКНФ штриха Шеффера 
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Приклад 4.9. На підставі таблиці 4.2 визначити ЗДНФ 
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Рішення: Скориставшись табл. 4.2 запишемо ЗДНФ стрілки Пірса 
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Вправи:


1. Знайти ЗДНФ і ЗКНФ функцій 
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 трьох змінних, заданих таблицею:
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2. Логічну функцію представити булевою формулою у вигляді ЗДНФ і у вигляді ЗКНФ:


а) 
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в) 
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г) 
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3. Скориставшись таблицею 4.2 записати ЗДНФ функцій 
[image: image769.wmf]9
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4. Скориставшись таблицею 4.2 записати ЗКНФ функцій 
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5. Одержати ЗДНФ логічної функції 
[image: image771.wmf](
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, використовуючи її табличне подання, якщо вона задана булевою формулою:


а) 
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б) 
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в) 
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г) 
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4.3. Еквівалентні перетворення


Еквівалентні перетворення – перетворення, що використовують еквівалентні співвідношення. Логічні еквівалентності (еквівалентні співвідношення) були розглянуті в п. 4.1. Еквівалентні перетворення використовуються для спрощення формул і для доведення еквівалентності формул.


Визначення 4.10. Елементарною кон’юнкцією називається кон’юнкція змінних або їхніх заперечень, у якій кожна змінна зустрічається не більше одного разу.


Визначення 4.11. Диз'юнктивною нормальною формою (ДНФ) називається формула, що має вигляд диз'юнкції елементарних кон’юнкцій.

Тобто, ЗДНФ - це ДНФ, кожна елементарна кон’юнкція якої містить всі змінні із запереченням або без.


Приведення булевої функції до ДНФ полягає в наступному:


а) всі заперечення необхідно опустити до змінних, використовуючи подвійне заперечення і закони де Моргана;


б) розкрити дужки, використовуючи закони асоціативності і дистрибутивності;


в) видалити зайві кон’юнкції і повторення змінних у кон’юнкціях за допомогою законів ідемпотентності, протиріччя і виключення третього;


г) видалити константи, використовуючи властивості констант.

Процедура приведення ДНФ до ЗДНФ зводиться до використання закону склеювання у зворотному напрямку для кон’юнкцій, які містять не всі змінні. Інший же спосіб одержання ЗДНФ нам добре відомий. По ДНФ - булевої формули - будується таблиця істинності, на підставі якої ми можемо записати ЗКНФ.


Приклад 4.10. Одержати ДНФ функції 
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Рішення:
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Приклад 4.11. Одержати ДНФ функції 
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Рішення:
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 EMBED Equation.3  [image: image782.wmf](
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Приклад 4.12. Нехай логічна функція 
[image: image784.wmf](
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. Спростити формулу, використовуючи еквівалентні перетворення. Одержати ЗДНФ функції, використовуючи: табличне подання функції 
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Рішення:


Спростимо формулу
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Для одержання ЗДНФ функції, побудуємо її таблицю істинності, з якої знаходимо п'ять одиничних наборів функції. Отже, ЗДНФ має вигляд
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Одержання ЗДНФ за допомогою зворотного склеювання зводиться до наступного:
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Як можемо переконатися, отримані ЗДНФ двома способами збігаються.


Визначення 4.12. Елементарною диз'юнкцією називається диз'юнкція змінних або їхніх заперечень, у якій кожна змінна зустрічається не більше одного разу.


Визначення 4.13. Кон’юнктивною нормальною формою (КНФ) називається формула, що має вигляд кон’юнкції елементарних диз'юнкцій.

Тобто, ЗКНФ - це КНФ, кожна елементарна диз'юнкція якої включає всі змінні із запереченням або без.


Приведення булевой функції до КНФ полягає в наступному:


а) необхідно застосувати до формули правило подвійного заперечення і привести до ДНФ;


б) за допомогою законів де Моргана звільнитися від подвійного заперечення і перетворити заперечення елементарних кон’юнкцій в елементарні диз'юнкції.


Приклад 4.13. Одержати КНФ функції 
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Рішення:
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4.4. Двоїстість булевих функцій


Визначення 4.14. Функція 
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 називається двоїстою до функції 
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, якщо справедливо співвідношення
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Операція побудови двоїстої функції складається в інвертуванні всіх змінних і “навішуванні” інверсії над самою функцією (над першим функціональним символом, що був використаний при записі формули, що задає 
[image: image803.wmf]f

 як суперпозицію інших функцій). Для константи - функції з порожньою множиною змінних - інверсія застосовується тільки до функціональних символів 0 або 1.


Визначення 4.15. Набір 
[image: image804.wmf](

)

n

x

x

,...,

1

 називається протилежним набору 
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 і позначається 
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.


Функція, двоїста до даної, приймає на протилежних наборах 
[image: image807.wmf]x

 значення, протилежне значенню 
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. Отже, таблицю істинності двоїстої функції 
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 отримують із таблиці для функції 
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 інвертуванням і перевертанням стовпця функції. 


Приклад 4.14. Знайти функцію, двоїсту даної 
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Рішення: Складемо таблицю істинності функції, що уявляє кон’юнкцію двох змінних:
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Останній рядок таблиці істинності відповідає диз'юнкції, тому є справедливим наступний ланцюжок тотожностей: 
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, відповідно за яким, диз'юнкція виявляється двоїстою до кон’юнкції.


Зауважимо, що відношення двоїстості між функціями симетрично, тобто якщо 
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 двоїста до 
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, то 
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 двоїста до 
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Визначення 4.16. Функція, двоїста до самої себе, називається самодвоїстою.


Принцип двоїстості. Якщо у формулі 
[image: image822.wmf]F

, що описує функцію 
[image: image823.wmf]f

, всі символи функції замінити на символи відповідних двоїстих функцій, то отримана формула 
[image: image824.wmf]*
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 буде описувати функцію 
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, двоїсту до вихідної функції 
[image: image826.wmf]f

.


Принцип двоїстості в булевій алгебрі. Якщо у формулі 
[image: image827.wmf]F

, що описує функцію 
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, всі кон’юнкції замінити на диз'юнкції, а диз'юнкції на кон’юнкції, 1 на 0, а 0 на 1, то одержимо формулу 
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, що буде описувати функцію 
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, двоїсту до вихідної функції 
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.


Справедливе твердження: якщо функції рівні 
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У таблиці 4.3 представлені двоїсті функції до найбільш часто використовуваних булевих функцій. Перевірити дані таблиці 4.3. можна за допомогою принципа побудови таблиць істинності двоїстих функцій.

Таблиця 4.3.
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Принцип двоїстості іноді дозволяє спростити одержання тотожностей і доведення тверджень.


Приклад 4.15. Знайти формулу, що описує функцію, двоїсту до 
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Рішення:
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Приклад 4.16.  Для функції 
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Рішення:
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Вправи:


1. Одержати ДНФ функції:
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2. Спростити формулу, використовуючи: а) еквівалентні перетворення; б) зворотне склеювання. Одержати ЗДНФ функції за допомогою табличного подання функції 
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3. Одержати КНФ функції 
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4. Для функції 
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4.5. Функціонально повні системи


Вище (див. п. 4.2) було уведено визначення функціонально повних систем. Було показано, що система Буля 
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 функціонально повна, тобто будь-яка логічна функція може бути подана у вигляді формули, що складається з функцій тільки цієї системи. 


Розглянемо систему 
[image: image884.wmf]{
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, яка називається кон’юнктивною системою Буля. Скориставшись законами де Моргана і подвійного заперечення можна виключити диз'юнкцію:
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Розглянемо систему 
[image: image886.wmf]{
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, яка називається диз'юнктивною системою Буля. Скориставшись законами де Моргана і подвійного заперечення можна виключити кон’юнкцію:
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З повноти системи 
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 і можливості подання однієї з функцій через інші, прямує висновок про повноту систем 
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 і 
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. У цьому сенсі система 
[image: image891.wmf]0
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 виявляється надлишковою, тому що вона зберігає властивості повноти і при вилученні з неї диз'юнкції або кон’юнкції.


Приклад 4.17. Подати булеву формулу 
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Рішення:
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З наведеного приклада можемо зробити висновок, що в базисі 
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 логічні функції мають більш прості формули. Ненадлишкові базиси мають більш громіздке вираження при записі формул, що описують логічні функції. Тому в кожному конкретному випадку доводиться вибирати між кількістю використовуваних операцій і громіздкістю одержуваних виражень.


Розглянемо систему 
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, яка називається  системою Шеффера. Ця система функціонально повна, тому що зводиться до системи 
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Це легко перевірити по таблиці 4.2. істинності для функції 
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.


Приклад 4.18. Подати булеву формулу 
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Рішення: Скористаємося результатами приклада 4.14:
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 EMBED Equation.3  [image: image906.wmf](
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Розглянемо систему 
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, яка називається системою Пірса. Ця система функціонально повна, тому що зводиться до системи 
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 в такий спосіб:
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Це легко перевірити по таблиці 4.2. істинності для функції 
[image: image913.wmf]8
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.

Приклад 4.19. Подати булеву формулу 
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Рішення: Скористаємося результатами приклада 4.14:
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

¯

¯

¯

¯

¯

¯

=

¯

¯

Ú

¯

¯

¯

=

y

y

x

y

x

z

z

y

y

x

y

x

z

z



[image: image919.wmf](
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Розглянемо систему 
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, яка називається системою Жегалкіна. Ця система функціонально повна, тому що зводиться до системи 
[image: image921.wmf]1

S
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Виразимо диз'юнкцію 
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Приклад 4.20. Подати булеву формулу 
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Рішення: При доведенні скористаємося вже відомими співвідношеннями, а саме: 
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Розглянемо систему 
[image: image940.wmf]{
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Приклад 4.21. Подати булеву формулу 
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Рішення:
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Розглянемо систему 
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. Ця система функціонально повна. Вона зводиться до системи 
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Приклад 4.22. Подати булеву формулу 
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Рішення:
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 EMBED Equation.3  [image: image956.wmf](
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Доведено, що існує 17 функціонально повних систем. Частину з них, найбільш використовувану, ми проілюстрували в прикладах, з іншими пропонуємо розібратися читачеві. Отже, повний перелік базисних систем виглядає в такий спосіб:
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 ‑ система Жегалкіна;
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 ‑ імплікативна система;
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 ,~} – коімплікативна система. Символ [image: image967.png]


 означає: 
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Вправи:

1. Подати логічні функції, задані булевими формулами, у базисах 
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2. Подати логічні функції, задані булевими формулами, у базисах 
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3. Довести функціональну повноту (тобто можливість подати будь-яку логічну функцію у вигляді формули, що складається з функцій тільки цієї системи) наступних систем:
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