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3. ДОСЛІДЖЕННЯ РУХУ МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ З ОДНИМ 
СТУПЕНЕМ ВОЛІ 

 

Для дослідження руху механічної системи з одним ступенем волі 

застосовують, звичайно, теорему про зміну кінетичної енергії системи, 

загальне рівняння динаміки, а також рівняння Лагранжа другого роду. 

Теорему про зміну кінетичної енергії системи в інтегральній формі 

зручно застосовувати для розв’язання задач, коли в число заданих і шу-

каних величин входять швидкості і переміщення точок механічної систе-

ми. Якщо потрібно скласти диференціальне рівняння руху механічної си-

стеми (чи визначити прискорення точок системи), то звичайно застосо-

вують загальне рівняння динаміки або рівняння Лагранжа другого роду.  

 

3.1. Теорема про зміну кінетичної енергії механічної  

       системи 

 

В інтегральній формі теорема про зміну кінетичної енергії механіч-

ної системи має вигляд: 

∑∑ +=−
k

i
k

k

e
k AATT 01 ,    (3.1) 

де  Т1, Т0 - кінетична енергія системи відповідно в кінцевому і початко-

вому положеннях; ∑∑∑∑∑∑∑∑
k

i
k

k

e
k AA ,  - суми робіт відповідно зовнішніх і внут-

рішніх сил системи при переміщенні з початкового положення в кінцеве. 

Для незмінних систем (наприклад, системи твердих тіл, зв'язаних 

гнучкими нерозтяжними нитками) 

0====∑∑∑∑
k

i
kA          (3.2) 

і теорема приймає вид: 

∑=−
k

e
kATT 01 .        (3.3) 

Кінетичною енергією системи називається скалярна величина, яка 

дорівнює сумі кінетичних енергій усіх точок механічної системи: 
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.
2

1 2∑∑∑∑====
k

kkVmT         (3.4) 

Кінетична енергія твердого тіла визначається за формулами:  

а) при поступальному русі: 
2

2

1
ñMVT = ,         (3.5) 

де М - маса твердого тіла; Vс - швидкість центра мас тіла; 

б) при обертальному русі тіла навколо нерухомої осі Оz : 
2

2

1 ωzJT ==== ,         (3.6) 

де zJ  - момент інерції тіла навколо осі обертання Oz; ω  - кутова швид-

кість тіла;  

в) при плоскопаралельном русі: 
22

2

1

2

1 ωczc JMVT ++++==== ,    (3.7) 

де М - маса твердого тіла; Vc  - швидкість центра мас тіла; ñzJ  - момент 

інерції твердого тіла щодо осі Сz, що проходить через центр мас С перпе-

ндикулярно до площини руху; ω  - кутова швидкість тіла.  

Моменти інерції деяких однорідних твердих тіл щодо осі z, яка пе-

рпендикулярна до площини руху і проходить через центр мас тіла:  

а) суцільний круглий диск, циліндр: 

 

 

 

 

Рис. 3.1 

2

2MR
Jсz =  ,                                (3.8) 

де М, R  - маса і радіус диска (циліндра); 

 

 
б) кільце (маса тіла розподілена по його ободу): 

 
 
 
 
 
 

Рис. 3.2 

 

2MRJсz = ;                                    (3.9) 
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в) якщо заданий радіус інерції  іz твердого тіла, то його момент іне-

рції:  

2
zсz MiJ = .     (3.10) 

Робота постійної сили на прямолінійному переміщенні визначаєть-

ся по формулах (1.18) або (1.19). 

Робота сили, прикладеної до тіла, що обертається, визначається по 

формулі 

( )∫=
ϕ

ϕ
0

dFMA zF , 

де  RFFM z =)(  - момент сили щодо осі обертання;   

      ϕ  - кінцеве значення кута повороту тіла. 
 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.3 

Якщо момент сил constFM z =)( , то 

формула приймає вид 

ϕ⋅±= )(FMA zF .          (3.11) 

У формулі (3.11) береться знак «+», якщо 

сила прагне повернути тіло в сторону зрос-

тання кута повороту (рис. 3.3), і знак «-», 

якщо навпаки. 

Для роботи моменту ),( *FFM  пари сил (рис.3.3) отримаємо, вра-

ховуючи (3.11), 

ϕ⋅±= ),( *FFMAÌ     (3.12) 

де знак «+» використовують якщо напрямки моменту і кута повороту тіла 

співпадають. 

 

3.2. Загальне рівняння динаміки 

 

Для механічних систем з ідеальними, стаціонарними, голономними 

й утримуючими в'язями загальне рівняння динаміки має вигляд: 

φ 

F  

),( *FFM  

)(FM z  

R 

Z 
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∑∑ =+
k

iн
k

k

a
k AA 0δδ ,    (3.13) 

де ∑∑∑∑
k

a
kAδ  і ∑

k

iн
kAδ  - суми робіт відповідно активних сил та сил інерції на 

можливих переміщеннях точок прикладання цих сил. 

При русі твердого тіла сили інерції приводяться:  

а) при поступальному русі -  до сили  с
iн аМF −= ,  яка  дорівнює  

 

 

 

Рис. 3.4 

с
ін аМF ⋅= ,                              (3.14) 

де  М - маса твердого тіла; 

     ас - прискорення центра мас тіла; 

 

б) при обертальному русі навколо нерухомої осі Сz, що проходить 

через центр мас тіла - до пари сил інерції, момент iнM , якої дорівнює 

 

 

 

 

             Рис. 3.5 

ε= сz
iн JМ ,                             (3.15) 

де  сzJ  - момент інерції твердого тіла навколо 

осі обертання; 

     ε  - кутове прискорення тіла.  

Момент пари сил інерції завжди спрямован 

убік, протилежний напрямку кутового прискорення ε ; 

в) при плоскопаралельному русі  - до сили інерції с
iн аМF −=  і па-

ри сил інерції iнM . 

 

 

 

 

 

Рис. 3.6 

Пара сил інерції iнM  дорівнює за модулем 

ε= сz
iн JM ,  (3.16) 

де сzJ  - момент інерції твердого тіла навко-

ло осі Сz, яка перпендикулярна до площини 

руху і проходить через центр мас С тіла; 

ε - кутове прискорення тіла. 

Момент пари сил інерції спрямован убік, протилежний напрямку 

кутового прискорення ε. 

са  
інF  С 

Мін 
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3.3. Рівняння Лагранжа другого роду 

 

Для механічної системи з одним ступенем волі, яка підпорядкована 

ідеальним, стаціонарним, голономним і утримуючим в'язям, рівняння Ла-

гранжа другого роду має вигляд 

Q
q

T

q

T

dt

d =
∂
∂−









∂
∂
&

,        (3.17) 

де  q - узагальнена координата; 

    q&  - узагальнена швидкість; 

Т - кінетична енергія механічної системи, виражена через узагальнені 

координату і швидкість; 

Q - узагальнена сила. 

Для обчислення узагальненої сили Q потрібно надати механічній 

системі можливе переміщення δq, обчислити суму робіт активних сил на 

можливих переміщеннях точок прикладання цих сил, виразити всі мож-

ливі переміщення точок прикладання сил через узагальнене можливе пе-

реміщення δq і привести вираження для суми робіт активних сил до ви-

гляду  

∑ ⋅=
k

a
k qQA δδ             (3.18) 

Узагальнена сила Q дорівнює коефіцієнту при qδ  у виразі (3.18). 

 

3.4. Приклади розв’язання задач 

 
3.4.1. Дослідження руху механічної системи за допомогою  

 теореми про зміну кінетичної енергії в інтегральній формі 

 

Методику розв’язання задач розглянемо на наступному прикладі. 

ПРИКЛАД 3.1 На похилій площині, яка розташована під кутом 

060====α  до обрію, лежить вантаж  1 масою  mM 41 ==== ,  який  прикріплений 
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Рис. 3.7 

до кінця ідеальної нерозтяжної 

нитки (рис.3.7). Нитка перекину-

та через блок 2 масою mM 5,12 ====  

і навернена на барабан котушки  

3 радіуса rr ====3 . При русі вантажу 

по похилій площині вниз котуш-

ка 3 масою mM 203 ====  і радіуса 

rR 33 ====  котиться без ковзання по   

горизонтальній площині управо. Радіус інерції котушки щодо осі, яка 

проходить через її центр мас С, дорівнює ri z 43 ==== . Блок 2 вважати суціль-

ним циліндром. Масою нитки зневажити. Коефіцієнт тертя ковзання ван-

тажу 1 об похилу площину f  = 0,2. Коефіцієнт тертя кочення котушки 3 

об горизонтальну площину δк = 0,4 см. У початковий момент система 

знаходилася в стані спокою. Радіус 2====r  см. Визначити швидкість ван-

тажу 1 у момент часу, коли він переміститься на відстань 1 м. 

 

Розв’язання: 

Для розрахунку швидкості вантажу застосуємо теорему про зміну 

кінетичної енергії механічної системи в інтегральній формі (3.1). 

Методика розв’язання задачі наступна. 

1) Проаналізуємо механічну систему, яка складається з вантажу 1, 

блоку 2 і котушки 3, зв'язаних ідеальною нерозтяжною ниткою. Механіч-

на система, що розглядається, є незмінною і для неї справедлива рівність 

(3.2). Положення вантажу 1 на похилій площині визначимо віссю Ох1 

(рис.3.8) 

2) Визначимо і покажемо на схемі (рис.3.8) лінійні і кутові швидко-

сті тіл механічної системи з урахуванням видів їх руху.  

Вантаж 1 рухається по похилій площині вниз поступально, тому 

швидкість 1V  його центра мас С1 спрямуємо донизу в напрямку осі Ох1. 

2 

3 

1 

α 

С3 C2 

S1 
R3 

r2 
r3 R3 
Z Z 

O 
C1 
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Рис. 3.8 

 
Блок 2 виконує обертальний рух навколо  осі С2z. В зоні взаємодії 

нитки і блоку відсутнє проковзування, тому лінійна швидкість нитки на 

ободі 2 дорівнює швидкості вантажу 1, а кутова швидкість ω2 визначаєть-

ся за формулою 

ω2 = V1 / r2.     (3.19) 

Дугову стрілку ω2 направимо за ходом стрілки годинника. Котушка 

3 здійснює плоско-паралельний рух. При коченні без ковзання миттєвий 

центр швидкостей (МЦШ) розташований у точці Р торкання котушки з 

горизонтальною площиною. Кутову швидкість ω3  котушки і лінійну 

швидкість 
3CV  її центра мас С3 визначимо методом МЦШ: 

ω3 = Vк / КР = V1 / ( R3 + r3 ) = V1 / ( 3r + r ) = V1 / 4r ,  (3.20) 

3CV = ω3·CP = ω3·R3 = 3V1 / 4 ,    (3.21) 

де враховано, що за величиною лінійна швидкість êV  точки К дорівнює 

швидкості 1V  вантажу 1. За напрямком вектор швидкості êV  спрямуємо 

управо, а дугову стрілку ω3 – за ходом стрілки годинника. 

3) Обчислимо кінетичну енергію механічної системи в початковому 

і кінцевому положеннях. При цьому усі лінійні і кутові швидкості, що 

С3 

2 

3 

х1 

α 

C2 

1V  

ω2 

МК3 ω3 

)( 1VVV kê =  

3CV  

К 

3ç÷F  P 
O 

Z Z 

1 
С1 
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входять у вирази для кінетичних енергій тіл системи, виразимо через лі-

нійну швидкість 1V  вантажу 1, відповідно до умов задачі (рис.3.8). Цю 

швидкість назвемо далі базовою швидкістю системи. 

Так як у початковий момент система знаходилася в стані спокою, 

то 00 ====T . 

Кінетична енергія системи в кінцевому положенні дорівнює сумі 

кінетичних енергій тіл, що входять у систему: 

Т = T1 + Т2 + Т3.      (3.22) 
Вантаж 1 рухається поступально, тому його кінетична енергія ви-

значається за формулою (3.5): 

2
111 2

1
VMT ==== .     (3.23) 

Блок 2 здійснює обертальний рух. Тоді, згідно (3.6), його кінетична 

енергія дорівнює 

2
222 2

1 ωzJT ==== .     (3.24) 

Перетворимо далі формулу (3.24) з урахуванням моменту інерції і 

виразимо кутову швидкість блоку через базову швидкість 1V  вантажу 1.  

Так як блок 2 являє собою суцільний циліндр, то його момент інер-

ції обчислимо по формулі (3.8): 

2
222 2

1
rMJz ==== .     (3.25) 

Якщо підставити (3.25) у (3.24), одержимо: 

2
122

2

2
12

22
2
222 4

1

2

1

2

1

2

1
VM

r

V
rMJT z =⋅⋅== ω .   (3.26) 

Котушка 3 здійснює плоскопаралельний рух і її кінетична енергія, 

згідно (3.7), дорівнює 

2
3

2
33 33 2

1

2

1 ω+= zсc JVMT .    (3.27) 

За умовою задачі відомий радіус інерції zi3 , тому момент інерції 

котушки визначаємо по формулі (3.10): 

2
3

2
33 16

3
rMiMJ zzс ⋅⋅== .    (3.28) 
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Підставляючи (3.28) у (3.27), одержимо: 

.
32

25

2

1

32

9

16
16

2

1

16
9

2
1

2
1

2
1

2
13

2
13

2
132

2
12

3

2
13

2
3

2
33

VMVMVM
r

V
rM

VMJVMT zcc

====++++====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅++++

++++⋅⋅⋅⋅====++++==== ω
 (3.29) 

Обчислимо кінетичну енергію системи в кінцевому положенні. Згі-

дно (3.22) 

( )

( )

( ) .18
32

576
5001264

32

20255,18416
32

25816
32

2
1

2
1

2
1

2
1

321

2
1

321

mVmVmmm
V

mmm
V

MMM
V

TTTT

==++=

=⋅+⋅+⋅=

=++=++=

  (3.30) 

4) Покажемо зовнішні сили, прикладені до системи (рис. 3.9): 

321 ,, PPP  - сили ваги тіл 1, 2 і 3; 31, NN  - нормальні реакції опорних пло-

щин тіл, 2N  - реакцію осі блоку 2; 
1TÐF  - силу тертя ковзання вантажу 1 

об похилу площину; 
3ТРF   - сила тертя котушки 3 із опорною площиною; 

3êM  - пара сил тертя кочення котушки 3 ( 33 ММ кк ⋅δ= ). Силу ваги 1Р  

представимо у вигляді двох координатних складових: 12111 РРР += .  За 

величинами  

α⋅= sinРР 111 ; α⋅= cosРР 112 ; α⋅== cosРРN 1121 ; N2 = P2;  N3 = P3  і  
   α=α== cosgfMcosfPfNFTР 1111

 

5) Визначимо і покажемо на схемі (рис.3.9) елементарні і кінцеві 

лінійні переміщення точок прикладання зовнішніх сил системи, а також 

кутові переміщення котушки 3: 

- елементарне і кінцеве переміщення точок прикладання сил 

1112111 TРF,N,P,P,P  вантажу 1:  1xd   (вантаж  1  рухається поступаль-

но,  всі  його  точки  мають  однакові  переміщення);  ∫=
1

0
11

s
dxS  

(задане умовою задачі); 
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Рис.3. 9 
 

- елементарне переміщення точки прикладання сил 2Р  і 2N  блоку 2 

дорівнює нулю 02 =crd , тому що опора і вісь С2z обертання блоку 

нерухомі; 

- елементарне переміщення точки прикладання сил 3N   і  
3TРF   дорів-

нює нулю  0=ðrd , так як точка  Р – миттєвий центр швидкостей ко-

тушки; 

- елементарне лінійне переміщення точки прикладання сил ваги 3Р  

котушки: 4343 13
/dx/dSdS кС ==  (з подібності трикутників РКЕ1 і 

РС3Е2 ); 

-  елементарне і кінцеве кутові переміщення котушки: 

r/dxКР/dxКР/dSd к 4113 ===ϕ  ( 1dxdSк =  так як нитка ідеальна і 

нерозтяжна; враховано також, що для нескінченно малих елементар-

них переміщень виконується  33)( ϕϕ ddtg = ;  

rS
r

dx
d

s

4/
4 1
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6) Обчислимо суму робіт зовнішніх сил і моментів пар сил при пе-

реміщенні системи в кінцеве положення, скориставшись форму-

лами (1.18), (3.11), (3.12). При цьому всі лінійні переміщення і ку-

ти повороту потрібно виразити через те лінійне переміщення (чи 

кут повороту), що входить в умову задачі (у число заданих чи шу-

каних величин): 

333322111 kТРTР MFNPNPFNP
к

e
k AAAAAAAAAA ++++++++=∑ ,  (3.31) 

де   
12111 РРР ААА += ;   α=⋅α⋅=⋅= singSMSsinPSРАР 111111111

; 

α−=⋅−= cosgSfMSFA ТРFТР 11111

;    r/gSМMA зкзКM
К

4133
⋅δ−=ϕ−= . 

Елементарні роботи  0090 112
0

11211212
=⋅⋅=⋅⋅=⋅=′ dxPcosdxPxdPAd Р , 

0090cos 11
0

11111
=⋅⋅=⋅⋅=⋅=′ dxNdxNxdNAd N  (елементарне перемі-

щення ⊥1xd  силам  12Р  і 1N ), тому 0
12

=РА , та 0
1

=NA . 

Елементарна робота  0090 3
0

12133
=⋅⋅=⋅⋅=⋅=′ cзcзp dSPcosSdPxdPAd  

(елементарне переміщення ⊥cзSd  силі  3Р ), в результаті  0
3

=рА . 

Елементарні роботи    0022 22
=⋅=⋅=′ PrdPAd cp  і  

002222
=⋅=⋅=′ NrdNAd cN , відповідно  0

2
=рА , та 0

2
=NA . 

Елементарні роботи    00333
=⋅=⋅=′ NrdNAd pN ,  

00
333

=⋅=⋅=′ TРpTРF FrdFAd
TР

, тому 0
3

=NA  та 0
3

=
TРFA  

Згідно (3.31), 
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( )

( )
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r
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m
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M
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S
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к

к

к

к
e
k

820
2
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550208704110
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4

20
4

4
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1

3
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1
31111

=




 ⋅−⋅−⋅⋅⋅⋅=

=




 δ−α−α=

=

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 δ−α−α=

=



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=⋅δ−α−α=∑

 (3.32) 



57 

7) Складемо формулу (3.3) теореми про зміну кінетичної енергії си-

стеми: 

mmV 8,20018 2
1 ====−−−− ,    (3.33) 

звідки отримаємо шукану швидкість вантажу 

08,1
18

8,20
1 ≈=

m

m
V  (м/с). 

ВІДПОВІДЬ: Швидкість вантажу 1 у момент, коли він перемістить-

ся на відстань S1 = 1м дорівнює 08,11 ====V  м/с. 

 

3.4.2. Дослідження руху механічної системи за допомогою  

 загального рівняння динаміки  

 

В даному випадку методику розв’язання задач розглянемо на на-

ступному прикладі. 

ПРИКЛАД 3.2. Умова задачі та задана схема механічної системи 

співпадають з прикладом 3.1. Але шуканою величиною у даному прикла-

ді є прискорення вантажу 1. 

 

Розв’язання 

Для визначення прискорення вантажу 1 застосуємо загальне рів-

няння динаміки (3.13). 

Методика розв’язання задачі складається з наступних етапів. 

1). Розглянемо механічну систему, яка складається з вантажу 1, 

блоку 2 і котушки 3, зв'язаних ідеальною нерозтяжною ниткою (рис.3.7).  

2). Покажемо активні сили, прикладені до системи: 321 ,, PPP  - сили 

ваги тіл 1, 2 і 3; 1N  – нормальна опорна реакція. Силу тертя ковзання 1ТpF  

вантажу 1  і пару сил опору коченню котушки 3 площиною Мкз включимо 

теж до активних сил. Реакції ідеальних в'язей (силу натягу нитки, силу 
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тертя ковзання котушки 3 по опорній поверхні, реакції нерухомої осі 

блоку 2, а також опорної поверхні котушки 3) на схемі не показуємо.  

3). Визначимо і покажемо на схемі (рис.3.10) лінійні і кутові прис-

корення тіл системи. Виразимо всі прискорення тіл через базове приско-

рення а1 вантажу 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3.10 

 

Диференціюючи за часом обидві частини залежностей (3.19), (3.20), 

(3.21) і з огляду на те, що 2
2 εω =

dt

d ; 3
3 εω

=
dt

d ; 
3

3
c

c
a

dt

dV
= ; 1

1 a
dt

dV = , одер-

жимо: 

2

1
2 r

a====ε ,     (3.34) 

r

a

4
1

3 ====ε ,     (3.35) 

14
3

3
aac = .     (3.36) 

Спрямуємо базове прискорення 1а  вантажу 1 у бік його руху, тобто 

донизу. Тому, враховуючи вирази (3.34), (3.35), (3.36), дугові стрілки 

прискорень ε2 і ε3 покажемо за ходом стрілки годинника. 

С3 
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4). Приєднаємо до активних сил сили інерції тіл системи: 

- силу інерції вантажу 1 (3.14): 

111 aMF ін = ,      (3.37) 

враховуючи, що вантаж 1 здійснює поступальний рух; 

- момент сили інерції блоку 2 (3.15): 

22 2
ε=

ZС
ін JM ,     (3.38) 

тому що блок 2 здійснює обертальний рух навколо нерухомої осі С2z; 

- силу інерції і момент сил котушки 3 (3.16), (3.17): 

333 С
ін aMF = ,     (3.39) 

33 3
ε=

ZС
ін JM ,     (3.40) 

враховуючи, що котушка здійснює плоскопаралельний рух. 

Сили інерції інF1  і інF3  вантажу 1 і котушки 3 спрямуємо у бік, про-

тилежний їх власним прискоренням 1а  і 
3с

а . Дугові стрілки моментів 

інМ 2  і інМ 3  сил інерції блоку 2 і котушки 3 покажемо проти ходу стрілки 

годинника, тобто у напрямках, протилежних стрілкам кутових приско-

рень ε2 і ε3. 

5). Визначимо і покажемо на схемі можливі лінійні та кутові пере-

міщення тіл системи. У якості базового застосуємо лінійні переміщення 

1Sδ  вантажу 1. Спрямуємо  вектор 1Sδ  у бік вектора швидкості 1V  ванта-

жу 1. В цьому випадку, враховуючи властивості можливих та дійсних пе-

реміщень, а також рівності  1SSL δδ = ,  22)( δϕδϕ =tg , отримаємо 

2
2 r

SLδδϕ = ,      (3.41) 

r

S

4
1

3
δδϕ = ,      (3.42) 

14
3

3
SSС δ=δ .     (3.43) 
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6). Надамо системі можливе переміщення і складемо загальне рів-

няння динаміки (3.13): 

.МSFМ

SFMSFsinSP

ін
С

інін

ін
кТp

033322

1131111

3

3

=δϕ−δ−δϕ−

−δ−δϕ−δ−αδ
  (3.44) 

В рівнянні (3.44) враховано, що можлива робота 0
2

====PAδ , тому що її 

точка прикладання нерухома, а можливі роботи 0
1

=NAδ  і 0
3

====PAδ , тому 

що 11 SN δ⊥ , а 
33 СSP δ⊥  відповідно. 

Підставивши вирази для сил ваги gMP 11 = , gMP 33 = , сили тертя 

α−=α== cosgfMcosfPfNFТР 1111
, 

моменту пари сил опору коченню 

gMPNM ккккз 333 δ=δ=δ= , 

сил інерції (3.37) - (3.40), моментів інерції (3.25), (3.28), а також співвід-

ношення між прискореннями (3.34) - (3.36) і можливими переміщеннями 

(3.41) - (3.43) у загальне рівняння динаміки (3.44), одержимо 

.0
44

16
4

3

4

3

2

1
4

cossin

112
3113

2

1

2

12
22

111
1

31111

=−−−

−−−−

r

S

r

a
rMSaM

r

S

r

a
rM

SaM
r

S
gMSgfMSgM ê

δδδ
δδδαδαδ

   (3.45) 

Згрупуємо доданки:  

( )

.SMMMMa

r

M
cosfsinMg к

0
16

9

2

1

4

133211

3
1

=δ










 +++−



 −




 δ−α−α
   (3.46) 

Так як 01 ≠≠≠≠Sδ , то повинне виконуватися співвідношення 

( ) .MMMa
r

M
cosfsinMg к 0

16

25

2

1

4 3211
3

1 =






 ++−




 δ−α−α  (3.47) 

З рівняння (3.47) визначимо шукане прискорення вантажу: 
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( )

( )

( )
=






 δ−α−α
=

=
++






 δ−α−α
=

=
++






 δ−α−α
=

m
r

cosfsinmg

m,m,m
r

m
cosfsinmg

MMM

r

M
cosfsinMg

a

к

к

к

36

54

25317504
4

20
4

16

25

2

1
4

321

3
1

1

 

( )
58,0

36

8,20

36
2

4,0
55,02,087,0410

==





 −⋅−⋅⋅
=  (м/с2). 

 ВІДПОВІДЬ: Прискорення вантажу 1 дорівнює 1a  =  0,58 м/с2. 

 

3.4.3. Дослідження руху механічної системи з використанням  

 рівняння Лагранжа другого роду 

 

Методику розв’язання задач розглянемо на наступному прикладі. 

ПРИКЛАД 3.3. Умова задачі та задана схема механічної системи 

співпадають з прикладом 3.1. Шукана величина – швидкість вантажу 1 

через час τ =5с після початку руху. 

 
Розв’язання 

Для визначення швидкості 1V  вантажу 1 через час τ =5с після по-

чатку руху складемо диференціальне рівняння руху механічної системи у 

вигляді рівняння Лагранжа другого роду (3.17). 

Методика розв’язання задачі наступна. 

1). Розглянемо механічну систему, що складається з вантажу 1, 

блоку 2 і котушки 3, зв'язаних ідеальною нерозтяжною ниткою (рис.3.11). 

Механічна система відноситься до системи з одним ступенем волі. Тому 
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виберемо в якості узагальненої координати системи – переміщення ван-

тажу 1 униз по похилій площині: 

    1Sq ==== . 

Визначимо узагальнену швидкість вантажу 1: 

11 SVq && ========  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.11 
 

2). Зобразимо механічну систему в довільному положенні (рис. 

3.11), вважаючи, що вантаж 1 рухається убік зростання переміщення 1S . 

3). Покажемо активні сили, прикладені до системи: 321 ,, PPP  - сили 

ваги тіл 1, 2, 3 тіл; 31, NN  - нормальні реакції опорних площин тіл. Силу 

тертя вантажу 1 
1ТР

F  і пару сил опору коченню котушки 3  площиною 

3к
М  включимо теж до активних сил. Реакції ідеальних в'язей на схемі не 

показуємо. 

4). Визначимо і покажемо на схемі узагальнені можливі перемі-

щення тіл системи. Для цього надамо системі можливе переміщення, при 

якому узагальнене переміщення вантажу 1 буде 1Sδ . Спрямуємо його у 

бік позитивного відліку, тобто донизу. Величини і напрямки узагальне-
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них можливих переміщень 
3СSδ , 3δϕ  котушки 3 визначимо з урахуван-

ням п.5 розд. 3.4.1. 

5). Покажемо далі на схемі узагальнені лінійні і кутові швидкості 

вантажу 1 ( 1V ), блоку 2 (ω2) і котушки 3 (
3СV ,ω3). Їх величини і напрямки 

визначимо враховуючи п.2 розд. 3.4.1. 

6). Обчислимо кінетичну енергію механічної системи в довільному 

положенні. При цьому усі лінійні і кутові швидкості, що входять у вирази 

для кінетичних енергій тіл системи, виразимо через узагальнену швид-

кість 1Vq ====& . 

Кінетична енергія системи дорівнює сумі кінетичних енергій тіл, 

що входять у систему: 

321 TTTT ++++++++==== .     (3.48) 

Вираження для Т1, Т2, Т3 визначаються за формулами (3.23), (3.26), 

(3.30) і (3.31). Остаточно, згідно (3.31), одержимо: 

2
1

2
1321 1818 SmmVTTTT &==++=  .   (3.49) 

7). Визначимо узагальнену силу Q. Для цього надамо механічній 

системі можливе переміщення, при якому узагальнене переміщення ван-

тажу 1 буде 1Sq δδ ==== . 

Обчислимо далі суму робіт активних сил на можливих переміщен-

нях точок їх прикладання (3.18): 

3332111 ÊMNÐÐTÐNÐ
a
ê AÀÀÀAÀÀA δδδδδδδδ ++++++=∑ .      (3.50) 

Для механічної системи, що розглядається, можливі роботи сили 

ваги 2P  і реакції 3N  дорівнюють 0
2

====PAδ , 03 =NAδ  тому що точки С2 і Р 

(миттєвий центр швидкостей котушки) їх прикладання нерухомі. Можли-

ві роботи 1N  і сили ваги 3P  дорівнюють 01 =NAδ , 0
3

=PAδ , враховуючи, 

що можливі переміщення 1Sδ , 
3СSδ  їх точок прикладання: 11 NS ⊥δ  і 

33
РSС ⊥δ . 



64 

Тому одержимо 

31111 3
δϕ−δ−αδ=δ∑ КТp

a
к MSFsinSPA .   (3.51) 

Після перетворень, з урахуванням співвідношень (3.50), (3.51) ма-

тимемо 

( ) .0
4

cossin

4
cossin

1
3

1

1
31111

=












 −−

=−−=∑

S
r

M
fMg

r

S
gMSgfMSgMAa

k

δδαα

δδαδαδδ
  (3.52) 

Відповідно до (3.18), узагальнена сила Q дорівнюватиме коефіцієн-

ту при 1Sδ  у вирази (3.52): 

( )

( ) =




 δ−α−α=

=




 δ−α−α=

r
cosfsinmg

r

M
cosfsinMgQ

к

к

54

4
3

1

      (3.53) 

(((( )))) mm 8,20
2

4,0
55,02,087,0410 ====




 ⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==== . 

8). Складемо рівняння Лагранжа другого ряду (3.17), що для обра-

ної узагальненої координати S1: 

Q
S

T

S

T

dt

d ====
∂∂∂∂
∂∂∂∂−−−−









∂∂∂∂
∂∂∂∂

11
&

. 

Часткова похідна кінетичної енергії по узагальненій координаті S1 

дорівнює 

0
1

====
∂∂∂∂
∂∂∂∂
S

T ,     (3.54) 

тому що узагальнена координата 1S  у виразі (3.49) для кінетичної енергії 

явно не входить. 

Часткова похідна кінетичної енергії (3.49) по узагальненій швидко-

сті 1S& : 

11
1

36218 SmSm
S

T
&&

&
====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

∂∂∂∂
∂∂∂∂ .   (3.55) 
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Повна похідна кінетичної енергії за часом від виразу (3.55) дорів-

нює: 

1
1

36 Sm
S

T

dt

d
&&

&
====









∂∂∂∂
∂∂∂∂ .    (3.56) 

Підставимо (3.56), (3.54) і (3.53) у рівняння Лагранжа другого роду 

(3.17): 

mSm 8,20036 1 ====−−−−&& ,    (3.57) 

відкіля отримаємо 

58,0
36

8,20
1 ≈=

m

m
S&& .    (3.58) 

Проінтегруємо далі один раз за часом вираз (3.58): 

11 58,0 CtS +=& ,     (3.59) 

де 1C  - постійна інтегрування, яку визначимо з початкової умови.  

Так як механічна система в початковий момент знаходиться в спо-

кої, то 

0
0101 ==

== tt
SV & .     (3.60) 

Підставляючи (3.60) у (3.59), одержимо: 

0058,00 11 =⇒+⋅= CC .   (3.61) 

Тоді вираз для швидкості вантажу 1 (3.59) буде мати вигляд 

tSV 58,011 ======== & .     (3.62) 

Остаточно швидкість вантажу через час 5====τ  с після початку руху: 

     9,2558,01 =⋅=V  (м/с). 

ВІДПОВІДЬ: Швидкість 1V  вантажу 1 через час 5====τ с після почат-

ку його руху дорівнює 9,21 ====V  м/с. 
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Завдання до теми 3: 

У завданні прийняті наступні значення: 

km  - маса  k-го  тіла механічної системи; 

kk rR ,  - радіуси великих і малих кіл k-го тіла; 

kzi  - радіуси інерції k-го  тіла щодо осі, що проходить через центр  
мас цього тіла перпендикулярно до площини креслення; 

f  - коефіцієнт тертя ковзання вантажу об шорстку поверхню; 
 δк - коефіцієнт тертя кочення тіла, що котиться по поверхні  

без ковзання; 

0M   - постійний момент опору руху.  

Маси вантажів і деяких радіусів виражені у відносних одиницях, 

тобто через параметри т  і r  відповідно, які в результаті розв’язання за-

дачі повинні скоротитися й у відповідь не ввійдуть. 

Опір руху враховується завданням або коефіцієнта тертя ковзання f, 

або коефіцієнта тертя кочення δк , або моменту опору 0M . Якщо в умовах 

задачі задане значення одного з параметрів, які враховують опір, то варто 

вважати, що іншими параметрами опору можна зневажити (наприклад, 

якщо заданий 1,0====f , то варто вважати, що М0 =0, δк = 0). 

Якщо маса якого-небудь тіла дорівнює нулю, то воно служить тіль-

ки для передачі руху від попереднього тіла до наступного і його сили іне-

рції не враховуються. 

Блоки і котки, радіуси інерції яких не задані, вважати суцільними 

однорідними циліндрами. 

Нитки вважити ідеальними і нерозтяжними. 

Механічна система починає рухатися зі стану спокою під дією сил 

ваги.  

ВИЗНАЧИТИ: 

3.1. - швидкість 1V  вантажу 1 у той момент, коли пройдений їм 

шлях дорівнює S1; 

3.2. - прискорення 1a вантажу 1; 

3.3. - швидкість вантажу 1 через час τ  після початку руху. 
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Варіанти задач до теми 3: 

 

 

m1 = 4m; m2 = 0; m3 = m; 

R2 = 3r2; R3 = 20 см; 

f = 0,1; 

S1 = 1 м; τ = 5 с. 

 

m1 = m; m2 = 4m; m3 = 2m; 

ri z 2
3

2 ==== ; r2 = r; R2 = 2r;  

R3 = 10 см; 

gmM 30 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 2 м; τ = 3 с. 
 
m1 = 4m; m2 = 0; m3 = 2m; 

ri z 32 ==== ; r2 = r; R2 = 4r; 

ri z 4
3

3 ==== ; 

r3 = 0,5r; R3 = r;  δк = 
4
1

r; 

S1 = 3,5 м; τ = 14 с. 
 

m1 = 5m; m2 = 0,5m; m3 = m; 

ri z 22 ==== ; r2 = r; R2 = 2r;  

f = 0,1; 

S1 = 1 м; τ = 2 с. 

 

m1 = 4m; m2 = m3 = 0;  

m4 = 2m; 

R2 = 3r2;  r4 = 3 см; 

gmM 40 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 13 м; τ = 2,6 с. 

1 

2 

3 

4 

5 

 0 

0 
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m1 = 2m; m2 = 4m; m3 = 2m; 

ri z 5,12 ==== ; r2 = r; R2 = 3r;  

f = 0,2; 

S1 = 0,5 м; τ = 10 с. 

 

 

m1 = 3m; m2 = 0; m3 = 3m; 

r2 = r; R2 = 1,5r;  

δк = 
17
1

r; r3 = r;  

S1 = 2,5 м; τ = 5 с. 

 
m1 = 2m; m2 = 0; m3 = 5m; 

ri z 6,02 ==== ; r2 = 0,4r; R2 = r;  

R3 = 5 см;  

gmM 30 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 1,4 м; τ = 7 с. 

 

m1 = 10m; m2 = 0; m3 = 5m; 

ri z 23 ==== ; r3 = r; R3 = 4r;  

f = 0,5; 

S1 = 6 м; τ = 1 с. 

 

 
m1 = 2m; m2 = 0;  

m3 = m4 = 0,5m; 

r2 = r; R2 = 2r; R3 = 4 см;  

gmM 30 4,0=  Н⋅см; 

S1 = 2,5 м; τ = 5 с. 

7 

6 

9 

8 

10 
0 

0 
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m1 = 3m; m2 = 0; m3 = 2m; 

r2 = r; R2 = 2r; R3 = 0,5r; 

δк = 0,25r; 

S1 = 3 м; τ = 3 с. 

 
 
 
m1 = 10m; m2 = 0;  

m3 = 2m = m4; 

r2 = r; R2 = 2r; R3 = 3r3; 

ri z 23 ==== ; f = 0,1; 

S1 = 1,1 м; τ = 11 с. 

 

m1 = 2m; m2 = 0; m3 = 
4
3

m; 

R2 = 
3
4

r; R3 = 4 cм; 

gmM 30 4,0=  Н⋅см; 

S1 = 7 м; τ = 4 с. 
 
 
m1 = 5m; m2 = 2m; m3 = m; 

ri z 22 ==== ; r2 = r; R2 = 3r;  

f = 0,1; 

S1 = 11 м; τ = 4 с. 

 
 
 
m1 = 2m; m2 = 0; m3 = 0,5m; 

ri z 23 ==== ; r3 = r; R3 = 3r;  

δк = 0,5r; 

S1 = 1,1 м; τ = 4 с. 

11 

14 

12 

13 

15 

0 
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m1 = 2m; m2 = 3m; m3 = 4m; 

ri z 22 ==== ; r2 = r; R2 = 3r;  
r3 = 4 см;  

gmM 30 6,0=  Н⋅см; 

S1 = 2 м; τ = 2,3 с. 
 
 
 
m1 = 4m; m2 = 0; m3 = 3m; 

r2 = 2r; R3 = 3r;  

f = 0,7; 

S1 = 0,1 м; τ = 3 с. 

 
 
 
m1 = 0,5m; m2 = m; m3 = 2m; 

R2 = 10 см; ri z 5,13 ==== ; r3 = r;  

R3 = 2r; gmM 30 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 10 м; τ = 5 с. 

 
 
m1 = 4m; m2 = 0; m3 = 2m; 

r2 = r; R2 = 2r; ri z 5,13 ==== ;  

r3 = 0,5r; R3 = 2r; δк = 0,1r; 

S1 = 3,5 м; τ = 7 с. 

 

m1 = 6m; m2 = 0; m3 = 9m; 

m4 = 3m; R2 = 
2
3

r2;  

f = 0,5; 

S1 = 7 м; τ = 14 с. 

 

16 2 

17 

18 

20 

19 

0 

0 
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m1 = 10m; m2 = 0; m3 = 4m; 

R3 = r
2
3

; r3 = 0,5r; ri z ====3 ;  

r = 2 см; gmM 30 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 3 м; τ = 3 с. 

 

m1 = 2m; m2 = 4m = m3;  
m4 = 0,5m; 

R2 = 2r; r3 = r; ri z 2
3

3 ==== ; 

f = 0,5; 
S1 = 2 м; τ = 8 с. 
 

 

m1 = 12m; m2 = 0; m3 = 4m; 

R2 = 2r; r2 = r; R3 = r
2
1

;  

δк = 
4
3

r; 

S1 = 1,1 м; τ = 9 с. 
 
m1 = 2m; m2 = m; m3 = 2m; 

R2 = 1 см;  

gmM 20 7,0=  Н⋅см; 

S1 = 0,7 м; τ = 3,5 с. 

 
 
 
m1 = 2m; m2 = 0; m3 = 2m; 

R2 = 2r; r2 = r;  

f = 0,4; 

S1 = 4 м; τ = 8 с. 

 

21 

22 

23 

24 

25 

0 

0 
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m1 = m; m2 = 0; m3 = 3m; 

R2 = 3r2; R3 = 10 cм; 

gmM 20 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 5 м; τ = 10 с. 

 
 
m1 = 6m; m2 = m; m3 = 8/9m; 

R2 = 3r; r2 = r; ri z 22 ==== ; 

R3 = 2r; r3 = r; ri z 2
3

3 ==== ; 

gmP 23
1====  Н; f = 0,25; 

S1 = 3,5 м; τ = 7 с. 
 
 

m1 = 4m; m2 = m3 = m4 = 0; 

m5 = 12m; m6 = 14m;  

r5 = 1 см;  

gmM 20 5,0=  Н⋅см; 

S1 = 4,5 м; τ = 9 с. 
 
m1 = 4m; m2 = m4 = 0; 

m3 = 2m; m5 = m;  

R3 = r; R4 = 0,5r; 

r4 = r
4
1

; rк 2
1=δ ; 

S1 = 10 м; τ = 8 с. 
 
 
m1 = 10m; m2 = 0; m3 = 9m; 

R2 = 
2
3

r2; R3 = 3r; r3 = r;  

ri z 23 ==== ; r = 1,2 см; 

gmM 20 4,0=  Н⋅см; 

S1 = 5 м; τ = 9 с. 

28 

26 

2l               l 27 

2r4 29 

30 

0 

0 

0 
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