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ПЕРЕДМОВА 

 
Навчальний довідник для студентів 1 курсу денної форми навчання 

першого (бакалаврського) рівня вищої освіти спеціальності 192 – Будівництво та 
цивільна інженерія передбачає засвоєння основних математичних понять та 
методів розв’язання задач під час виконання студентами самостійної роботи, в 
процесі вивчення курсу «Вища математика». Навчальний довідник містить 
основні теоретичні відомості та приклади використання формул, визначень, 
теорем застосовуваних під час розв’язання задач із лінійної та векторної алгебри, 
аналітичної геометрії на площині та в просторі, теорії границь, диференціального 
числення функції однієї змінної. 
 Навчально-методичний комплекс дисципліни «Вища математика» для 
студентів спеціальності 192 – Будівництво та цивільна інженерія включає п’ять 
навчальних посібників із необхідним теоретичним матеріалом, довідниками та 
завданнями для проведення практичних занять, виконання самостійної роботи, 
та розрахунково-графічного завдання, що містить задачі за фаховим 
спрямуванням та наочно ілюструють практичне застосування методів лінійної 
алгебри, аналітичної геометрії, математичного аналізу під час розв’язання 
прикладних задач. 
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Тема «Визначники» 

Основні визначення 
Визначником ݊-го порядку називається число ∆௡, яке записано у вигляді 

квадратної таблиці чисел: 

∆௡= ቮ

ܽଵଵ ܽଵଶ      ⋯ ܽଵ௡
ܽଶଵ ܽଶଶ      … ܽଶ௡
… …        … …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ      … ܽ௡௡

ቮ 

Мінором ܯ௜௝ елемента ܽ௜௝ - це визначник (݊ − 1) порядку, який 
утворюється з початкового визначника закресленням ݅ –того рядка і ݆-того 
стовпця. 

Алгебраїчним доповненням ܣ௜௝ елемента ܽ௜௝ називається добуток  

௜௝ܣ = (−1)௜ା௝ ∙  ௜௝ܯ

Обчислення визначників 
       Обчислення визначника 
другого порядку 

ቚ
૚૚ࢇ ૚૛ࢇ
૛૚ࢇ ૛૛ࢇ

ቚ = ૚૚ࢇ ∙ ૛૛ࢇ − ૚૛ࢇ ∙  ૛૚ࢇ

 

ቚ3 −5
4    2ቚ = 3 ∙ 2 − (−5) ∙ 4 = 6 + 20 = ૛૟ 

Обчислення визначника 
третього порядку за 
правилом Саррюса (правилом 
трикутників) 
 

 

 

 

อ
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

อ = 

ܽଵଵܽଶଶܽଷଷ + ܽଵଶܽଶଷܽଷଵ + ܽଵଷܽଶଵܽଷଶ − 
 −ܽଵଷܽଶଶܽଷଵ − ܽଵଶܽଶଵܽଷଷ − ܽଵଵܽଶଷܽଷଶ 

Обчислити визначник อ
1 3 −2
4 −5 1
2 2 7

อ. 

За правилом Саррюса маємо อ
1 3 −2
4 −5 1
2 2 7

อ = 

= 1 ∙ (−5) ∙ 7 + 3 ∙ 1 ∙ 2 + 4 ∙ 2 ∙ (−2) −  
— 2 ∙ (−5) ∙ 2 − 3 ∙ 4 ∙ 7 − 1 ∙ 2 ∙ 1 =  
= −35 + 6 − 16 − 20 − 84 − 2 = −૚૞૚ 
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Мінором ࢐࢏ࡹ -це визначник, 
отриманий із початкового 
визначника, закресленням         
i-того рядка та ݆-того стовпця 

ተ
ተ

ܽଵଵ ܽଵଶ …
ܽଶଵ ܽଶଶ …
… … …

ܽଵ௝ … ܽଵ௡
ܽଶ௝ … ܽଶ௡
… … …

ܽ௜ଵ ܽ௜ଶ …
… … …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ …

ܽ௜௝ … ܽ௜௡
… … …

ܽ௡ଶ … ܽ௡௡

ተ
ተ
 

Дано визначник อ
−2 6 5
3 0 −1
2 7 6

อ , знайти ܯଷଶ. 

ଷଶܯ = อ
−2 6 5
3 0 −1
2 7 6

อ = ቚ−2 5
3 −1ቚ =  

        = −2 ∙ (−1) − 5 ∙ 3 = 2 − 15 = −૚૜ 

Алгебраїчним доповненням 
називається число, що 
знаходять за правилом 
࢐࢏࡭ = (−૚)࢏ା࢐ ∙  .࢐࢏ࡹ

Дано визначник อ
4 1 2

−2 5 3
−6 2 8

อ, зайти ܣଵଷ. 

 
ଵଷܣ = (−1)ଵାଷ ∙ ቚ−2 5

−6 2ቚ = 

       = (−1)ସ൫−2 ∙ 2 − 5 ∙ (−6)൯ = 
       = −4 + 30 = ૛૟ 

Обчислення визначників 
шляхом розкладання за 
елементами рядка 

∆= ෍ ࢑࢏ࢇ ∙ ࢑࢏࡭

࢔

࢑ୀ૚

 

Правило: визначник дорівнює 
сумі попарних добутків 
елементів будь-якого рядка на 
їх алгебраїчні доповнення 

Обчислити визначник ቮ
2 −1
3    5

  7  0
−4   2

1 −1
2    0

    3   4
   5 −3

ቮ за 

елементами третього рядка. 
 

∆= ቮ
2 −1
3    5

  7  0
−4   2

1 −1
2    0

    3   4
   5 −3

ቮ =  

   = 1 ∙ (−1)ଷାଵ ∙ อ
−1 7 0
5 −4 2
0 5 −3

อ + 

   +(−1) ∙ (−1)ଷାଶ ∙ อ
2 7 0
3 −4 2
2 5 −3

อ +  

    +3 ∙ (−1)ଷାଷ ∙ อ
2 −1 0
3 5 2
2 0 −3

อ +  

    +4 ∙ (−1)ଷାସ ∙ อ
2 −1 7
3 5 −4
2 0 5

อ =  

  = 1 ∙ (−12 + 0 + 0 − 0 + 10 + 105) + 
  +1 ∙ (24 + 28 + 0 − 0 − 20 + 63) + 
  +3 ∙ (−30 − 4 + 0 − 0 − 9 − 0) − 
  −4 ∙ (50 + 8 + 0 − 70 + 15 − 0) =  ૞ૠ 
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Обчислення визначників 
шляхом розкладання за 
елементами стовпця 

∆= ෍ ࢑࢐ࢇ ∙ ࢑࢐࡭

࢔

࢑ୀ૚

 

Правило: визначник дорівнює 
сумі попарних добутків 
елементів будь-якого стовпця 
на їхні алгебраїчні доповнення 

Обчислити визначник ቮ
2 −1
3    5

  7  0
−4   2

1 −1
2    0

    3   4
   5 −3

ቮ за 

елементами другого стовпця. 

∆= ቮ
2 −1
3    5

  7  0
−4   2

1 −1
2    0

    3   4
   5 −3

ቮ = 

= −1 ∙ (−1)ଵାଶ ∙ อ
3 −4 2
1 3 4
2 5 −3

อ + 5 ∙ (−1)ଶାଶ ∙ อ
2 7 0
1 3 4
2 5 −3

อ + 

+(−1) ∙ (−1)ଷାଶ ∙ อ
2 7 0
3 −4 2
2 5 −3

อ + 0 = 

  = 1 ∙ (−27 − 32 + 10 − 12 − 12 − 60) + 
  +5 ∙ (−18 + 56 + 0 − 0 + 21 − 40) − 
  +1 ∙ (24 + 28 + 0 − 0 + 63 − 20) = 
  = −133 + 95 + 95 = ૞ૠ 
 

Обчислення визначників 
шляхом розкладання за 
елементами рядка (стовпця) 
з попереднім отриманням 
нулів 

Правило: за властивостями 
визначників величина 
визначника не зміниться, якщо 
елементи будь-якого рядка 
(стовпця) помножити на будь-
яке число та додати до 
відповідних елементів іншого 
рядка (стовпця). 

Зауваження: при отриманні 
нулів у рядку необхідно 
працювати зі стовпцями, при 
отриманні нулів у стовпці – із 
рядками 

Обчислити визначник ቮ
2 −1
3    5

  7  0
−4   2

1 −1
2    0

    3   4
   5 −3

ቮ, 

попередньо отримавши нулі в третьому рядку. 

∆= ቮ
2 −1
3    5

  7  0
−4   2

1 −1
2    0

    3   4
   5 −3

ቮ = 

       (1) 
      (-3) 
      (-4) 

= ቮ
2 1
3 8

   1 −8  
−13 −10

1 0
2 2

   0    0
−1 −11

ቮ

= 1 ∙ (−1)ଷାଵ ∙ อ
1 1 −8
8 −13 −10
2 −1 −11

อ = 

= 143 − 20 + 64 − 208 + 88 − 10 = ૞ૠ  
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Тема «Матриці» 

Основні визначення 

Матрицею ܣ = ฮܽ௜௝ฮ називається прямокутна таблиця чисел, яка складається 
з ݉ рядків та ݊ стовпців: 

ܣ = ቌ

ܽଵଵ ܽଵଶ …
ܽଶଵ ܽଶଶ …
… … …

     
ܽଵ௡
ܽଶ௡
…

     ܽ௠ଵ ܽ௠ଶ …      ܽ௠௡     
ቍ 

Матриця, кількість рядків якої дорівнює кількості стовпців, називається 
квадратною матрицею 

Квадратна матриця, усі елементи головної діагоналі якої дорівнюють 1, а всі 
інші – 0, називається одиничною та позначається, як 

ܧ = ቌ
1 0 …
0 1 …
… … …

    
0
0
…

0  0 …    1

ቍ 

Операції з матрицями 

Додавання (віднімання) 
матриць  
 
Правило: додавати 
(віднімати) можна лише 
матриці однакового розміру 

࡭ ± ࡮ = ⇒ ࡯  ܿ௜௝ = ܽ௜௝ ± ௜ܾ௝ 

Знайти суму та різницю матриць 

ܣ = ቀ−2 5 7
3 0 −4ቁ    i    ܤ = ቀ4 2 −3

1 9 0 ቁ. 

࡭ + ࡮ = ቀ−2 + 4 5 + 2 7 − 3
3 + 1 0 + 9 −4 + 0ቁ = ቀ૛ ૠ ૝

૝ ૢ −૝ቁ; 

࡭ − ࡮ = ቀ−2 − 4 5 − 2 7 + 3
3 − 1 0 − 9 −4 − 0ቁ = ቀ−૟ ૜ ૚૙

૛ −ૢ −૝ቁ 

Множення матриці на 
число 

࡯ = ࣅ ∙ ⇒   ࡭ ܿ௜௝ = ߣ ∙ ܽ௜௝ 

Знайти матрицю 4ܣ, якщо ܣ = ൭
−8 4
3 0
5 −2

൱. 

ܣ4 = ൭
4 ∙ (−8) 4 ∙ 4

4 ∙ 3 4 ∙ 0
4 ∙ 5 4 ∙ (−2)

൱ = ൭
−૜૛ ૚૟
૚૛ ૙
૛૙ −ૡ

൱ 
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Множення матриць 

Матриці-множники повинні 
задовольняти умови: 
кількість стовпців першої 
матриці дорівнює кількості 
рядків другої. У результаті 
отримаємо матрицю, у якої 
стільки рядків, скільки у 
першої, і стільки стовпців, 
скільки у другої. ࡭ ∙ ࡮ =  :࡯

 

Множимо рядок першої 
матриці на стовпець другої 
матриці: 

ܿ௜௝ = ܽ௜ଵ ∙ ܾଵ௝ + ܽ௜ଶ ∙ ܾଶ௝ + 
+ ⋯ ܽ௜௡ ∙ ܾ௡௝ 

Загалом, 
࡭  ∙ ࡮ ≠ ࡮ ∙  .࡭

Знайти добуток матриць ܣ ∙ ܤ і ܤ ∙  якщо це , ܣ
можливо: 

ܣ = ൭
4 −1
2 3
0 5

൱ ; ܤ    = ቀ5 2 4
1 1 3ቁ. 

࡭ ∙ ࡮ = ൭
4 −1
2 3
0 5

൱ ∙ ቀ5 2 4
1 1 3ቁ =  

= ൭
4 ∙ 5 + (−1) ∙ 1 4 ∙ 2 + (−1) ∙ 1 4 ∙ 4 + (−1) ∙ 3

2 ∙ 5 + 3 ∙ 1 2 ∙ 2 + 3 ∙ 1 2 ∙ 4 + 3 ∙ 3
0 ∙ 5 + 5 ∙ 1 0 ∙ 2 + 5 ∙ 1 0 ∙ 4 + 5 ∙ 3

൱ 

= ൭
20 − 1 8 − 1 16 − 3
10 + 3 4 + 3 8 + 9
0 + 5 0 + 5 0 + 15

൱ = ൭
૚ૢ ૠ ૚૜
૚૜ ૠ ૚ૠ
૞ ૞ ૚૞

൱. 

࡮ ∙ ࡭ = ቀ5 2 4
1 1 3ቁ ∙ ൭

4 −1
2 3
0 5

൱ = 

= ൬5 ∙ 4 + 2 ∙ 2 + 4 ∙ 0 5 ∙ (−1) + 2 ∙ 3 + 4 ∙ 5
1 ∙ 4 + 1 ∙ 2 + 3 ∙ 0 1 ∙ (−1) + 1 ∙ 3 + 3 ∙ 5൰ =  

= ቀ20 + 4 + 0 −5 + 6 + 20
4 + 2 + 0 −1 + 3 + 15ቁ = ቀ૛૝ ૛૚

૟ ૚ૠቁ 

Транспонування матриць 

Транспонована матриця 
утворюється шляхом заміни 
рядків на стовпі (або 
навпаки): 

ܣ = ቌ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

ܽ௠ଵ ܽ௠ଶ

… …
… ܽ௠௡

ቍ   

்ܣ = ቌ
ܽଵଵ ܽଶଵ
ܽଵଶ ܽଶଶ

… ܽ௠ଵ
… ܽ௠ଶ… …

ܽଵ௡ ܽଶ௡

… …
… ܽ௠௡

ቍ 

 

Транспонувати матрицю ܣ = ቌ
−5 6  1
3 8  4

   0   6 7
   2   4 −3

ቍ. 

 

்ܣ = ൭
−5 3
6 8
1 4

     
0 2
6 4
7 −3

൱ 
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Обернена матриця 

Існує лише для квадратних 
невироджених матриць! 
Знаходимо обернену матрицю 
за алгоритмом: 

1. Обчислюємо ݀݁ܣݐ  
ܣݐ݁݀) ≠ 0!). 

2. Транспонуємо матрицю 
 .(்ܣ)

3. Обчислюємо алгебраїчні 
доповнення до кожного 
елемента транспонованої 
матриці. 

4. Складаємо обернену 
матрицю за правилом: 
 

ଵିܣ =
1

ܣݐ݁݀
൮

ଵଵܣ
் ଵଶܣ

்

ଶଵܣ
் ଶଶܣ

்
… ଵ௡ܣ

்

… ଶ௡ܣ
்

… …
௡ଵܣ

் ௡ଶܣ
்

… …
… ௡௡ܣ

்

൲. 

5. Виконуємо перевірку: 
ଵିܣ ∙ ܣ =  ܧ

або ܣ ∙ ଵିܣ =  ,ܧ

де ܧ = ቌ
1 0
0 1

… 0
… 0… …

0 0  
… …
… 1

ቍ 

Знайти матрицю, обернену до ܣ = ൭
1 1 2

−6 3 0
2 5 −4

൱. 

ܣݐ݁݀ = อ
1 1 2

−6 3 0
2 5 −4

อ = −12 + 0 − 60 − 12 − 24 − 0  

         = −108 ≠ 0; 

்ܣ = ൭
1 −6 2
1 3 5
2 0 −4

൱; 

ଵଵܣ
் = (−1)ଵାଵ ቚ3 5

0 −4ቚ = −12 − 0 = −12; 

ଵଶܣ
் = (−1)ଵାଶ ቚ1 5

2 −4ቚ = −(−4 − 10) = 14; 

ଵଷܣ
் = (−1)ଵାଷ ቚ1 3

2 0ቚ = 0 − 6 = −6; 

ଶଵܣ
் = (−1)ଶାଵ ቚ−6 2

0 −4ቚ = −(24 − 0) = −24; 

ଶଶܣ
் = (−1)ଶାଶ ቚ1 2

2 −4ቚ = −4 − 4 = −8; 

ଶଷܣ
் = (−1)ଶାଷ ቚ1 −6

2 0 ቚ = −(0 + 12) = −12; 

ଷଵܣ
் = (−1)ଷାଵ ቚ−6 2

3 5ቚ = −30 − 6 = −36; 

ଷଶܣ
் = (−1)ଷାଶ ቚ1 2

1 5ቚ = −(5 − 2) = −3; 

ଷଷܣ
் = (−1)ଷାଷ ቚ1 −6

1 3 ቚ = 3 + 6 = 9. 

૚ି࡭ = ૚
ି૚૙ૡ

൭
−૚૛ ૚૝ −૟
−૛૝ −ૡ −૚૛
−૜૟ −૜   ૢ

൱. 

 

Перевірка: 

૚ି࡭ ∙ ࡭ = ଵ
ିଵ଴଼

൭
−12 14 −6
−24 −8 −12
−36 −3   9

൱ ∙ ൭
1 1 2

−6 3 0
2 5 −4

൱ =  

= − ଵ
ଵ଴଼

൭
−12 − 84 − 12 −12 + 42 − 30 −24 + 0 + 24
−24 + 48 − 24 −24 − 24 − 60 −48 + 0 + 48
−36 + 18 + 18 −36 − 9 + 45 −72 + 0 − 36

൱ =  

= −
1

108
൭

−108 0 0
0 −108 0
0 0 −108

൱ = ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ =  ࡱ
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Тема «Розв’язання систем неоднорідних лінійних 
алгебраїчних рівнянь» 

ቐ
૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ = ૚࢈
૛૚࢞૚ࢇ + ૛૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૛ࢇ = …૛࢈
૚࢞૚࢔ࢇ + ૛࢞૛࢔ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔࢔ࢇ = ࢔࢈

 

Метод Крамера 

∆= ቮ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ

… …
… ܽ௡௡

ቮ; 

∆ଵ= ቮ
૚࢈ ܽଵଶ
૛࢈ ܽଶଶ

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

࢔࢈ ܽ௡ଶ

… …
… ܽ௡௡

ቮ; 

∆ଶ= ቮ
ܽଵଵ ૚࢈
ܽଶଵ ૛࢈

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

ܽ௡ଵ ࢔࢈

… …
… ܽ௡௡

ቮ; 

                     … 

∆௡= ቮ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ૚࢈
… …૛࢈ …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ

… …
… ࢔࢈

ቮ; 

࢞૚ =
∆૚

∆
;  ࢞૛ =

∆૛

∆
; …,  

࢔࢞ =
࢔∆

∆
 

Розв’язати за методом Крамера систему 

൝
ଵݔ3 − ଶݔ2 + ଷݔ5 = 21,

ଵݔ4 + ଶݔ − ଷݔ = 9,
ଵݔ + ଶݔ3 − ଷݔ7 = −14.

 

∆= อ
3 −2 5
4 1 −1
1 3 −7

อ = −21 + 2 + 60 − 5 − 56 + 9 = −૚૚; 

∆ଵ= อ
21 −2 5
9 1 −1

−14 3 −7
อ = −147 − 28 + 135 + 70 − 126 +  

    +63 = −૜૜: 

∆ଶ= อ
3 21 5
4 9 −1
1 −14 −7

อ = −189 − 21 − 280 − 45 + 588 −  

    −42 = ૚૚; 

∆ଷ= อ
3 −2 21
4 1 9
1 3 −14

อ = −42 − 18 + 252 − 21 − 112 − 81  

    = −૛૛; 

ଵݔ = ∆భ
∆

=  ିଷଷ
ିଵଵ

= ૜; 

ଶݔ = ∆మ
∆

=  ଵଵ
ିଵଵ

= −૚; 

ଷݔ = ∆య
∆

=  ିଶଶ
ିଵଵ

= ૛. 

Перевірка. 

Підставимо отримані значення в друге рівняння системи 

4 ∙ 3 + (−1) − 2 = 9, отримано тотожність. 

Відповідь: ݔଵ = ૜; ݔଶ = −૚; ݔଷ = ૛ 
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Матричний метод  

ࢄ = ૚ି࡭ ∙   ,࡮

де 

ܣ = ቌ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ

… …
… ܽ௡௡

ቍ, 

ܺ = ቌ
ଵݔ
…ଶݔ
௡ݔ

ቍ,     ܤ = ቌ
ܾଵ
ܾଶ…
ܾ௡

ቍ 

Розв’язати матричним методом систему 

൝
ଵݔ3 − ଶݔ2 + ଷݔ5 = 21,

ଵݔ4 + ଶݔ − ଷݔ = 9,
ଵݔ + ଶݔ3 − ଷݔ7 = −14.

 

ܣ = ൭
3 −2 5
4 1 −1
1 3 −7

൱ ;    ܺ = ቌ
ଵݔ
…ଶݔ
௡ݔ

ቍ ; ܤ   = ൭
21
9

−14
൱. 

ܣݐ݁݀ = อ
3 −2 5
4 1 −1
1 3 −7

อ = 

= −21 + 2 + 60 − 5 − 56 + 9 = −11; 
 

்ܣ = ൭
3 4 1

−2 1 3
5 −1 −7

൱; 

ଵଵܣ
் = (−1)ଵାଵ ቚ 1 3

−1 −7ቚ = −7 + 3 = −4; 

ଵଶܣ
் = (−1)ଵାଶ ቚ−2 3

5 −7ቚ = −(14 − 15) = 1; 

ଵଷܣ
் = (−1)ଵାଷ ቚ−2 1

5 −1ቚ = 2 − 5 = −3; 

ଶଵܣ
் = (−1)ଶାଵ ቚ 4 1

−1 −7ቚ = −(−28 + 1) = 27; 

ଶଶܣ
் = (−1)ଶାଶ ቚ3 1

5 −7ቚ = −21 − 5 = −26; 

ଶଷܣ
் = (−1)ଶାଷ ቚ3 4

5 −1ቚ = −(−3 − 20) = 23; 

ଷଵܣ
் = (−1)ଷାଵ ቚ4 1

1 3ቚ = 12 − 1 = 11; 

ଷଶܣ
் = (−1)ଷାଶ ቚ 3 1

−2 3ቚ = −(9 + 2) = −11; 

ଷଷܣ
் = (−1)ଷାଷ ቚ 3 4

−2 1ቚ = 3 + 8 = 11. 

ଵିܣ = ଵ
ିଵଵ

൭
−4 1 −3
27 −26 23
11 −11 11

൱. 

ܺ = ଵିܣ ∙ ܤ = ଵ
ିଵଵ

൭
−4 1 −3
27 −26 23
11 −11 11

൱ ∙ ൭
21
9

−14
൱ =  

    = − ଵ
ଵଵ

൭
−84 + 9 + 42

567 − 234 − 322
231 − 99 − 154

൱ = − ଵ
ଵଵ

൭
−33
11

−22
൱ = ൭

3
−1
2

൱. 

Відповідь:  ݔଵ = ૜;  ݔଶ = −૚;  ݔଷ = ૛ 
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Метод Гауса (метод послідовного 
виключення невідомих) 

ሚܣ  = (ܤ|ܣ) = 

ቌ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ

… …
… ܽ௡௡

ቮ
ܾଵ
ܾଶ…
ܾ௡

ቍ
ቀ−

ܽ21

ܽ11
ቁ . . ቀ−

ܽ݊1

ܽ11
ቁ

  

~ ൮

ܽଵଵ ܽଵଶ

0 ܽଶଶ
(ଵ)

… ܽଵ௡

… ܽଶ௡
(ଵ)

… …
0 ܽ௡ଶ

(ଵ)
… …
… ܽ௡௡

(ଵ)
ተ

ܾଵ

ܾଶ
(ଵ)

…
ܾ௡

(ଵ)

൲ 
…

ቆ− ௔೙೙
(೙షమ)

௔೙షభ,೙
(೙షమ)ቇ~ 

~ ൮

ܽଵଵ ܽଵଶ

0 ܽଶଶ
(ଵ)

… ܽଵ௡

… ܽଶ௡
(ଵ)

… …
0 0

… …
… ܽ௡௡

(௡ିଵଵ)
ተ

ܾଵ

ܾଶ
(ଵ)

…
ܾ௡

(௡ିଵ)

൲  

Розв’язати методом Гауса систему 

൝
ଵݔ3 − ଶݔ2 + ଷݔ5 = 21,

ଵݔ4 + ଶݔ − ଷݔ = 9,
ଵݔ + ଶݔ3 − ଷݔ7 = −14.

 

ሚܣ = (ܤ|ܣ) = ൭
3 −2 5
4 1 −1
1 3 −7

อ
21
9

−14
൱   ~  

~ ൭
1 3 −7
4 1 −1
3 −2 5

อ
−14

9
21

൱
(−4) (−3)

~  

~ ൭
1 3 −7
0 −11 27
0 −11 26

อ
−14
65
63

൱ (−1)~  

~ ൭
1 3 −7
0 −11 27
0 0 1

อ
−14
65
2

൱. 

Знаходимо невідомі: 

⇒ ଷݔ = ૛;  

ଶݔ11−⇒ + ଷݔ27 = 65;  
ଶݔ11− = 65 − 27 ∙ ଶݔ   ;2 = −૚; 

ଵݔ⇒ + ଶݔ3 − ଷݔ7 = −14;   
ଵݔ = −14 − 3 ∙ (−1) + 7 ∙ 2 = ૜. 

Відповідь:  ݔଵ = ૜;  ݔଶ = −૚;  ݔଷ = ૛ 

 
Тема «Розв’язання систем однорідних лінійних 

алгебраїчних рівнянь» 

ቐ
૚૚࢞૚ࢇ + ૚૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૚ࢇ = ૙
૛૚࢞૚ࢇ + ૛૛࢞૛ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔૛ࢇ = ૙…
૚࢞૚࢔ࢇ + ૛࢞૛࢔ࢇ + ⋯ + ࢔࢞࢔࢔ࢇ = ૙,

  

     де    ∆= ቮ
ܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶ

… ܽଵ௡
… ܽଶ௡… …

ܽ௡ଵ ܽ௡ଶ

… …
… ܽ௡௡

ቮ   -   визначник системи. 
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Якщо ∆≠ 0,     

 то     ݔଵ = ଶݔ = ⋯ = ௡ݔ = 0 

Розв’язати однорідну систему  

൝
ଵݔ5 − ଶݔ3 + ଷݔ = 0
ଵݔ − ଶݔ6 + ଷݔ4 = 0

ଵݔ2 + ଶݔ3 + ଷݔ7 = 0.
 

∆= อ
5 −3 1
1 −6 4
2 3 7

อ = −210 − 24 + 3 + 12 + 21 − 60 =  

   = −258 ≠ 0. 

Отже, система має лише тривіальне рішення  
ଵݔ      = ଶݔ = ଷݔ = 0 

Якщо ∆= 0, 

  то ܣ݃݊ܽݎ = ሚܣ݃݊ܽݎ = ݉ < ݊ 

Система сумісна, але не 
визначена, тому має безліч 
розв’язків.  

Закреслюємо ݊ − ݉ рівнянь 
та виражаємо ݉ базових 
невідомих через ݊ − ݉ 
вільних 

 

Розв’язати однорідну систему  

൝
ଵݔ2 − ଶݔ + ଷݔ = 0

ଵݔ3 + ଶݔ + ଷݔ4 = 0
ଵݔ− + ଶݔ2 + ଷݔ = 0

. 

∆= อ
2 1 1
3 1 4

−1 2 1
อ = 2 + 4 + 6 + 1 + 3 − 16 = 0. 

Оберемо два перших рівняння і виразимо два перших 
невідомих через третє: 

൜ ଵݔ2 − ଶݔ + ଷݔ = 0
ଵݔ3 + ଶݔ + ଷݔ4 = 0    ⇒    ൜ ଵݔ2 − ଶݔ = ଷݔ−

ଵݔ3 + ଶݔ = ଷݔ4−
. 

Нехай ݔଷ = ݇: 

൜ ଵݔ2 − ଶݔ = −݇
ଵݔ3 + ଶݔ = −4݇  

∆= ቚ2 −1
3 1 ቚ = 2 + 3 = 5;   

∆ଵ= ቚ −݇ −1
−4݇ 1 ቚ = −݇ − 4݇ = −5݇; 

∆ଶ= ቚ2 −݇
3 −4݇ቚ = −8݇ + 3݇ = −5݇; 

ଵݔ = ∆భ
∆

= ିହ௞
ହ

= ଶݔ  ;࢑− = ∆మ
∆

= ିହ௞
ହ

= ଷݔ  ;࢑− = ࢑; 
݇ ∈ ܴ 

Відповідь:  ݔଵ = ଶݔ  ;࢑− = ଷݔ  ;࢑− = ࢑,    ݇ ∈ ܴ 
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Тема «Вектори» 

Координати вектора ࢇሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗࡮࡭ , 

де ݔ)ܣଵ, ,ଵݕ ,(ଵݖ ,ଶݔ)ܤ ,ଶݕ  :(ଶݖ
ሬሬ⃗ࢇ (࢞૛ − ࢞૚;   ࢟૛ − ࢟૚; ૛ࢠ   −  (૚ࢠ

або 
ሬሬ⃗ࢇ  = ࢞ࢇ ∙ ଙ⃗ + ࢟ࢇ ∙ ଚ⃗ + ࢠࢇ ∙ ࢑ሬሬ⃗ ,  

де ܽ௫ = ଶݔ −   ;ଵݔ
ܽ௬ = ଶݕ −  ;ଵݕ
ܽ௭ = ଶݖ −  ଵݖ

Знайти координати вектора ܽ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ , якщо 
,4)ܤ   ,(3,2,8−)ܣ −5,2). 

ܽ⃗ = (4 − (−3); −5 − 2;   2 − 8); 

ሬሬ⃗ࢇ (ૠ; −ૠ; −૟), 

або ࢇሬሬ⃗ = ૠଙ⃗ − ૠଚ⃗ − ૟࢑ሬሬ⃗  

Дано довжини двох векторів |ࢇሬሬ⃗ | і 
ห࢈ሬሬ⃗ ห та кут ࣐ між ними 

|ܽ⃗| = 5;  ห ሬܾ⃗ ห = 3;    ߮ =
ߨ
3  

Скалярний добуток векторів 

ሬሬ⃗ࢇ ∙ ሬሬ⃗࢈ = ሬሬ⃗ࢇ| | ∙ ห࢈ሬሬ⃗ ห ∙  ࣐ܛܗ܋

Знайти скалярний добуток векторів ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

ܽ⃗ ∙ ሬܾ⃗ = 5 ∙ 3 ∙ cos
ߨ
3 =

15
2 = ૠ, ૞ 

Модуль векторного добутку 

หࢇሬሬ⃗ × ሬሬ⃗࢈ ห = ሬሬ⃗ࢇ| | ∙ ห࢈ሬሬ⃗ ห ∙  ࣐ܖܑܛ

Знайти модуль векторного добутку векторів 

 ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = 5 ∙ 3 ∙ s݅݊
ߨ
3 =

૚૞√૜
૛  

Проєкція вектора ࢇሬሬ⃗  на вектор ࢈ሬሬ⃗   

пр࢈ሬሬ⃗ ሬሬ⃗ࢇ =
ሬሬ⃗ࢇ ∙ ሬሬ⃗࢈

ห࢈ሬሬ⃗ ห
= ሬሬ⃗ࢇ| | ∙  ࣐ܛܗ܋

Знайти проєкцію вектора ܽ⃗ на вектор ሬܾ⃗ . 

пр௕ሬ⃗ ܽ⃗ = 5 ∙ cos
ߨ
3 =

5
2 = ૛, ૞ 

Дано координати векторів 
ሬሬ⃗ࢇ ൫࢞ࢇ, ,࢟ࢇ ,൯ࢠࢇ ሬሬ⃗࢈ ൫࢞࢈, ,࢟࢈ ,൯ࢠ࢈

ሬ⃗ࢉ ൫࢞ࢉ, ,࢟ࢉ  ൯ࢠࢉ

ܽ⃗(−2; 5; 3), ሬܾ⃗ (4; 6; 0),     ܿ⃗(1; −3; 8) 

Модуль вектора ࢇሬሬ⃗  

ሬሬ⃗ࢇ| | = ටܽ௫
ଶ + ܽ௬

ଶ + ܽ௭
ଶ 

Знайти модуль вектора ܽ⃗. 

|ܽ⃗| = ඥ(−2)ଶ + 5ଶ + 3ଶ = √4 + 25 + 9 = √૜ૡ. 

Сума (різниця) векторів 
ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = ൫ܽ௫ + ܾ௫;  ܽ௬ + ܾ௬; ܽ௭ + ܾ௭൯; 

ܽ⃗ − ሬܾ⃗ = ൫ܽ௫ − ܾ௫;  ܽ௬ − ܾ௬; ܽ௭ − ܾ௭൯. 

Знайти суму й різницю векторів ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = (−2 + 4;  5 + 6;  3 + 0) = (૛; ૚૚; ૜); 
ܽ⃗ − ሬܾ⃗ = (−2 − 4;  5 − 6;  3 − 0) = (−૟; −૚; ૜). 
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Множення вектора на число 

ሬሬ⃗ࢇࣅ = ൫ܽߣ௫; ;௬ܽߣ   ௭൯ܽߣ 

Знайти вектор −4ܿ⃗. 

−4 ∙ ܿ⃗ = (−4 ∙ 1; −4 ∙ (−3); −4 ∙ 8) = 
= (−૝; ૚૛; −૜૛) 

Скалярний добуток векторів 

ሬሬ⃗ࢇ ∙ ሬሬ⃗࢈ = ࢞ࢇ ∙ ࢞࢈ + ࢟ࢇ ∙ ࢟࢈ + ࢠࢇ ∙  ࢠ࢈

Знайти скалярний добуток векторів ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

ܽ⃗ ∙ ሬܾ⃗ = −2 ∙ 4 + 5 ∙ 6 + 3 ∙ 0 = −8 + 30 + 0 = ૛૛ 

Векторний добуток векторів 

ሬሬ⃗ࢇ × ሬሬ⃗࢈ = ቮ
ଙ⃗ ଚ⃗ ࢑ሬሬ⃗

࢞ࢇ ࢟ࢇ ࢠࢇ
࢞࢈ ࢟࢈ ࢠ࢈

ቮ = 

= ଙ⃗ ฬ
࢟ࢇ ࢠࢇ
࢟࢈ ࢠ࢈

ฬ − ଚ⃗ ቚ
࢞ࢇ ࢠࢇ
࢞࢈ ࢠ࢈

ቚ + 

+࢑ሬሬ⃗ ฬ
࢞ࢇ ࢟ࢇ
࢞࢈ ࢟࢈

ฬ 

Знайти векторний добуток векторів ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗

−2 5 3
4 6 0

ቮ = 

= ଓ⃗ ቚ5 3
6 0ቚ − ଔ⃗ ቚ−2 3

4 0ቚ + ሬ݇⃗ ቚ−2 5
4 6ቚ 

= ଓ⃗(0 − 18) − ଔ⃗(0 − 12) + ሬ݇⃗ (−12 − 20) = 

= −૚ૡଙ⃗ + ૚૛ଚ⃗ − ૜૛࢑ሬሬ⃗  

Мішаний добуток векторів 

ሬሬ⃗ࢇ ∙ ሬሬ⃗࢈ ∙ ሬ⃗ࢉ = ቮ
࢞ࢇ ࢟ࢇ ࢠࢇ
࢞࢈ ࢟࢈ ࢠ࢈
࢞ࢉ ࢟ࢉ ࢠࢉ

ቮ 

Знайти мішаний добуток векторів ܽ⃗, ሬܾ⃗  і ܿ⃗. 

ܽ⃗ ∙ ሬܾ⃗ ∙ ܿ⃗ = อ
−2 5 3
4 6 0
1 −3 8

อ = 

= −96 + 0 − 36 − 18 − 160 − 0 = −૜૚૙ 

Умова колініарності двох 
векторів 

࢞ࢇ

࢞࢈
=

࢟ࢇ

࢟࢈
= ࢠࢇ

ࢠ࢈
. 

З’ясувати, чи колінеарні вектори ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

ିଶ
ସ

≠ ହ
଺

= ଷ
଴

   ⇒  неколініарні 

Умова ортогональності двох 
векторів 

ሬሬ⃗ࢇ ∙ ሬሬ⃗࢈  = 0 

З’ясувати, чи ортогональні вектори ܿ⃗ і ሬܾ⃗ . 
ܿ⃗ ∙ ሬܾ⃗ = 1 ∙ 4 + (−3) ∙ 6 + 8 ∙ 0 = 4 − 18 + 0 = 

−14 ≠ 0 ⇒ не ортогональні 

Умова компланарності трьох 
векторів 

ሬሬ⃗ࢇ ∙ ሬሬ⃗࢈ ∙ ሬ⃗ࢉ = ૙ 

З’ясувати, чи компланарні вектори ܽ⃗, ሬܾ⃗  і ܿ⃗. 

ܽ⃗ ∙ ሬܾ⃗ ∙ ܿ⃗ = อ
−2 5 3
4 6 0
1 −3 8

อ = −310 ≠ 0   

⇒ не компланарні 
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Кут між векторами ࢇሬሬ⃗  і ࢈ሬሬ⃗  

࣐࢙࢕ࢉ =
࢞ࢇ ∙ ࢞࢈ + ࢟ࢇ ∙ ࢟࢈ + ࢠࢇ ∙ ࢠ࢈

ට࢞ࢇ
૛ + ࢟ࢇ

૛ + ࢠࢇ
૛ට࢞࢈

૛ + ࢟࢈
૛ + ࢠ࢈

૛
 

Знайти косинус кута між векторами 
 ܽ⃗ і ሬܾ⃗ . 

߮ݏ݋ܿ = ିଶ∙ସାହ∙଺ାଷ∙଴
ඥ(ିଶ)మାହమାଷమ ∙√ସమା଺మା଴మ =   

=
22

√38 ∙ √52
=

૚૚
√૝ૢ૝

 

Проєкція вектора ࢇሬሬ⃗  на вектор ࢈ሬሬ⃗  

пр࢈ሬሬ⃗ ሬሬ⃗ࢇ = ሬሬ⃗ࢇ ሬሬ⃗࢈∙

ห࢈ሬሬ⃗ ห
=

ࢠ࢈∙ࢠࢇା࢟࢈∙࢟ࢇା࢞࢈∙࢞ࢇ

ට࢞࢈
૛ା࢟࢈

૛ାࢠ࢈
૛

  

Знайти проекцію вектора ܽ⃗ на вектор ሬܾ⃗ . 

пр௕ሬ⃗ ܽ⃗ = ିଶ∙ସାହ∙଺ାଷ∙଴
√ସమା଺మା଴మ = ଶଶ

√ହଶ
= ૚૚

√૚૜
  

 

Тема «Застосування векторної алгебри в розв’язанні 
простих геометричних задач» 

Площа паралелограма, 
побудованого на двох 
векторах ܽ⃗ і ሬܾ⃗      
        

ࡿ = หࢇሬሬ⃗ × ሬሬ⃗࢈ ห 

Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах 
ܽ⃗ = −4ଓ⃗ + 2ଔ⃗ − 3ሬ݇⃗  і ሬܾ⃗ = 7ଓ⃗ + 2ଔ⃗ − ሬ݇⃗ . 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗

−4 2 −3
7 2 −1

ቮ = 

= ଓ⃗ ቚ2 −3
2 −1ቚ − ଔ⃗ ቚ−4 −3

7 −1ቚ + ሬ݇⃗ ቚ−4 2
7 2ቚ = 4ଓ⃗ − 25ଔ⃗ − 22ሬ݇⃗ . 

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = ඥ4ଶ + (−25)ଶ + (−22)ଶ = √1125 = 15√3;           
ࡿ = ૚૞√૜ (од.кв.) 

Площа трикутника, 
побудованого на двох 
векторах ܽ⃗ і ሬܾ⃗         

     

ࡿ =
૚
૛

หࢇሬሬ⃗ × ሬሬ⃗࢈ ห 

Знайти площу трикутника ܥܤܣ, якщо 
,1,1)ܣ  −2),   .(4,6,2)ܥ   ,(3,1,5−)ܤ

Знайдемо координати векторів 
ܽ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ൫−3 − 1; 1 − 1; 5 − (−2)൯ = (−4; 0; 7) 
ሬܾ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ = (4 − (−3); 6 − 1; 2 − 5) = (7; 5; −3); 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗

−4 0 7
7 5 −3

ቮ = ଓ⃗ ቚ0 7
5 −3ቚ − ଔ⃗ ቚ−4 7

7 −3ቚ + ሬ݇⃗ ቚ−4 0
7 5ቚ = 

= −35ଓ⃗ + 37ଔ⃗ − 20ሬ݇⃗ . 

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = ඥ(−35)ଶ + 37ଶ + (−20)ଶ = √2994; 

ࡿ = ૚
૛ √૛ ૢૢ૝ (од.кв.) 
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Об’єм трикутної 
призми, побудованої на 
трьох векторах 
 ܽ⃗, ሬܾ⃗  і ܿ⃗ 

ࢂ = หࢇሬሬ⃗ ∙ ሬሬ⃗࢈ ∙ ሬ⃗ࢉ ห 

Знайти об’єм трикутної призми, побудованої на векторах 
ܽ⃗(2,7, −3), ሬܾ⃗ (4, −1,0) i ܿ⃗(3,2,6). 

ܽ⃗ ∙ ሬܾ⃗ ∙ ܿ⃗ = อ
2 7 −3
4 −1 0
3 2 6

อ = 

= −12 + 0 − 24 − 9 − 168 − 0 = −213; 

ࢂ = |−213| = ૛૚૜ (од.куб) 

 

Об’єм трикутної 
піраміди, побудованої 
на трьох векторах 
 ܽ⃗, ሬܾ⃗  і ܿ⃗ 

ࢂ =
૚
૟

หࢇሬሬ⃗ ∙ ሬሬ⃗࢈ ∙ ሬ⃗ࢉ ห 

Знайти об’єм трикутної піраміди ܦܥܤܣ, якщо 
,(4,2,1)ܣ ,(3,7,5−)ܤ ,6,1)ܥ −3),  .(2,1,0)ܦ

Координати векторів 

ܽ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = (−3 − 4; 7 − 2; 5 − 1) = (−7; 5; 4); 
ሬܾ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ = (6 − 4; 1 − 2; −3 − 1) = (2; −1; −4); 
ܿ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܦܣ = (2 − 4; 1 − 2; 0 − 1) = (−2; −1; −1). 

ܽ⃗ ∙ ሬܾ⃗ ∙ ܿ⃗ = อ
−7 5 4
2 −1 −4

−2 −1 −1
อ = 

= −7 + 40 − 8 − 8 + 10 + 28 = 55; 

ࢂ = ૞૞
૟

 (од.куб) 

 

Площа паралелограма, 
побудованого на двох 
векторах ܽ⃗ і ሬܾ⃗         

     
ࡿ = หࢇሬሬ⃗ × ሬሬ⃗࢈ ห 

Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах 
ܽ⃗ = −4ଓ⃗ + 2ଔ⃗ − 3ሬ݇⃗  і ሬܾ⃗ = 7ଓ⃗ + 2ଔ⃗ − ሬ݇⃗ . 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗

−4 2 −3
7 2 −1

ቮ = 

= ଓ⃗ ቚ2 −3
2 −1ቚ − ଔ⃗ ቚ−4 −3

7 −1ቚ + ሬ݇⃗ ቚ−4 2
7 2ቚ = 4ଓ⃗ − 25ଔ⃗ − 22ሬ݇⃗ . 

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = ඥ4ଶ + (−25)ଶ + (−22)ଶ = 

= √1125 = ࡿ           ;3√15 = ૚૞√૜ (од.кв.) 
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Тема «Аналітична геометрія на площині» 

Довжина відрізка ࡮࡭,  

якщо ݔ)ܣଵ, ,(ଵݕ ,ଶݔ)ܤ   ,(ଶݕ

ࢊ = ඥ(࢞૛ − ࢞૚)૛ + (࢟૛ − ࢟૚)૛ 

Знайти відстань між точками (3,5−)ܣ і (1,4)ܤ. 

ܤܣ = ݀ = ට൫1 − (−3)൯ଶ
+ (4 − 5)ଶ = √૚ૠ (од.) 

Координати точки ࡯, що 
розподіляє відрізок ࡮࡭ у 
відношенні ࣅ 

࢞ = ࢞૚ାࣅ∙࢞૛

૚ାࣅ
;     ࢟ = ࢟૚ାࣅ∙࢟૛

૚ାࣅ
 

 

Знайти координати точки, що розподіляє відрізок 
:у відношенні 3 ܤܣ 2, якщо (3,4−)ܤ ,(1,5)ܣ. 

За умовою, ߣ = ଷ
ଶ
. 

ݔ =
ଵାయ

మ∙(ିଷ)

ଵାయ
మ

=
మషవ

మ
మశయ

మ
= − ଻

ହ
ݕ      ; =

ହାయ
మ∙ସ

ଵାయ
మ

=
భబశభమ

మ
మశయ

మ
= ଶଶ

ହ
;         

࡯     ቀ− ૠ
૞

; ૛૛
૞

ቁ 

Координати середини відрізка 

࢞ = ࢞૚ା࢞૛

૛
;      ࢟ = ࢟૚ା࢟૛

૛
 

Знайти координати середини відрізка ܤܣ, якщо 
,3)ܣ  .(7,8)ܤ ,(2−

ݔ = ଷା଻
ଶ

= 5; ݕ   = ିଶା଼
ଶ

= ;૞)࡯     .3 ૜) 

Координати центра мас 
трикутника 

࢞ = ࢞૚ା࢞૛ା࢞૜

૜
; ࢟ = ࢟૚ା࢟૛ା࢟૜

૜
 

Знайти координати центра мас трикутника ܥܤܣ, 
якщо 2)ܣ, −3), ,(6,10)ܤ ,4)ܥ −1). 

ݔ = ଶା଺ାସ
ଷ

= ݕ   ;3 = ିଷାଵ଴ିଵ
ଷ

= ;૜)࡯   .2 ૛) 

Площа трикутника ܥܤܣ 

 

Знайти площу трикутника ܥܤܣ, якщо 
,(1,3)ܣ ,(5,0)ܤ  .(4,2−)ܥ

ܵ =
1
2 ቮ

1 3
5 0

−4 2
1 3

ቮ = 

=
1
2

|1 ∙ 0 + 5 ∙ 2 + (−4) ∙ 3 − 3 ∙ 5 − 0 ∙ (−4) − 2 ∙ 1| = 

= ૚ૢ
૛

 (од.кв.) 
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Тема «Рівняння прямої на площині» 

Рівняння прямої з 
кутовим коефіцієнтом 

࢟ = ࢑࢞ +  ࢈

Записати рівняння прямої, якщо відомо, що вона 
утворює кут 45଴ з додатнім напрямом осі абсцис та 
відсікає відрізок з 3 одиниць на осі ординат. 

݇ = tg߮ = tg45଴ = 1;      ܾ = 3; 

࢟ = ࢞ + ૜ 

Загальне рівняння прямої 

࢞࡭ + ࢟࡮ + ࡯ = ૙ 

Записати загальне рівняння прямої ௫ାଷ
ହ

− ଻௬
ଶ

= 4 −  .ݔ
௫ାଷ

ହ
− ଻௬

ଶ
= 4 − ቚݔ ∙ 10; 

ݔ)2 + 3) − ݕ35 = 10(4 −  ;(ݔ

ݔ2 + 6 − ݕ35 − 40 + ݔ10 = 0; 

૚૛࢞ − ૜૞࢟ − ૜૟ = ૙ 

Рівняння прямої у 
відрізках 

࢞
ࢇ

+
࢟
࢈

= ૚ 

1)Записати рівняння прямої, яка відсікає відрізки, що 
дорівнюють -2 і 3 одиницям, на осях абсцис та ординат 
відповідно. 

࢞
ି૛

+ ࢟
૜

= ૚. 

2) З’ясувати які відрізки відсукає пряма 
ݔ4  − ݕ3 − 12 = 0 на координатних осях. 

ݔ4 − ݕ3 = 12|: 12;  ସ௫
ଵଶ

− ଷ௬
ଵଶ

= 1;  ௫
ଷ

− ௬
ସ

= 1; 

ࢇ = ૜; ࢈   = −૝ 

Рівняння прямої, що 
проходить через дві точки 
,ଵݔ)ܣ ,ଶݔ)ܤ ଵ) іݕ  ,(ଶݕ

࢞ି࢞૚

࢞૛ି࢞૚
= ࢟ି࢟૚

࢟૛ି࢟૚
. 

Записати рівняння прямої, що проходить через точки 
 .(4,5)ܤ і (3,2−)ܣ

௫ି(ିଷ)
ସି(ିଷ)

= ௬ିଶ
ହିଶ

;     ௫ାଷ
଻

= ௬ିଶ
ଷ

; 

ݕ)7 − 2) = ݔ)3 + ݕ7     ;(3 − 14 = ݔ3 + 9; 

࢟ = ૜
ૠ

࢞ + ૛૜
ૠ

        або      ૜࢞ − ૠ࢟ + ૛૜ = ૙ 

Кутовий коефіцієнт прямої 

࢑ =
࢟૛ − ࢟૚

࢞૛ − ࢞૚
 

Знайти кутовий коефіцієнт прямої ܤܣ, якщо 
,8)ܣ −7),  .(3,10)ܤ

݇ =
10 − (−7)

3 − 8 = −
૚ૠ
૞  
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Рівняння прямої, що 
проходить через задану 
точку ࡭(࢞૙, ࢟૙) в заданому 
напрямі ࢑ 

࢟ − ࢟૙ = ࢑(࢞ − ࢞૙). 

Записати рівняння прямої, яка утворює кут గ
଺
 з віссю 

абсцис та проходить через точку 7)ܣ, −1). 
݇ = tg߮ = tg ஠

଺
= ଵ

√ଷ
; 

ݕ − (−1) = ଵ
√ଷ

ݔ) − 7);   ࢟ = ࢞
√૜

− ૠ
√૜

− ૚ 

Нормальне рівняння 
прямої 

࢞ ∙ ࢻܛܗ܋ + ࢟ ∙ ࢻܖܑܛ − ࢖ = ૙ 

З’ясувати, чи є  рівняння прямої ଷ
ହ

ݔ − ସ
ହ

ݕ − 2 = 0 
номальним. 
Коефіцієнти при ݔ та ݕ ቀଷ

ହ
 і − ସ

ହ
ቁ за абсолютною 

величиною не перевищують 1, сума їх квадратів 
дорівнює одиниці: 

ቀଷ
ହ
ቁ

ଶ
+ ቀ− ସ

ହ
ቁ

ଶ
= ଽ

ଶହ
+ ଵ଺

ଶହ
= 1, знак при вільному члені – 

відмінний    ⇒    рівняння нормальне 

Перехід від загального 
рівняння прямої до 
нормального 

Необхідно загальне рівняння 
прямої ݔܣ + ݕܤ + ܿ = 0 
помножити на нормуючий 
множник ܯ,  

знак якого обирається 
протилежним до знака ܥ: 

ࡹ = ± ૚
ඥ࡭૛ା࡮૛

  

Записати нормальне рівняння прямої 

ݔ5  + ݕ12 − 26 = 0. 

Нормуючий множник ܯ = ± ଵ
√ହమାଵଶమ = ± ଵ

ଵଷ
.  

Обираємо знак «+», протилежний до знака ܥ            
ܥ)  = −26): 

ݔ5 + ݕ12 − 26 = 0 ቚ∙ ଵ
ଵଷ

; 

૞
૚૜ ࢞ +

૚૛
૚૜ ࢟ − ૛ = ૙ 

Кут між прямими  

ࣖ܏ܜ = ࢑૛ି࢑૚

૚ା࢑૚࢑૛
  

Знайти кут між прямими ݕ = ଶ
ହ

ݔ − ݕ ;4 = ݔ3− + 2.  

За умови, що ݇ଵ = ଶ
ହ

;   ݇ଶ = −3   ⇒  tgߴ =
ିଷିమ

ఱ
ଵା(ିଷ)∙మఱ

= 17;          

ࣖ =  ૚ૠ܏ܜ܋ܚ܉

Умова паралельності 
прямих 

࢑૚ = ࢑૛ 

Записати рівняння прямої, що проходить через точку 
ݕ паралельно до  прямої (4,3−)ܣ = ݔ5 − 8. 
За умовою паралельності, ݇ଵ = ݇ଶ = 5.  

Рівняння прямої: ݕ − 3 = 5൫ݔ − (−4)൯; 

࢟ = ૞࢞ + ૛૜ 
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Умова перпендикулярності 
прямих 

࢑૛ = −
૚

࢑૚
 

Записати рівняння висоти ܰܣ трикутника ܥܤܣ, 
якщо (7,4−)ܣ, ,0)ܤ −3),  .(2,2)ܥ

Висота ܰܣ перпендикулярна до сторони ܥܤ. 
Кутовий коефіцієнт ܥܤ: ݇஻஼ = ଶି(ିଷ)

ଶି଴
= ହ

ଶ
. 

За умовою перпендикулярності ݇஺ே = − ଶ
ହ
. 

Рівняння ݕ :ܰܣ − 4 = − ଶ
ହ

൫ݔ − (−7)൯; 

࢟ = − ૛
૞

࢞ + ૟
૞
. 

Відстань від точки ࡹ(࢞૙, ࢟૙) 
до прямої заданої 

а) нормальним рівнянням 
ݔ ∙ cosߙ + ݕ ∙ sinߙ − ݌ = 0: 

ࢊ = |࢞ ∙ ࢻܛܗ܋ + ࢟ ∙ ࢻܖܑܛ −  ;|࢖

б) загальним рівнянням 
ݔܣ + ݕܤ + ܥ = 0: 

ࢊ =
૙࢞࡭| + ૙࢟࡮ + |࡯

૛࡭√ + ૛࡮
 

Знайти довжину висоти ܰܣ трикутника ܥܤܣ, якщо 
,(7,4−)ܣ ,0)ܤ −3),  .(2,2)ܥ

Висота ܰܣ - це відстань від точки ܣ до прямої ܥܤ. 
Рівняння ܥܤ: 

௫ି଴
ଶି଴

= ௬ି(ିଷ)
ଶି(ିଷ)

ݔ5   ; = ݕ)2 + 3); 

૞࢞ − ૛࢟ − ૟ = ૙; 

݀ = |ହ∙(ି଻)ିଶ∙ସି଺|
ඥହమା(ିଶ)మ = ૝ૢ

√૛ૢ
 (од.) 

Точка перетину двох прямих 

ݔଵܣ + ݕଵܤ + ଵܥ = 0, 

ݔଶܣ + ݕଶܤ + ଶܥ = 0: 

࢞ = ૚࡯૛࡮૛ି࡯૚࡮

૚࡮૛࡭૛ି࡮૚࡭
;  ࢟ = ૛࡯૚࡭૚ି࡯૛࡭

૚࡮૛࡭૛ି࡮૚࡭
 

Знайти точку перетину прямих  

ݔ7 − ݕ2 − 5 = 0 і 4ݔ + ݕ3 + 2 = 0. 

ଵܣ = ଵܤ ;7 = ଵܥ ;2− = ଶܣ ;5− = ଶܤ ;4 = 3; ଶܥ = 2. 

ݔ = ିଶ∙ଶିଷ∙(ିହ)
଻∙ଷିସ∙(ିଶ)

= ଵଵ
ଶଽ

ݕ  ; = ସ∙(ିହ)ି଻∙ଶ
଻∙ଷିସ∙(ିଶ)

= − ଷସ
ଶଽ

. 

࡯ ൬
૚૚
૛ૢ ; −

૜૝
૛ૢ൰ 
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Тема «Криві другого порядку» 

Канонічне рівняння кола 

(࢞ − ࢞૙)૛ + (࢟ − ࢟૙)૛ =  ,૛ࡾ

(де (ݔ଴,  (଴) - координати центра, ܴ -радіусݕ

 

 

Записати рівняння кола з центром у 
точці 4)ܯ, −1) і радіусом ܴ = 6. 

(࢞ − ૝)૛ + (࢟ + ૚)૛ = ૜૟ 

Канонічне рівняння еліпса 

࢞૛

૛ࢇ + ࢟૛

૛࢈ = ૚, 

де ܽ - велика піввісь, ܾ - мала піввісь; 

Координати фокусів ܨଵ(−ܿ, 0), ,ܿ)ଶܨ 0) 

головне співвідношення для еліпса: 

ܾଶ = ܽଶ − ܿଶ; 

ексцентриситет     ݁ = ௖
௔
 (݁ < 1); 

рівняння директрис ݔ = ±݀, де ݀ = ௔
௘
. 

 
 

Записати канонічне рівняння еліпса, 
якщо відомо, що мала піввісь 
дорівнює 6, а ексцентриситет - ସ

ହ
. 

За умовою ܾ = 6, ݁ = ସ
ହ
; 

ቊ
ܾଶ = ܽଶ − ܿଶ

݁ = ௖
௔

             ;        ቊ
ܽଶ − ܿଶ = 36
௖
௔

= ସ
ହ
               ; 

ቐ
ܿ = ସ

ହ
ܽ                    

ܽଶ − ଵ଺
ଶହ

ܽଶ = 36
;     ܽ

ଶ = 100
ܽ = 10    

 ⇒ 

࢞૛

૚૙૙ +
࢟૛

૜૟ = ૚ 
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Канонічне рівняння гіперболи  
࢞૛

૛ࢇ − ࢟૛

૛࢈ = ૚, 
де ܽ - дійсна піввісь, ܾ - уявна піввісь. 
Координати фокусів ܨଵ(−ܿ, 0), ,ܿ)ଶܨ 0) 
головне співвідношення для гіперболи:  

ܾଶ = ܿଶ − ܽଶ; 
ексцентриситет  ݁ = ௖

௔
 (݁ > 1); 

рівняння директрис ݔ = ±݀, де ݀ = ௔
௘
, 

рівняння асимптот ݕ = ± ௕
௔

 ݔ

 

Записати канонічне рівняння 
гіперболи, якщо відстань між 
фокусами дорівнює 2√74,  
а уявна вісь – 10. 

За умовою,   2ܿ = 2√74,     2ܾ = 10  

⇒    ܿ = √74, ܾ = 5. 

ܾଶ = ܿଶ − ܽଶ  ⇒ 

ܽଶ = ܿଶ − ܾଶ = 74 − 25 = 49;  ⇒ 

࢞૛

૝ૢ −
࢟૛

૛૞ = ૚ 

Канонічне рівняння параболи 

࢟૛ = ૛࢞࢖   (࢞૛ = ૛࢟࢖) 

де ݌ – параметр параболи.  

Координати фокуса ܨ ቀ௣
ଶ

, 0ቁ  ൬ܨ ቀ0, ௣
ଶ

ቁ൰;  
ексцентриситет параболи дорівнює 1; 
рівняння директриси ݔ = − ௣

ଶ
   ቀݕ = − ௣

ଶ
ቁ. 

    
 

Записати канонічне рівняння 
параболи, фокус якої розташований у 
точці (3,0−)ܨ. 

За формулами, ௣
ଶ

= ݌    ⇒    3− = −6; 

ଶݕ = ૛࢟   ⇒   ݔ݌2 = −૚૛࢞ 
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Тема «Аналітична геометрія у просторі. Рівняння 
площини» 

 

Загальне рівняння площини 
࢞࡭ + ࢟࡮ + ࢠ࡯ + ࡰ = ૙ 

Записати загальне рівняння площини 
ସ
ଷ

ݔ15) + (ݕ3 − ݖ7 = ݔ)2 − ݖ3 + 1). 

ݔ20 + ݕ4 − ݖ7 − ݔ2 + ݖ6 − 2 = 0; 
૚ૡ࢞ + ૝࢟ − ࢠ − ૛ = ૙ 

Нормальне рівняння площини 
࢞ ∙ ܛܗ܋ ࢻ + ࢟ ∙ ܛܗ܋ ࢼ + ࢠ ∙ ܛܗ܋ ࢽ = ૙ 

Зведення загального рівняння 
площини до нормального вигляду.  
Загальне рівняння треба помножити 
на нормуючий множник, знак якого 
обирається оберненим до знаку D 

ࡹ = ± ૚
ඥ࡭૛ା࡮૛ା࡯૛

. 

 

Записати нормальне рівняння площини 
ݔ2 − ݕ5 + ݖ3 + 4 = 0. 

Обчислимо нормуючий множник: 

ܯ = ± ଵ
ඥଶమା(ିହ)మାଷమ = ± ଵ

√ଷ଼
; 

виберемо знак М, протилежний до знака D, 
помножимо рівняння, отримаємо: 

−
૛

√૜ૡ
࢞ +

૞
√૜ૡ

࢟ −
૜

√૜ૡ
ࢠ −

૝
√૜ૡ

= ૙ 

Рівняння площини у відрізках 
࢞
ࢇ

+ ࢟
࢈

+ ࢠ
ࢉ

= ૚, 

де ࢉ ,࢈ ,ࢇ - відрізки, що відсікає 
площина на координатних осях 
,ݔܱ ,ݕܱ  ݖܱ

Знайти довжину відрізків, що відсікає 
площина 5ݔ − ݕ3 + ݖ − 15 = 0 на 
координатних осях. 

ݔ5 − ݕ3 + ݖ = 15    |: 15; 
ହ௫
ଵହ

− ଷ௬
ଵହ

+ ௭
ଵହ

= 1; 
௫
ଷ

− ௬
ହ

+ ௭
ଵହ

= 1; ⇒ 

ࢇ = ૜, ࢈ = −૞, ࢉ = ૚૞ 

 

Рівняння площини, яка проходить 
через задану точку в заданому 
напрямі 
࢞)࡭ − ࢞૚) + ࢟)࡮ − ࢟૚) + ࢠ)࡯ − (૚ࢠ + ࡰ = ૙ 

Записати рівняння площини, яка проходить 
через точку (1,2,9−)ܯ в напрямку вектора 
ሬ݊⃗ (3,7, −2). 

3൫ݔ − (−1)൯ + ݕ)7 − 2) − ݖ)2 − 9) = 0; 
ݔ3 + 3 + ݕ7 − 14 − ݖ2 + 18 = 0; 

૜࢞ + ૠ࢟ − ૛ࢠ + ૠ = ૙ 
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Рівняння площини, яка 
проходить через три дані точки 

อ
࢞ − ࢞૚ ࢟ − ࢟૚ ࢠ − ૚ࢠ

࢞૛ − ࢞૚ ࢟૛ − ࢟૚ ૛ࢠ − ૚ࢠ
࢞૜ − ࢞૚ ࢟૜ − ࢟૚ ૜ࢠ − ૚ࢠ

อ = ૙ 

Записати рівняння площини, яка проходить через 
точки 1−)ܣ, ,6,0)ܤ ,(3,4−  .(2,3,5)ܥ ,(2−

ቮ
ݔ − (−1) ݕ − (−3) ݖ − 4
6 − (−1) 0 − (−3) −2 − 4
2 − (−1) 3 − (−3) 5 − 4

ቮ = 0; 

อ
ݔ + 1 ݕ + 3 ݖ − 4

7 3 −6
3 6 1

อ = 0; 

ݔ) + 1) ∙ ቚ3 −6
6 1 ቚ − ݕ) + 3) ∙ ቚ7 −6

3 1 ቚ + ݖ) − 4) ∙ ቚ7 3
3 6ቚ =

0; 
ݔ)39 + 1) − ݕ)25 + 3) + ݖ)33 − 4) = 0; 

૜ૢ࢞ − ૛૞࢟ + ૜૜ࢠ − ૚૟ૡ = ૙ 

Кут між площинами 
ݔଵܣ + ݕଵܤ + ݖଵܥ + ଵܦ = 0 і 
ݔଶܣ + ݕଶܤ + ݖଶܥ + ଶܦ = 0 

ܛܗ܋ ࣐

=
૛࡭૚࡭ + ૛࡮૚࡮ + ૛࡯૚࡯

ට࡭૚
૛ + ૚࡮

૛ + ૚࡯
૛ ∙ ට࡭૛

૛ + ૛࡮
૛ + ૛࡯

૛
 

Знайти косинус кута між площинами 
ݔ + ݕ − ݖ2 − 7 − 0 і 3ݔ − ݕ2 + ݖ + 6 = 0. 

ሬܰሬ⃗ ଵ(1,1, −2); ሬܰሬ⃗ ଶ(3, −2,1); 

cos ߮ =
1 ∙ 3 + 1 ∙ (−2) + (−2) ∙ 1

ඥ1ଶ + 1ଶ + (−2)ଶ ∙ ඥ3ଶ + (−2)ଶ + 1ଶ
= 

=
3 − 2 − 2

√1 + 1 + 4 ∙ √9 + 4 + 1
= −

1
√6 ∙ 14

= −
૚

૛√૛૚
 

Умова перпендикулярності двох 
площин: 

૛࡭૚࡭ + ૛࡮૚࡮ + ૛࡯૚࡯ = ૙ 

З’ясувати, чи є площини 4ݔ − ݕ + ݖ7 − 2 = 0 і 
ݔ3− + ݕ2 + ݖ − 1 = 0 перпендикулярними? 

ሬܰሬ⃗ ଵ(4, −1,7); ሬܰሬ⃗ ଶ(−3,2,1); 

4 ∙ (−3) + (−1) ∙ 2 + 5 ∙ 1 = −12 − 2 + 14 = ૙, 
отже, площини перпендикулярні 

 

 

Тема «Аналітична геометрія у просторі. Рівняння прямої» 

Канонічне рівняння прямої  
ࢇି࢞

࢓
= ࢈ି࢟

࢔
= ࢉିࢠ

࢖
 , 

де (ܽ, ܾ, ܿ) - координати точки;  
а (݉, ݊,  координати - (݌
напрямного вектора 

Дано рівняння прямої ௫ିଷ
ଶ

= ௬ାହ
ି଺

= ௭ା଼
଴

. З’ясувати 
координати напрямного вектора. 

Координати напрямного вектора 

ሬ࢙⃗ = (૛; −૟; ૙) 



27 
 

Параметричні рівняння 
прямої 

ݔ = ܽ +  ;ݐ݉
ݕ = ܾ +  ;ݐ݊
ݖ = ܿ +  ݐ݌

Дано рівняння прямої ௫ିଵ
ିଷ

= ௬ାଵ
ହ

= ௭ିସ
଺

. Записати 
параметричне рівняння прямої 

௫ିଵ
ିଷ

= ;ݐ
௬ାଵ

ହ
= ;ݐ

௭ିସ
଺

= ;ݐ

  ⇒  
ݔ    − 1 = ;ݐ3−

ݕ + 1 = ;ݐ5
ݖ − 4 = ;ݐ6

  
࢞ = −૜࢚ + ૚;
࢟ = ૞࢚ − ૚;
ࢠ = ૟࢚ + ૝

 

Напрямні косинуси прямої 

ܛܗ܋ ࢻ =
࢓
หࡿሬሬ⃗ ห

; 

ܛܗ܋ ࢼ =
࢔

หࡿሬሬ⃗ ห
; 

ܛܗ܋ ࢽ =
࢖

หࡿሬሬ⃗ ห
 

Знайти напрямні косинуси прямої ௫ିସ
ିଶ

= ௬ାଷ
ସ

= ௭ିଵ
ହ

. 
Знайдемо модуль напрямного вектора: 

หܵ⃗ห = ඥ(−2)ଶ + 4ଶ + 5ଶ = √4 + 16 + 25 = √45 = 3√5. 
ܛܗ܋ ࢻ = − ૛

૜√૞
ܛܗ܋   ; ࢼ = ૝

૜√૞
ܛܗ܋   ; ࢽ = ૞

૜√૞
 

Загальне рівняння прямої 

൜࡭૚࢞ + ૚࢟࡮ + ࢠ૚࡯ + ૚ࡰ = ૙,
૛࢞࡭ + ૛࢟࡮ + ࢠ૛࡯ + ૛ࡰ = ૙   

Привести рівняння прямої ൜4ݔ − ݕ3 + ݖ5 − 8 = 0
ݔ − ݕ2 − ݖ + 6 = 0  

до канонічного вигляду. 

 
Знайдемо будь-яку точку, яка належить прямій. Нехай 
ݖ = 1, знайдемо ݔ та ݕ: 

൜4ݔ − ݕ3 + 5 − 8 = 0;
ݔ − ݕ2 − 1 + 6 = 0;      ൜

ݔ4 − ݕ3 = 3;
ݔ − ݕ2 = −5. 

∆= ቚ4 −3
1 −2ቚ = −8 + 3 = −5;    

∆ଵ= ቚ 3 −3
−5 −2ቚ = −6 − 15 = −21; 

∆ଶ= ቚ4 3
1 −5ቚ = −20 − 3 = −23; 

ݔ = ିଶଵ
ିହ

= ଶଵ
ହ

; ݕ    = ିଶଷ
ିହ

= ଶଷ
ହ

. 

ܯ ቀଶଵ
ହ

; ଶଷ
ହ

; 1ቁ. 

Знайдемо напрямний вектор прямої, як векторний 
добуток векторів нормалі площини: 

ݏ⃗ = ቮ
ଓ⃗ ଔ⃗ ሬ݇⃗
4 −3 5
1 −2 −1

ቮ = ଓ⃗ ቚ−3 5
−2 −1

ቚ − ଔ⃗ ቚ4 5
1 −1

ቚ + ሬ݇⃗ ቚ4 −3
1 −2ቚ = 

= 13ଓ⃗ + 9ଔ⃗ − 5ሬ݇⃗ . 

Шукане рівняння виглядає так:  
࢞ି૛૚

૞
૚૜

=
࢟ି૛૜

૞
ૢ

= ૚ିࢠ
ି૞
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Кут між прямими 
௫ି௔భ

௠భ
= ௬ି௕భ

௡భ
= ௭ି௖భ

௣భ
   i 

௫ି௔మ

௠మ
= ௬ି௕మ

௡మ
= ௭ି௖మ

௣మ
; 

ܛܗ܋ ࢽ = ± ૛࢖૚࢖૛ା࢔૚࢔૛ା࢓૚࢓

ට࢓૚
૛ା࢔૚

૛ା࢖૚
૛∙ට࢓૛

૛ା࢔૛
૛ା࢖૛

૛
  

Знайти кут між прямими  
௫ିହ

ଷ
= ௬ା଼

ିଵ
= ௭

ିଶ
   i   ௫ାସ

ଶ
= ௬ାଵ

ସ
= ௭ିଶ

ିଵ
. 

cos ߛ = ± ଷ∙ଶା(ିଵ)∙ସା(ିଶ)∙(ିଵ)
ඥଷమା(ିଵ)మା(ିଶ)మ∙ඥଶమାସమା(ିଵ)మ =  

          = ± ଺ିସାଶ
√ଽାଵାସ∙√ସାଵ଺ାଵ

= ± ସ
଻√଺

; 

ࢽ = ± ܛܗ܋܋ܚ܉ ૝
ૠ√૟

  

Рівняння прямої, яка проходить 
через дві дані точки, 
;ଵݔ)ଵܯ ;ଵݕ ;ଶݔ)ଶܯ ଵ) іݖ ;ଶݕ  .(ଶݖ

࢞ି࢞૚

࢞૛ି࢞૚
= ࢟ି࢟૚

࢟૛ି࢟૚
= ૚ࢠିࢠ

૚ࢠ૛ିࢠ
  

Записати рівняння прямої, що проходить 
через точки ܯଵ(3; 2; −7) і ܯଶ(−1; 4; 2). 

௫ିଷ
ିଵିଷ

= ௬ିଶ
ସିଶ

= ௭ା଻
ଶା଻

; 
 

࢞ି૜
ି૝

= ࢟ି૛
૛

= ାૠࢠ
ૢ

  
 

Тема «Аналітична геометрія у просторі. Задачі на пряму 
та площину» 

Кут між прямою ௫ି௔
௠

= ௬ି௕
௡

= ௭ି௖
௣

 і 
площиною ݔܣ + ݕܤ + ݖܥ + ܦ = 0 

ܖܑܛ ࣐ = |࢖࡯ା࢔࡮ା࢓࡭|
ඥ࡭૛ା࡮૛ା࡯૛∙ඥ࢓૛ା࢔૛ା࢖૛

  

Знайти кут між прямою ௫ାଶ
ଵ

= ௬ାଵ
ହ

= ௭ିସ
ିଷ

 та 
площиною 3ݔ − ݕ5 + ݖ − 16 = 0: 

sin ߮ = |ଷ∙ଵା(ିହ)∙ହାଵ∙(ିଷ)|
ඥଷమା(ିହ)మାଵమ∙ඥଵమାହమା(ିଷ)మ =  

= |ଷିଶହିଷ|
√ଷହ∙√ଷହ

= ଶହ
ଶ√ଷହ

; 

࣐ = ܖܑܛ܋ܚ܉ ૛૞
૛√૜૞

  

Точка перетину прямої  
ݔ − ܽ

݉
=

ݕ − ܾ
݊

=
ݖ − ܿ

݌
 

і площини  
ݔܣ + ݕܤ + ݖܥ + ܦ = 0 

 

Знайти точку перетину прямої 
 ௫ାଶ

ସ
= ௬ିଵ

ଷ
= ௭ିଷ

ଶ
 і площини 

ݔ  + ݕ2 − ݖ3 − 3 = 0.  
Перейдемо до параметричного завдання 
прямої: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

௫ାଶ
ସ

= ݐ
௬ିଵ

ଷ
= ݐ

௭ିଷ
ଶ

= ݐ

     ⇒    ൝
ݔ = ݐ4 − 2
ݕ = ݐ3 + 1
ݖ = ݐ2 + 3

, 

підставимо у рівняння площини 
ݐ4) − 2) + ݐ3)2 + 1) − ݐ2)3 + 3) − 3 = 0, 

ݐ4 − 2 + ݐ6 + 2 − ݐ6 − 9 − 3 = 0; ⇒ ࢚ = ૜ 
Підставимо у параметричне рівняння прямої 

൝
ݔ = 4 ∙ 3 − 2 = 10
ݕ = 3 ∙ 3 + 1 = 10
ݖ = 2 ∙ 3 + 3 = 9

     ⇒ ;૚૙)ࡹ    ૚૙; ૢ) 
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Тема «Теорія границь» 

«Дії»  з нескінченно малими та 
нескінченно великими 

величинами 

ܽ ∙ 0 = 0; ܽ ∙ ∞ = ∞;
0
ܽ = 0;     

∞
ܽ = ∞;      

ܽ
0 = ∞;    

ܽ
∞ = 0       

 

Невизначеність типу ૙
૙
,  

що задана відношенням многочленів 

ܕܑܔ
ࢇ→࢞

࢔࢞࡭ + ૚ି࢔࢞࡮ + ⋯ + ࡯
࢓࢞ࡰ + ૚ି࢓࢞ࡱ + ⋯ + ࡲ

. 

Для розкриття невизначеності 
необхідно розкласти чисельник і 
знаменник на множники, 
використовуючи формули: 

ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ = ݔ)ܽ − ݔ)(ଵݔ −  ,(ଶݔ
(де ݔଵ,  ଶ – корені квадратного рівнянняݔ

ܦ = ܾଶ − ଵ,ଶݔ   ;4ܽܿ = ି௕±√஽
ଶ௔

); 
ܽଶ − ܾଶ = (ܽ − ܾ)(ܽ + ܾ); 
(ܽ ± ܾ)ଶ = ܽଶ ± 2ܾܽ + ܾଶ; 

(ܽ ± ܾ)ଷ = ܽଷ ± 3ܽଶܾ + 3ܾܽଶ ± ܾଷ; 
ܽଷ ± ܾଷ = (ܽ ± ܾ)(ܽଶ ∓ ܾܽ + ܾଶ); 

та скоротити їх на критичний 
множник 

Обчислити границю lim
௫→ସ

௫మିହ௫ାସ
௫మିଵ଺

. 

lim
௫→ସ

௫మିହ௫ାସ
௫మିଵ଺

= ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→ସ

(௫ିସ)(௫ିଵ)
(௫ିସ)(௫ାସ)

=  

= lim
௫→ସ

௫ିଵ
௫ାସ

= ସିଵ
ସାସ

= ૜
ૡ
. 

Невизначеність типу ஶ
ஶ

,  
що задана відношенням многочленів 

ܕܑܔ
࢞→ஶ

࡯ష૚ା⋯ା࢔࢞࡮ା࢔࢞࡭
ࡲష૚ା⋯ା࢓࢞ࡱା࢓࢞ࡰ

. 

Для розкриття невизначеності 
необхідно винести максимальний 
степінь ݔ в чисельнику та 
знаменнику й скоротити його. 
Обчислити такі границі можна усно 
за правилом: 

ܕܑܔ
࢞→ஶ

࡯ష૚ା⋯ା࢔࢞࡮ା࢔࢞࡭
ࡲష૚ା⋯ା࢓࢞ࡱା࢓࢞ࡰ

=

ቐ

࡭
࡮

, при  ݊ = ݉
∞, при  ݊ > ݉
૙, при  ݊ < ݉

. 

1) lim
௫→ஶ

଻௫మି଺௫ାହ
ଷ௫మା଼௫ାଵସ

= ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→ஶ

௫మቀ଻ିల
ೣା ఱ

ೣమቁ

௫మቀଷାఴ
ೣାభర

ೣమቁ
= 

     = lim
௫→ஶ

଻ିల
ೣା ఱ

ೣమ

ଷାఴ
ೣାభర

ೣమ
= ૠ

૜
; 

2) lim
௫→ஶ

ସ௫ఱି଺௫యିଵହ௫మ

ଶ௫యିଷ௫మାଽ
= ቚஶ

ஶ
ቚ = 

    = lim
௫→ஶ

௫ఱቀସି ల
ೣమିభఱ

ೣయቁ

௫ఱቀ మ
ೣమି య

ೣయା వ
ೣఱቁ

= lim
௫→ஶ

ସି ల
ೣమିభఱ

ೣయ
మ

ೣమି య
ೣయା వ

ೣఱ
=  

    = ସ
଴

=  ∞; 

3) lim
௫→ஶ

ଶ௫మାହ௫ାଷ
ଽ௫యା଼௫మି଻௫

= ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→ஶ

௫యቀళ
ೣା ఱ

ೣమା య
ೣయቁ

௫యቀଽାఴ
ೣି ళ

ೣమቁ
 

    = lim
௫→ஶ

ళ
ೣା ఱ

ೣమା య
ೣయ

ଽାఴ
ೣି ళ

ೣమ
= ଴

ଽ
= ૙ 
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Невизначеності типу 
ቚ૙

૙
ቚ  або |∞ − ∞|, 

що задані ірраціональними 
виразами. 
Необхідно позбутися 
ірраціональності за допомогою 
формул скороченого 
множення (пам’ятаємо 
основну властивість дробу: 
величина дробу не змінюється, 
якщо чисельник та знаменник 
помножити або поділити на 
одну й ту саму величину!): 

ܽଶ − ܾଶ = (ܽ − ࢇ)(ܾ +  ;(࢈
ܽଷ ± ܾଷ = (ܽ ± ૛ࢇ)(ܾ ∓ ࢈ࢇ +  ;(૛࢈

та за необхідності розкласти 
многочлени на множники 

1) lim
௫→ହ

√௫ିଵିଶ
௫మିଷ௫ିଵ଴

= ቚ଴
଴
ቚ =  

     = lim
௫→ହ

൫√௫ିଵିଶ൯൫√࢞ି૚ା૛൯
(௫ିହ)(௫ାଶ)൫√࢞ି૚ା૛൯

=  

     = lim
௫→ହ

௫ିଵିସ
(௫ିହ)(௫ାଶ)൫√௫ିଵାଶ൯

=  

     = lim
௫→ହ

ଵ
(௫ାଶ)൫√௫ିଵାଶ൯

= ଵ
଻∙ସ

= ૚
૛ૡ

; 

 
 
 
2) lim

௫→ஶ
൫√ݔ + 1య − ݔ√ − 1య ൯ = |∞ − ∞| = 

= lim
௫→ஶ

ቀ √௫ାଵయ ି √௫ିଵయ ቁቀ ඥ(࢞ା૚)૛૜ ା √࢞ା૚૜ √࢞ି૚૜ ା ඥ(࢞ା૚)૛૜ ቁ

ඥ(࢞ା૚)૛૜ ା √࢞ା૚૜ √࢞ି૚૜ ା ඥ(࢞ା૚)૛૜ =  

= lim
௫→ஶ

௫ାଵି(௫ିଵ)
ඥ(௫ାଵ)మయ ା √௫ାଵయ √௫ିଵయ ା ඥ(௫ାଵ)మయ =  

= lim
௫→ஶ

ଶ
ඥ(௫ାଵ)మయ ା √௫ାଵయ √௫ିଵయ ା ඥ(௫ାଵ)మయ = ଶ

ஶ
= ૙  

 

Перша важлива границя 

ܕܑܔ
࢞→૙

࢞ܖܑܛ
࢞

= ቚ૙
૙
ቚ = ૚  

lim
௫→଴

ୡ୭ୱమଷ௫ିୡ୭ୱమ௫
ହ௫మ = ቚ଴

଴
ቚ = lim

௫→଴

(ୡ୭ୱଷ௫ିୡ୭ୱ௫)(ୡ୭ୱଷ௫ାୡ୭ୱ௫)
ହ௫మ =  

= lim
௫→଴

ିଶୱ୧୬௫∙ୱ୧୬ଶ௫∙ଶୡ୭ୱଶ௫∙ୡ୭ୱ௫∙ଶ
ହ∙௫∙௫∙ଶ

= ିଶ∙ଵ∙ଵ∙ଶ∙ଵ∙ଵ∙ଶ
ହ

= − ૡ
૞
  

 

Наслідки першої важливої 
границі: 

ܕܑܔ 
࢞→૙

࢞ࢇܖܑܛ
࢞

= ܕܑܔ   ;ࢇ
࢞→૙

࢞ࢇܖܑܛ
࢞࢈ܖܑܛ

= ࢇ
࢈
; 

ܕܑܔ 
࢞→૙

࢞܏ܜ
࢞

= ૚;     ܕܑܔ
࢞→૙

࢞ܖܑܛ܋ܚ܉
࢞

= ૚; 

ܕܑܔ
࢞→૙

࢞܏ܜ܋ܚ܉
࢞

= ૚ 
 

1) lim
௫→଴

ୱ୧୬ ଷ௫
௫

= ૜; 

2) lim
௫→଴

ୱ୧୬ ଻௫
ୱ୧୬ ହ௫

= ૠ
૞
; 

3) lim
௫→଴

୲୥ସ௫
ୱ୧୬ ଼௫

= ସ
଼

= ૚
૛
; 

4) lim
௫→଴

ୟ୰ୡୱ୧୬଺௫
ଶ௫

= ଺
ଶ

= ૜; 

5) lim
௫→଴

௫∙ୟ୰ୡ୲୥ହ௫
ଵିୡ୭ୱ ଺௫

= lim
௫→଴

௫∙ୟ୰ୡ୲୥ହ௫
ଶ ୱ୧୬మ ଷ௫

= ହ
ଶ∙ଷ∙ଷ

= ૞
૚ૡ

 
 

Друга важлива границя 

ܕܑܔ
࢞→ஶ

൬૚ +
૚
࢞

൰
࢞

= |૚ஶ| =  ࢋ

lim
௫→ஶ

ቀଶ௫ିହ
ଶ௫ାଷ

ቁ
ହ௫ାଵ

= |1ஶ| = lim
௫→ஶ

ቀ1 + ଶ௫ିହ
ଶ௫ାଷ

− 1ቁ
ହ௫ାଵ

=  

= lim
௫→ஶ

൬1 +
ݔ2 − 5 − ݔ2 − 3

ݔ2 + 3 ൰
ହ௫ାଵ

= 

= lim
௫→ஶ

൬1 +
−8

ݔ2 + 3൰
ଶ௫ାଷ

ି଼ ∙ ି଼
ଶ௫ାଷ∙(ହ௫ାଵ)

= 

= ݁ ୪୧୫
ೣ→ಮ

ିସ଴௫ି଼
ଶ௫ାଷ = ݁ିସ଴

ଶ =  ૛૙ିࢋ
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Наслідки другої важливої 
границі 

ܕܑܔ
࢞→ஶ

ቀ૚ + ૚
࢞
ቁ

࢑࢞
=  ;࢑ࢋ

ܕܑܔ
࢞→ஶ

ቀ૚ + ࢖
࢞
ቁ

࢞
= ࢋ

૚
 ;࢖

ܕܑܔ
࢞→૙

(૚ + ࢞)
૚
࢞ =  ࢋ

1) lim
௫→଴

ቀ1 + ଷ
௫

ቁ
ଵଶ௫

= ݁
భమ
య =  ;૝ࢋ

2) lim
௫→଴

(1 + sin ୡ୭ୱୣୡ௫(ݔ = lim
௫→଴

(1 + sin (ݔ
భ

౩౟౤ ೣ = ૚; 

3) lim
௫→ஶ

ݔ4) + 7)[ln(ݔ + 9) − ln(ݔ + 7)] =  

    = |∞ − ∞| = lim
௫→ஶ

ݔ4) + 7) ln ቀ௫ାଽ
௫ା଻

ቁ =  

    = lim
௫→ஶ

ln ቀ௫ାଽ
௫ା଻

ቁ
(ସ௫ା଻)

= ln lim
௫→ஶ

ቀ௫ାଽ
௫ା଻

ቁ
(ସ௫ା଻)

=  

    = ln lim
௫→ஶ

ቀ1 + ௫ାଽ
௫ା଻

− 1ቁ
(ସ௫ା଻)

=       

    = ln lim
௫→ஶ

ቀ1 + ௫ାଽି௫ି଻
௫ା଻

ቁ
(ସ௫ା଻)

=  

    = ln lim
௫→ஶ

ቀ1 +  ଶ
௫ା଻

ቁ
ೣశళ

మ ∙ మ
ೣశళ∙(ସ௫ା଻)

=  

    = ln ݁ ୪୧୫
ೣ→ಮ

ఴೣశభర
ೣశళ = ln ଼݁ = ૡ 

 

Три важливі границі 

ܕܑܔ (1
࢞→૙

(૚ା࢞)ܖܔ
࢞

= ૚; 

ܕܑܔ (2
࢞→૙

૚ି࢞ࢇ
࢞

= ܖܔ  ;ࢇ

ܕܑܔ (3
࢞→૙

(૚ା࢞)ିࢇ૚
࢞

=  ࢇ

1) lim
௫→଴

୪୬(ହା௫)ି୪୬ ହ
ସ௫

= ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→଴

୪୬ఱశೣ
ఱ

ସ௫
= 

    = lim
௫→଴

୪୬ቀଵାೣ
ఱቁ

ସ∙ೣఱ∙ହ
= ૚

૛૙
; 

 
2) lim

௫→଴

ଷೣି଻ೣ

ଶ௫
= ቚ଴

଴
ቚ = lim

௫→଴

ଷೣିଵାଵି଻ೣ

ଶ௫
= 

    = lim
௫→଴

ଷೣିଵ
ଶ௫

− lim
௫→଴

଻ೣିଵ
ଶ௫

= ଵ
ଶ

ln 3 − ଵ
ଶ

ln 7 = ૚
૛

ܖܔ ૜
ૠ
; 

3) lim
௫→଴

ඥ(ଵାଷ௫)రళ ିଵ
଼௫

= ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→଴

(ଵାଷ௫)
ర
ళିଵ

଼∙ଷ௫∙భయ
= 

ర
ళ

଼∙భయ
= ૜

૚૝
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Тема «Диференціювання функції однієї змінної» 

Таблиця похідних 

 ࢟ = ࢟ (࢞)ࢌ =  ൫࢛(࢞)൯ࢌ

ᇱܥ 1 = 0   
ᇱݔ 2 = 1   
ᇱ(௡ݔ) 3 = ݊ ∙ ᇱ(௡ݑ)  ௡ିଵݔ = ݊ ∙ ௡ିଵݑ ∙   ᇱݑ
3a ൫√ݔ൯

ᇱ
= ଵ

ଶ√௫
  ൫√ݑ൯

ᇱ
= ଵ

ଶ√௨
∙   ᇱݑ

3b ቀଵ
௫

ቁ
ᇱ

= − ଵ
௫మ  ቀଵ

௨
ቁ

ᇱ
= − ଵ

௨మ ∙   ᇱݑ

4 (ܽ௫)ᇱ = ܽ௫ ln ܽ  (ܽ௨)ᇱ = ܽ௨ ln ܽ ∙   ᇱݑ
5 (݁௫)ᇱ = ݁௫  (݁௨)ᇱ = ݁௨ ∙   ᇱݑ
6 (log௔ ᇱ(ݔ = ଵ

௫ ୪୬ ௔
  (log௔ ᇱ(ݑ = ଵ

௨ ୪୬ ௔
∙   ᇱݑ

7 (ln ᇱ(ݔ = ଵ
௫
  (ln ᇱ(ݑ = ଵ

௨
∙   ᇱݑ

8 (sin ᇱ(ݔ = cos sin)  ݔ ᇱ(ݑ = cos ݑ ∙   ᇱݑ
9 (cos ᇱ(ݔ = − sin cos)  ݔ ᇱ(ݑ = − sin ݑ ∙   ᇱݑ
10 (tgݔ)ᇱ = ଵ

ୡ୭ୱమ ௫
  (tgݑ)ᇱ = ଵ

ୡ୭ୱమ ௨
∙   ᇱݑ

11 (ctgݔ)ᇱ = − ଵ
ୱ୧୬మ ௫

  (ctgݑ)ᇱ = − ଵ
ୱ୧୬మ ௨

∙   ᇱݑ

12 (arcsinݔ)ᇱ = ଵ
√ଵି௫మ  (arcsinݑ)ᇱ = ଵ

√ଵି௨మ ∙   ᇱݑ

13 (arccosݔ)ᇱ = − ଵ
√ଵି௫మ  (arccosݑ)ᇱ = − ଵ

√ଵି௨మ ∙   ᇱݑ

14 (arctgݔ)ᇱ = ଵ
ଵା௫మ  (arctgݑ)ᇱ = ଵ

ଵା௨మ ∙   ᇱݑ

15 (arcctgݔ)ᇱ = − ଵ
ଵା௫మ  (arcctgݑ)ᇱ = − ଵ

ଵା௨మ ∙   ᇱݑ
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Основні правила диференціювання 

Похідна від алгебраїчної 
суми 

(࢛ ± ࢜)ᇱ = ࢛ᇱ ± ࢜ᇱ  

ݕ (1 = ଷݔ5 + 2 logଷ ݔ − 8 cos ݔ + 3arctgݔ − ସ
௫

+ 15; 

    ࢟ᇱ = ૚૞࢞૛ + ૛
࢞ ܖܔ ૜

+ ૡ ܖܑܛ ࢞ + ૜
૚ା࢞૛ + ૝

࢞૛; 
ݕ (2 = 9୲୥మ௫ + 2arccos4ݔ଻; 
ᇱݕ     = 9୲୥మ௫ ∙ ln 9 ∙ (tgଶݔ)ᇱ − 2 ∙ ଵ

ඥଵି(ସ௫ళ)మ ∙ ᇱ(଻ݔ4) =  

         = 9୲୥మ௫ ∙ ln 9 ∙ 2tgݔ ∙ (tgݔ)ᇱ − ଶ
√ଵିଵ଺௫భర ∙ 4 ∙ ଺ݔ7 =  

         = ૛∙ૢ܏ܜ૛࢞∙ܖܔ ࢞܏ܜ∙ૢ
૛ܛܗ܋ ࢞

− ૞૟࢞૟

ඥ૚ି૚૟࢞૚૝
 

Похідна від добутку двох 
функцій 

(࢛ ∙ ࢜)ᇱ = ࢛ᇱ ∙ ࢜ + ࢛ ∙ ࢜ᇱ 

 

Наслідок: (࡯ ∙ ࢛)ᇱ = ࡯ ∙ ࢛ᇱ 

ݕ (1 = ଷݔ9) − 7௫) ∙ arccosݔ; 
ᇱݕ     = ଷݔ9) − 7௫)ᇱarccosݔ + ଷݔ9) − 7௫)(arccosݔ)ᇱ =  
         = (૛ૠ࢞૛ − ૠ࢞ ܖܔ ૠ) ∙ ࢞ܛܗ܋܋ܚ܉ − ૢ࢞૜ିૠ࢞

ඥ૚ି࢞૛
; 

ݕ (2 = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫ ∙ ඥ(3ݔ − 7)ସఱ ; 
ݑ     = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫; ݒ      = ඥ(3ݔ − 7)ସఱ = ݔ3) − 7)

ర
ఱ; 

ᇱݑ    = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫ ∙ ln 6 ∙ (ln଼ cos ᇱ(ݔ =  
        = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫ ∙ ln 6 ∙ 8 ln଻ cos ݔ ∙ (ln cos ᇱ(ݔ =  
        = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫ ∙ ln 6 ∙ 8 ln଻ cos ݔ ∙ ଵ

ୡ୭ୱ ௫
∙ (cos ᇱ(ݔ =   

        = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫ ∙ ln 6 ∙ 8 ln଻ cos ݔ ∙ ଵ
ୡ୭ୱ ௫

(− sin (ݔ =  
        = 6୪୬ఴ ୡ୭ୱ ௫ ∙ ln 6 ∙ 8 ln଻ cos ݔ ∙ tgݔ; 
ᇱݒ    = ସ

ହ
ݔ3) − 7)ିభ

ఱ ∙ ݔ3) − 7)ᇱ = ସ∙ଷ
ହ √ଷ௫ି଻ఱ ; 

࢟ᇱ = ૟ܖܔૡ ܛܗ܋ ࢞ ∙ ܖܔ ૟ ∙ ૡ ૠܖܔ ܛܗ܋ ࢞ ∙ ࢞܏ܜ ∙ ඥ(૜࢞ − ૠ)૝૞ +  

+
૚૛ ∙ ૟ܖܔૡ ܛܗ܋ ࢞

૞√૜࢞ − ૠ૞  

Похідна від частки двох 
функцій 

ቀ࢛
࢜

ቁ
ᇱ

= ࢛ᇲ∙࢜ି࢛∙࢜ᇲ

࢜૛ . 

 

Наслідок: ቀ஼
௩

ቁ
ᇱ

= − ஼∙௩ᇲ

௩మ  

ݕ (1 = ௘ೣା√௫
ହ ୱ୧୬ ௫

; 

ᇱݕ    = ൫௘ೣା√௫൯
ᇲ
∙ହ ୱ୧୬ ௫ି൫௘ೣା√௫൯∙(ହ ୱ୧୬ ௫)ᇲ

(ହ ୱ୧୬ ௫)మ = 

        =
ቀ௘ೣା భ

మ√ೣ
ቁ∙ହ ୱ୧୬ ௫ି൫௘ೣା√௫൯∙ହ ୡ୭ୱ ௫

ଶହ ୱ୧୬మ ௫
=  

        = ൫૛√࢞࢞ࢋା૚൯∙૞ ܖܑܛ ࢞ି૛√࢞൫࢞ࢋା√࢞൯∙૞ ܛܗ܋ ࢞
૞૙√࢞ ૛ܖܑܛ ࢞

; 

ݕ (2 = ୡ୲୥ఱ଻௫
୪୬(ୡ୭ୱ ଷ௫)

; 
ݑ     = ctgହ7ݔ; ݒ      = ln(cos  ;(ݔ3
ᇱݑ = 5 ∙ ctgସ7ݔ ∙ (ctg7ݔ)ᇱ = 5ctgସ7ݔ ቀ− ଵ

ୱ୧୬మ ଻௫
ቁ ∙ ᇱ(ݔ7) =  

     = − ଷହୡ୲୥ర଻௫
ୱ୧୬మ ଻௫

; 

ᇱݒ = ଵ
ୡ୭ୱ ଷ௫

(cos ᇱ(ݔ3 = ଵ
ୡ୭ୱ ଷ௫

(− sin ᇱ(ݔ3)(ݔ3 = −3tg3ݔ; 

ᇱݕ =
ିయఱౙ౪ౝరళೣ

౩౟౤మ ళೣ
∙୪୬(ୡ୭ୱ ଷ௫)ିୡ୲୥ఱ଻௫∙(ିଷ୲୥ଷ௫)

(୪୬(ୡ୭ୱ ଷ௫))మ =  

    = ି૜૞܏ܜ܋૝ૠ࢞∙ܛܗ܋)ܖܔ ૜࢞)ା૜܏ܜ܋૞ૠ࢞∙܏ܜ૜࢞∙ܖܑܛ૛ ૠ࢞
૛ܖܑܛ ૠ࢞∙ܖܔ૛(ܛܗ܋ ૜࢞)
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Логарифмічне диференціювання 

࢟ = ൫ࢌ(࢞)൯
࣐(࢞)

 ࢟ᇱ = ൫ࢌ(࢞)൯
࣐(࢞)

ቂ࣐ᇱ(࢞) ∙ ܖܔ (࢞)ࢌ + ࣐(࢞) (࢞)ᇲࢌ
(࢞)ࢌ ቃ  

За методом логарифмічного диференціювання задану функцію необхідно 
спочатку прологарифмувати, потім спростити її за властивостями логарифмів. 
Диференціювання проводиться за правилами диференціювання. 
Зауваження: за методом логарифмічного диференціювання знаходимо 
похідну не лише степенево-показникової функції, але й похідну від функцій, 
які містить більш ніж два множники 

Нагадаємо необхідні для 
диференціювання властивості 
логарифмів: 

 
ࢇ܏ܗܔ ࢉ࢞ = ࢉ ∙ ࢇ܏ܗܔ ࢞; 

࢞)ࢇ܏ܗܔ ∙ ࢟) = ࢇ܏ܗܔ ࢞ + ࢇ܏ܗܔ ࢟; 
ࢇ܏ܗܔ ൬

࢞
࢟

൰ = ࢇ܏ܗܔ ࢞ − ࢇ܏ܗܔ ࢟ 

ݕ (1 = (arcsin2ݔ଻) √ସ௫ାହయ
; 

    ln ݕ = ln(arcsin2ݔ଻) √ସ௫ାହయ
= 

           = ݔ4√ + 5య ∙ ln(arcsin2ݔ଻); 
ݑ     = ݔ4√ + 5య = ݔ4) + 5)

భ
య;     ݒ = ln(arcsin2ݔ଻); 

ᇱݑ     = ଵ
ଷ

ݔ4) + 5)ିమ
య ∙ ݔ4) + 5)ᇱ = ସ

ଷ ඥ(ସ௫ାହ)మయ ; 

ᇱݒ     = ଵ
ୟ୰ୡୱ୧୬ଶ௫ళ (arcsin2ݔ଻)ᇱ =  

         = ଵ
ୟ୰ୡୱ୧୬ଶ௫ళ ∙ ଵ

ඥଵି(ଶ௫ళ)మ ∙ ᇱ(଻ݔ2) = 

         = ଵ
ୟ୰ୡୱ୧୬ଶ௫ళ√ଵିସ௫భర ∙  ;଺ݔ14

௬ᇲ

௬
= ସ

ଷ ඥ(ସ௫ାହ)మయ ∙ ln(arcsin2ݔ଻) + ଵସ௫ల √ସ௫ାହయ

ୟ୰ୡୱ୧୬ଶ௫ళ√ଵିସ௫భర; 

 ࢟ᇱ = (૛࢞ૠܖܑܛ܋ܚ܉) √૝࢞ା૞૜
∙ 

∙ ቈ
૝ (૛࢞ૠܖܑܛ܋ܚ܉)ܖܔ

૜ඥ(૝࢞ + ૞)૛૜ +
૚૝࢞૟ √૝࢞ + ૞૜

૛࢞ૠ√૚ܖܑܛ܋ܚ܉ − ૝࢞૚૝
቉ ; 

 

ݕ (2 = (௫ି଺)ఱ √ଶ௫ାହళ

(௫ାଵ)ఴ ; 

    ln ݕ = ln (௫ି଺)ఱ √ଶ௫ାହళ

(௫ାଵ)ఴ ; 

    ln ݕ = ln(ݔ − 6)ହ + ln(2ݔ + 5)
భ
ళ − ln(ݔ + 1)଼ = 

           = 5 ln(ݔ − 6) + ଵ
଻

ln(2ݔ + 5) − 8 ln(ݔ + 1); 

    ௬
ᇲ

௬
= 5 ∙ ଵ

௫ି଺
+ ଵ

଻
∙ ଵ

ଶ௫ାହ
∙ 2 − 8 ଵ

௫ାଵ
; 

࢟ᇱ =
(࢞ − ૟)૞ √૛࢞ + ૞ૠ

(࢞ + ૚)ૡ ൤
૞

࢞ − ૟ +
૛

ૠ(૛࢞ + ૞) −
ૡ

࢞ + ૚൨ 
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Похідні вищих порядків 
݂ᇱᇱ(ݔ) = [݂ᇱ(ݔ)]ᇱ = lim

∆௫→଴

ݔ)′݂ + (ݔ∆ − (ݔ)′݂
ݔ∆

 

݂(௡)(ݔ) = ൣ݂(௡ିଵ)(ݔ)൧
ᇱ

= lim
∆௫→଴

݂(௡ିଵ)(ݔ + (ݔ∆ − ݂(௡ିଵ)(ݔ)
ݔ∆

 

Похідну ࢔-го порядку 
 знаходять, як (࢞)(࢔)ࢌ
похідну від похідної 
 (݊ − 1)–го порядку 

Знайти третю похідну функції ݕ =  і обчислити її значення ݔ݃ݐܿݎଷܽݔ
у точці ݔ଴ = 0. 

ᇱݕ = ଶݔ3 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ଷݔ ∙ ଵ
ଵା௫మ = ଶݔ3 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ௫య

ଵା௫మ; 

ᇱᇱݕ = ᇱ(ᇱݕ) = ݔ6 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ଷ௫మ

ଵା௫మ + ଷ௫మ൫ଵା௫మ൯ି௫య∙ଶ௫
(ଵା௫మ)మ =  

     = ݔ6 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ଷ௫మ

ଵା௫మ + ଷ௫మାଷ௫రିଶ௫ర

(ଵା௫మ)మ =  

     = ݔ6 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ଷ௫మାଷ௫రାଷ௫మା௫ర

(ଵା௫మ)మ = ݔ6 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ସ௫రା଺௫మ

(ଵା௫మ)మ ; 

ᇱᇱᇱݕ = ᇱ(ᇱᇱݕ) = 6 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ݔ6 ∙ ଵ
ଵା௫మ +  

     + ൫ଵ଺௫యାଵଶ௫൯൫ଵା௫మ൯మି൫ସ௫రା଺௫మ൯∙ଶ൫ଵା௫మ൯∙ଶ௫
(ଵା௫మ)ర =  

     = 6 ∙ ݔ݃ݐܿݎܽ + ଺௫
ଵା௫మ + ସ௫൫ଵା௫మ൯ൣ൫ସ௫మାଷ൯൫ଵା௫మ൯ି൫ସ௫రା଺௫మ൯൧

(ଵା௫మ)ర = 

     = ݔ݃ݐܿݎ6ܽ + ଺௫
ଵା௫మ + ସ௫൫ସ௫మାଷାସ௫రାଷ௫మିସ௫రି଺௫మ൯

(ଵା௫మ)య =  

     = ݔ݃ݐܿݎ6ܽ + ଺௫൫ଵା௫మ൯మାସ௫൫௫మାଷ൯
(ଵା௫మ)య = ݔ݃ݐܿݎ6ܽ + ଶ௫൫ଷ௫రା଼௫మାଽ൯

(ଵା௫మ)య . 

Обчислимо значення отриманої функції у точці ݔ଴: 
(଴ݔ)ᇱᇱᇱݕ = ᇱᇱᇱ(0)ݕ = 0 

Диференціювання функцій, заданих параметрично ൜࢞ = ࢞(࢚)
࢟ = ࢟(࢚) 

Похідна першого 
порядку 

࢟࢞
ᇱ =

࢚࢟
ᇱ

࢚࢞
ᇱ  

൜ݔ = ݁ହ௧ sin ݐ4
ݕ = ݁ହ௧ cos  ;ݐ4

௧ݔ
ᇱ = 5݁ହ௧ sin ݐ4 + ݁ହ௧ ∙ 4 cos ݐ4 = ݁ହ௧(5 sin ݐ4 + 4 cos  ;(ݐ4

௧ݕ
ᇱ = 5݁ହ௧ cos ݐ4 − ݁ହ௧ ∙ 4 sin ݐ4 = ݁ହ௧(5 cos ݐ4 − 4 sin  ;(ݐ4

࢟࢞
ᇱ = ௘ఱ೟(ହ ୡ୭ୱ ସ௧ିସ ୱ୧୬ ସ௧)

௘ఱ೟(ହ ୱ୧୬ ସ௧ାସ ୡ୭ୱ ସ௧)
= ૞ ܛܗ܋ ૝࢚ି૝ ܖܑܛ ૝࢚

૞ ܖܑܛ ૝࢚ା૝ ܛܗ܋ ૝࢚
  

Похідна другого 
порядку 

࢟࢞࢞
ᇱᇱ =

࢚࢚࢟
ᇱᇱ ∙ ࢚࢞

ᇱ − ࢚࢟
ᇱ ∙ ࢚࢚࢞

ᇱᇱ

(࢚࢞
ᇱ )૜  

൜ݔ = ln(1 + (ଶݐ
ݕ = ݐ − arctgݐ; 

௧ݔ
ᇱ = ଵ

ଵା௧మ ∙ (1 + ଶ)ᇱݐ = ଶ௧
ଵା௧మ; 

௧௧ݔ
ᇱᇱ =

(ଶ௧)ᇲ൫ଵା௧మ൯ିଶ௧൫ଵା௧మ൯ᇲ

(ଵା௧మ)మ = ଶ൫ଵା௧మ൯ିଶ௧∙ଶ௧
(ଵା௧మ)మ = ଶାଶ௧మିସ௧మ

(ଵା௧మ)మ = ଶିଶ௧మ

(ଵା௧మ)మ; 

௧ݕ
ᇱ = 1 − ଵ

ଵା௧మ = ଵା௧మିଵ
ଵା௧మ = ௧మ

ଵା௧మ; 

௧௧ݕ
ᇱᇱ = ൫௧మ൯ᇲ∙൫ଵା௧మ൯ି௧మ∙൫ଵା௧మ൯ᇲ

(ଵା௧మ)మ = ଶ௧൫ଵା௧మ൯ି௧మ∙ଶ௧
(ଵା௧మ)మ = ଶ௧൫ଵା௧మି௧మ൯

(ଵା௧మ)మ = ଶ௧
(ଵା௧మ)మ; 

࢟࢞࢞
ᇱᇱ =

మ೟

൫భశ೟మ൯మ∙ మ೟
భశ೟మି ೟మ

భశ೟మ∙ మషమ೟మ

൫భశ೟మ൯మ

ቀ మ೟
భశ೟మቁ

య =
ర೟మషమ೟మశమ೟ర

൫భశ೟మ൯య

ఴ೟య

൫భశ೟మ൯య
= ଶ௧మ൫ଵା௧మ൯

଼௧య = ૚ା࢚૛

૝࢚
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Диференціювання неявної функції   ࡲ൫࢞, ࢟(࢞)൯ = ૙ 

Знаходячи похідну, необхідно пам’ятати, що ࢟ є функцією від ࢞, тому 
диференціюємо її як складну функцію! 
Знаходити похідну необхідно за правилами диференціювання та за допомогою 
таблиці похідних, а надалі розв’язати лінійне рівняння відносно шуканої 
похідної ݕᇱ. 
При повторному диференціюванні отримуємо вирази, які містять похідні 
менших порядків. Для запису відповіді необхідно підставити вже відомі 
вирази попередніх похідних 

Похідна першого порядку 

,࢞)ᇱࡲ ࢟) = ૙ 

cos(ݕݔ) = ସݔ3 + (ݕݔ)ଷ;     ⇒     cosݕ6 − ସݔ3 − ଷݕ6 = 0; 
− sin(ݕݔ) ∙ (1 ∙ ݕ + ݔ ∙ (ᇱݕ − ଷݔ12 − ଶݕ18 ∙ ᇱݕ = 0; 

− sin(ݕݔ) ∙ ݕ − sin(ݕݔ) ∙ ᇱݕݔ − ଷݔ12 − ଶݕ18 ∙ ᇱݕ = 0; 
ݔ) sin(ݕݔ) + (ଶݕ18 ∙ ᇱݕ = ݕ)− sin(ݕݔ) +  ;(ଷݔ12

࢟ᇱ = −
࢟ (࢟࢞)ܖܑܛ + ૚૛࢞૜

࢞ (࢟࢞)ܖܑܛ + ૚ૡ࢟૛ 

Похідна другого порядку 

൫ࡲᇱ(࢞, ࢟)൯
ᇱ

= ૙ 

ݔ√ + ඥݕ = ⇒     ;ݕݔ4 ݔ√      + ඥݕ − ݕݔ4 = 0; 
ଵ

ଶ√௫
+ ଵ

ଶ√௬
∙ ᇱݕ − ݕ)4 + ݔ ∙ (ᇱݕ = 0; 

ᇱݕ ቀ ଵ
ଶ√௬

− ቁݔ4 = ݕ4 − ଵ
ଶ√௫

; 

࢟ᇱ =
ସ௬ି భ

మ√ೣ
భ

మඥ೤
ିସ௫

=
ర೤షభ
మ√ೣ

భషరೣ
మඥ೤

= ඥ࢟(૝࢟ି૚)

√࢞(૚ି૝࢞)
; 

ᇱᇱݕ =
൬ భ

మඥ೤
௬ᇲ(ସ௬ିଵ)ା√௬∙ସ௬ᇲ൰√௫(ଵିସ௫)ି√௬(ସ௬ିଵ)ቀ భ

మ√ೣ
(ଵିସ௫)ିସ√௫ቁ

௫(ଵିସ௫)మ =  

= ௬ᇲ(ସ௬ିଵା଼௬)௫(ଵିସ௫)ି௬(ସ௬ିଵ)(ଵିସ௫ି଼௫)
௫(ଵିସ௫)మ√௫௬

=  

= ௬ᇲ௫(ଵଶ௬ିଵ)(ଵିସ௫)ି௬(ସ௬ିଵ)(ଵିଵଶ௫)
௫(ଵିସ௫)మ√௫௬

. 

 

Підставимо замість ݕᇱ вже відомий вираз: 

࢟ᇱᇱ =
ඥ೤(ర೤షభ)

√ೣ(భషరೣ) ௫(ଵଶ௬ିଵ)(ଵିସ௫)ି௬(ସ௬ିଵ)(ଵିଵଶ௫)

௫(ଵିସ௫)మ√௫௬
=  

= ௫√௬(ସ௬ିଵ)(ଵଶ௬ିଵ)(ଵିସ௫)ି௬√௫(ଵିସ௫)(ସ௬ିଵ)(ଵିଵଶ௫)
(ଵିସ௫)య௫మ√௬

=  

= ࢞ඥ࢟൫૝ૡ࢟૛ି૚૟࢟ା૚൯(૚ି૝࢞)ି࢟√࢞൫૚ି૚૟࢞ା૛ૡ࢞૛൯(૝࢟ି૚)
(૚ି૝࢞)૜࢞૛ඥ࢟

   

 

 
 



37 
 

 

Наближене обчислення за допомогою диференціалу 

Наближене обчислення функції 

૙࢞)ࢌ + (࢞ࢊ ≈ (૙࢞)ࢌ +  ࢞ࢊᇱ(࢞૙)ࢌ

Знайти наближене значення функції  
ݕ = ଶݔ + ݔ + arcsin ݔ при ݔ = 0,51. 

Маємо ݔ଴ = ݔ݀   ,0,5 = 0,01. 
Знайдемо похідну ݕᇱ = ݔ2 + 1 + ଵ

√ଵି௫మ. 
(଴ݔ)݂ = ݂(0,5) = (0,5)ଶ + 0,5 + arcsin 0,5 = 

= 0,75 + గ
ଶ

= 2,32; 

݂ᇱ(ݔ଴) = ݂ᇱ(0,5) = 2 ∙ 0,5 + 1 + ଵ
ඥଵି(଴,ହ)మ = 3,15. 

За формулою знаходимо  

(0,51)ݕ ≈ 2,32 + 3,15 ∙ 0,01 = ૛, ૜૞ 

 

Тема «Обчислення границь за правилом Лопіталя» 

ࢇ→࢞ܕܑܔ
(࢞→ஶ)

(࢞)ࢌ
࣐(࢞) = ቚ૙

૙
, ஶ

ஶ
ቚ = ࢇ→࢞ܕܑܔ

(࢞→ஶ)

(࢞)ᇲࢌ
࣐ᇲ(࢞)  

Зауваження: за необхідності правилом Лопіталя можна послідовно 
скористатися декілька разів (не забуваючи, якщо це можливо, спрощувати 
вираз) до зникнення невизначеності! 

Безпосереднє 
застосування правила 
Лопіталя 

1) lim
௫→ଶ

௫ఱିଷଶ
௫యି଼

= ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→ଶ

ହ௫ర

ଷ௫మ = ହ∙ଵ଺
ଷ∙ସ

= ૛૙
૜

; 

2) lim
௫→଴

௘ೣିೣయ

ల ିೣమ

మ ି௫ିଵ

ୡ୭ୱ ௫ାೣమ
మ ିଵ

= ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→଴

௘ೣିೣమ

మ ି௫ିଵ

ି ୱ୧୬ ௫ା௫
= ቚ଴

଴
ቚ =  

= lim
௫→଴

௘ೣି௫ିଵ
ି ୡ୭ୱ ௫ାଵ

=  ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→଴

௘ೣିଵ
ୱ୧୬ ௫

= ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→଴

௘ೣ

ୡ୭ୱ ௫
= ଵ

ଵ
= ૚  

Функцію подано у 
вигляді добутку.  
Перед застосуванням 
правила Лопіталя 
необхідно замінити 
множення діленням на 
обернене 

1) lim
௫→ஶ

ቀݔ ∙ sin ଷ
௫

ቁ = |∞ ∙ 0| = lim
௫→ஶ

ୱ୧୬య
ೣ

భ
ೣ

= ቚ଴
଴
ቚ = 

      = lim
௫→ஶ

ୡ୭ୱయ
ೣ∙ଷቀି భ

ೣమቁ

ି భ
ೣమ

= −3 lim
௫→ஶ

cos ଷ
௫

= −3 ∙ 1 = −૜; 

2) lim
௫→ଵ

(1 − tg(ݔ గ௫
ଶ

= |0 ∙ ∞| = lim
௫→ଵ

(ଵି௫)
భ

౪ౝഏೣ
మ

= lim
௫→ଵ

(ଵି௫)
ୡ୲୥ഏೣ

మ
= 

     = ቚ଴
଴
ቚ = lim

௫→ଵ

ିଵ
ି భ

౩౟౤మഏೣ
మ

∙ഏమ
= ଶ

గ
lim
௫→ଵ

sinଶ గ௫
ଶ

= ૛
࣊

; 

3) lim
௫→ஶ

ଶݔ) ∙ ݁ିହ௫) = |∞ ∙ 0| = lim
௫→ஶ

௫మ

௘ఱೣ = ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→ஶ

ଶ௫
ହ௘ఱೣ =  

    = ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→ஶ

ଶ
ଶହ௘ఱೣ = ቚஶ

ஶ
ቚ = ଶ

ஶ
= ૙ 



38 
 

Функцію подано у 
вигляді різниці.  
Перед застосуванням 
правила Лопіталя 
необхідно привести дроби 
до спільного знаменника 

1) lim
௫→ஶ

ቀ ௫య

௫మାଵ
− ቁݔ = |∞ − ∞| = lim

௫→ஶ

௫యି௫యି௫
௫మାଵ

= ቚஶ
ஶ

ቚ = 

     = lim
௫→ஶ

ି௫
௫మାଵ

=  lim
௫→ஶ

ିଵ
ଶ௫

= ିଵ
ஶ

= ૙; 

2) lim
௫→଴

ቀ ଵ
௫ ୱ୧୬ ௫

− ଵ
௫మቁ = |∞ − ∞| = lim

௫→଴

௫ିୱ୧୬ ௫
௫మ ୱ୧୬ ௫

= ቚ଴
଴
ቚ =  

    = lim
௫→଴

ଵିୡ୭ୱ ௫
ଶ௫ ୱ୧୬ ௫ା௫మ ୡ୭ୱ ௫

= ቚ଴
଴
ቚ =  

    = lim
௫→଴

ୱ୧୬ ௫
ଶ ୱ୧୬ ௫ାଶ௫ ୡ୭ୱ ௫ାଶ௫ ୡ୭ୱ ௫ି௫మ ୱ୧୬ ௫

= ቚ଴
଴
ቚ = 

    = lim
௫→଴

ୱ୧୬ ௫
(ଶି௫మ) ୱ୧୬ ௫ାସ௫ ୡ୭ୱ ௫

= 

    = lim
௫→଴

ୡ୭ୱ ௫
ିଶ௫ ୱ୧୬ ௫ା(ଶି௫మ) ୡ୭ୱ ௫ାସ ୡ୭ୱ ௫ିସ௫ ୱ୧୬ ௫

= ૚
૟
 

 
Функцію подано у 
степенево-показниковому 
вигляді.  
Перед застосуванням 
правила Лопіталя 
необхідно про 
логарифмувати функцію. 
Не забувайте, що для 
запису відповіді, необхідно 
скористатися властивістю  

ܖܔࢋ ࡭ =  !࡭

1) lim
௫→ஶ

(ln (ݔ
భ
ೣ = |∞଴| =  ;ܣ

ln ܣ = ln lim
௫→ஶ

(ln (ݔ
భ
ೣ = lim

௫→ஶ
ln(ln (ݔ

భ
ೣ = lim

௫→ஶ

ଵ
௫

ln(ln (ݔ =  

       = lim
௫→ஶ

୪୬(୪୬ ௫)
௫

= ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→ஶ

భ
ౢ౤ ೣ∙భೣ

ଵ
= ଵ

ஶ
= 0;     

ܣ    ⇒ = ݁୪୬ ஺ = ݁଴ = ૚; 

2) lim
௫→଴

௫ݔ = |0଴| =  ;ܣ
ln ܣ = ln lim

௫→଴
௫ݔ = lim

௫→଴
ln ௫ݔ = lim

௫→଴
ݔ ∙ ln ݔ = |0 ∙ ∞| =  

       = lim
௫→଴

୪୬ ௫
భ
ೣ

= ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→଴

భ
ೣ

ି భ
ೣమ

= −lim
௫→଴

ݔ = 0;         

ܣ    ⇒ = ݁୪୬ ஺ = ݁଴ = ૚ 
 

Тема «Геометричний та механічний сенс похідної» 

Рівняння дотичної 

࢟ − ࢟૙ = ࢟ᇱ(࢞૙)(࢞ − ࢞૙) 

Записати рівняння дотичної до кривої ݕ = ଶ
ଷ ݔ√ − 5 у 

точці з абсцисою ݔ଴ = 9. 
Знайдемо похідну: ݕᇱ = ଶ

ଷ
∙ ଵ

ଶ√௫
= ଵ

ଷ√௫
. 

Обчислимо: ݕ଴ = (଴ݔ)ݕ = (9)ݕ = ଶ
ଷ √9 − 5 = −3; 

(଴ݔ)ᇱݕ = ᇱ(9)ݕ = ଵ
ଷ√ଽ

= ଵ
ଽ
. 

За формулою отримаємо: ݕ + 3 = ଵ
ଽ

ݔ) − 9); 

࢟ = ૚
ૢ

࢞ − ૝. 

Рівняння нормалі 

࢟ − ࢟૙ = −
૚

࢟ᇱ(࢞૙)
(࢞ − ࢞૙) 

Записати рівняння нормалі до кривої ݕ = arctg2ݔ у 
точці з абсцисою ݔ଴ = 0. 
Знайдемо похідну ݕᇱ = ଶ

ଵାସ௫మ. 
Обчислимо: ݕ଴ = (଴ݔ)ݕ = (0)ݕ = arctg0 = 0; 

(଴ݔ)ᇱݕ = ᇱ(0)ݕ = ଶ
ଵା଴

= 2. 

За формулою маємо ݕ − 0 = − ଵ
ଶ

ݔ) − 0);  
࢟ = − ࢞

૛
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Закон руху матеріальної точки 
ݏ =  .(ݐ)ݏ

Швидкість: ࢜ = ࢙ᇱ(࢚); 
прискорення: ࢇ = ࢜ᇱ = ࢙ᇱ(࢚) 

Закон руху матеріальної точки  
ݏ = ହ

ସ
ସݐ + ଶ

ଷ
ଷݐ − ଶݐ3 + ݐ − 9. 

Знайти швидкість та прискорення через ݐ = 5 с. 

ݒ = ᇱݏ = ଷݐ5 + ଶݐ2 − ݐ6 + 1; 
ܽ = ᇱݒ = ᇱᇱݏ = ଶݐ15 + ݐ4 − 6; 
(5)ݒ = 5 ∙ 5ଷ + 2 ∙ 5ଶ − 6 ∙ 5 + 1 = ૟૝૟ (м с⁄ ); 
ܽ(5) = 15 ∙ 5ଶ + 4 ∙ 5 − 6 = ૜ૡૢ (м сଶ⁄ ) 

 

Тема «Дослідження функції» 

Дослідження функції на монотонність та 
екстремуми: 
1) ОДЗ; 
2) знаходимо ݕᇱ; 
3) прирівнюємо її до нуля:    ݕᇱ = 0, звідси 
знаходимо точки, у яких може бути 
екстремум (критичні точки першого 
порядку); 
4) наносимо на числову вісь критичні точки 
та точки, у яких функція не існує (ОДЗ); 
5) досліджуємо знак ݕᇱ в кожному з 
отриманих інтервалів: «+» - функція зростає, 
«-» - функція спадає, якщо при переході через 
критичні точки ݕᇱ змінює знак – це точки 
екстремуму, до того ж, якщо знаки 
змінюються з «+» на «-» - це максимум, якщо 
з «-» на «+» - мінімум. 

Дослідити на монотонність на екстремуми 
функцію ݕ = √௫

௫ାଶ
. 

1) ОДЗ: ቄݔ ≥ 0        
ݔ + 2 ≠ 0     ⇒ ݔ     ∈ [0; ∞). 

ᇱݕ (2 =
భ

మ√ೣ
(௫ାଶ)ି√௫∙ଵ

(௫ାଶ)మ = ௫ାଶିଶ௫
ଶ√௫(௫ାଶ)మ = ଶି௫

ଶ√௫(௫ାଶ)మ; 

ᇱݕ (3 = 0;   ଶି௫
ଶ√௫(௫ାଶ)మ = ݔ   ;0 = 2; 

 ᇱݕ            –           +                                   (4
 
 ݕ                   2          0                                 
                                          max 
 
5) функція зростає на інтервалі ݔ ∈ (0; 2), 
спадає ݔ ∈ (2; ∞) на інтервалі в точці з 
абсцисою  ݔ = 2 – максимум 

 
Дослідження функції на опуклість, 
угнутість та точки перегину: 
1) ОДЗ; 
2) знаходимо ݕᇱᇱ; 
3) дорівнюємо її до нуля: ݕᇱᇱ = 0, звідси 
знаходимо точки, в яких можуть бути точки 
перегину (критичні точки другого порядку); 
4) наносимо на числову вісь критичні точки 
та точки, в яких функція не існує (ОДЗ); 
5) досліджуємо знак ݕᇱᇱ в кожному з 
отриманих інтервалів: «+» - функція угнута, 
«-» - функція опукла, якщо при переході 
через критичні точки ݕᇱᇱ змінює знак – це 
точки перегину 

Дослідити функцію 
ݕ  = ଵ

ଷ
ଷݔ − ଶݔ4 − ݔ2 + 10 на опуклість, 

угнутість та точки перегину. 
1) ОДЗ: ݔ ∈ ܴ; 
ᇱݕ (2 = ଶݔ − ݔ8 − ᇱᇱݕ     ;2 = ݔ2 − 8; 
ᇱᇱݕ (3 = ݔ2     ;0 − 8 = ݔ     ;0 = 4; 
4) 
 ᇱᇱݕ         +                   -                         
 
 ݕ                    4                                   
                                  т.п. 
 
5) функція угнута на інтервалі ݔ ∈ (0; 4), 
опукла - ݔ ∈ (4; ∞), у точці з абсцисою 
ݔ = 4 - точка перегину функції 
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Асимптоти функції 
1) вертикальні ࢞ =   ࢇ
    (ܽ беремо з ОДЗ), якщо  

ܕܑܔ
ࢇ→࢞

࢟(࢞) = ±∞. 

2) похилі ࢟ = ࢑࢞ +   ,࢈

де                ࢑ = ܕܑܔ
࢞→±ஶ

࢟(࢞)
࢞

; 
࢈ = ܕܑܔ

࢞→±ஶ
[࢟(࢞) − ࢑࢞], 

якщо існують скінчені границі, то 
існує похила асимптота. 
3) горизонтальні ࢟ =   ,࢈
де          ࢈ = ܕܑܔ

࢞→±ஶ
࢟(࢞). 

Горизонтальна асимптота – 
частинний випадок похилої 
асимптоти, якщо ݇ = 0! 

Знайти асимптоти функції ݕ = ଷ௫యାହ௫మିଶ
௫మିଽ

. 
ОДЗ: ݔଶ − 9 ≠ ݔ   ;0 ≠ ±3; 
ݔ = 3:     lim

௫→ଷ

ଷ௫యାହ௫మିଶ
௫మିଽ

= ଵଶସ
଴

= ∞    
  ⇒  ࢞ = ૜ – вертикальна асимптота; 
 
ݔ = −3:     lim

௫→ିଷ

ଷ௫యାହ௫మିଶ
௫మିଽ

= ିଷ଼
଴

= −∞    
  ⇒  ࢞ = −૜ – вертикальна асимптота; 
 
Знайдемо похилу асимптоту ݕ = ݔ݇ + ܾ: 

݇ = lim
௫→±ஶ

యೣయశఱೣమషమ
ೣమషవ

௫
= lim

௫→±ஶ

ଷ௫యାହ௫మିଶ
௫యିଽ௫

= ૜; 

ܾ = lim
௫→±ஶ

ቂଷ௫యାହ௫మିଶ
௫మିଽ

− ቃݔ3 =  

   = lim
௫→±ஶ

ଷ௫యାହ௫మିଶିଷ௫యାଶ଻௫
௫మିଽ

=  

   = lim
௫→±ஶ

ହ௫మାଶ଻௫ିଶ
௫మିଽ

= ૞; 
отже,     ࢟ = ૜࢞ + ૞ – похила асимптота 

 

Повна схема дослідження функції 

1) ОДЗ. 
2) Точки перетину з осями 
координат (з ܱݔ перетинається, якщо 
ݕ = 0, а з ܱݕ - якщо ݔ = 0. 
3) Інтервали знакосталості. 
Наносимо на числову вісь точки 
перетину з віссю ܱݔ та точки, в яких 
функція не існує, та з’ясовуємо знак в 
кожному інтервалі. 
4) Парність функції. Якщо (ݔ−)ݕ =
 то функція парна і її графік ,(ݔ)ݕ
симетричний відносно осі ܱݕ, а якщо 
(ݔ−)ݕ =  то функція непарна і ,(ݔ)ݕ−
її графік симетричний відносно 
початку координат. Якщо не 
виконується не одна з умов, то 
функція загального положення. 

 

Провести повне дослідження функції  

ݕ = ݔ) − 3)݁௫ାଵ та побудувати графік. 

1) ОДЗ: ࢞ ∈  ;ࡾ

ݕ   :ݔܱ (2 = ݔ)   ;0 − 3)݁௫ାଵ = ݔ   ⇒   ;0 = 3; 

ݔ   :ݕܱ      = ݕ   ;0 = (0 − 3)݁଴ାଵ = −3݁. 
Точки перетину ࡷ૚(૜, ૙);  ࡷ૛(૙, −૜ࢋ). 

 ݔ            +                        −                (3
                                 3 
Функція додатна при ࢞ ∈ (૜, ∞), від’ємна 
при ࢞ ∈ (−∞, ૜). 

(ݔ−)ݕ (4 = ݔ−) − 3)݁ି௫ାଵ ≠  це ,(ݔ)ݕ±
функція загального положення 
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5) періодичність. Якщо 
виконується умова 
ݔ)ݕ  + ܶ) =  де ܶ - період ,(ݔ)ݕ
функції, то функція 
періодична, якщо ні – 
неперіодична; 
6) дослідження на 
монотонність та екстремуми; 
 
 
 
 
 
 
 
 
7) дослідження на опуклість, 
угнутість та точки перегину; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8) асимптоти; 
 
 

 

 

 

 

 

ݔ)ݕ (5 + ܶ) ≠  ;функція неперіодична  ⇒ (ݔ)ݕ
 
 
 
 
 
ᇱݕ (6 = 1 ∙ ݁௫ାଵ + ݔ) − 3)݁௫ାଵ = ݔ) − 2)݁௫ାଵ; 

ᇱݕ = ݔ)   ;0 − 2)݁௫ାଵ = ݔ   ⇒   ;0 = 2 
 ᇱݕ         +                        -                       
 
 ݕ                     2                                    
                                                   min 

(2)ݕ = (2 − 3)݁ଶାଵ = −݁ଷ. 
Функція зростає при ݔ ∈ (2, ∞), спадає при ݔ ∈
(−∞, 2). У точці 2)ܯ, −݁ଷ) - мінімум функції; 
 
 
 
ᇱᇱݕ (7 = 1 ∙ ݁௫ାଵ + ݔ) − 2)݁௫ାଵ = ݔ) − 1)݁௫ାଵ; 

ᇱᇱݕ = ݔ)   ;0 − 1)݁௫ାଵ = ݔ   ⇒   ;0 = 1; 
ᇱᇱݕ      +               -                                    

 
 ݕ                1                                         
                                        т.п. 
 

(1)ݕ = (1 − 3)݁ଵାଵ = −2݁ଶ. 

Функція опукла при ݔ ∈ (1, ∞), угнута при ݔ ∈
(−∞, 1). У точці - точка перегину функції. 
 
 
8) якщо, що ОДЗ ݔ ∈ ܴ прямує, що вертикальних 
асимптот немає. Знайдемо похилі. 
݇ = lim

௫→ஶ

(௫ିଷ)௘ೣశభ

௫
= ቚஶ

ஶ
ቚ = lim

௫→ஶ

௘ೣశభା(௫ିଷ)௘ೣశభ

ଵ
=∞; 

݇ = lim
௫→ିஶ

(௫ିଷ)௘ೣశభ

௫
= lim

௫→ିஶ

௫ିଷ
௫∙௘షೣషభ = ቚஶ

ஶ
ቚ =   

   = lim
௫→ିஶ

ଵ
ଵ∙௘షೣషభି௫∙௘షೣషభ = ૙; 

ܾ = lim
௫→ିஶ

ݔ) − 3)݁௫ାଵ = lim
௫→ିஶ

௫ିଷ
௘షೣషభ =  

   = ቚஶ
ஶ

ቚ = lim
௫→ିஶ

ଵ
ି௘షೣషభ = ૙; 

 

࢟ = ૙   (࢞ → −∞) - горизонтальна асимптота 
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9) графік функції 9) побудуємо графік функції: 
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