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Передмова  

Операційне числення, розроблене на основі перетворення Лапласа, широко 
застосовується для розв’язання диференціальних та інших споріднених з ними 
рівнянь, що описують процеси функціонування різноманітних об’єктів.  

Цей конспект лекцій має практичну направленість і призначений для 
студентів технічних спеціальностей. Його мета – ознайомити з основними 
поняттями операційного числення та уяснити суть підходу до розв’язання 
типових задач. Тонкі теоретичні питання і задачі, що вимагають більш глибокої 
математичної підготовки, виходять за рамки курсу вищої математики і 
залишаються поза належною увагою. Для їх вивчення, в разі необхідності, 
треба звернутись до спеціалізованої літератури.  

Викладення теоретичного матеріалу доводиться до рівня конкретних 
рецептів розв’язання типових задач та ілюструється докладними зразками їх 
практичного застосування, частина яких розрахована на самостійне 
опрацювання. Вказано на зв’язок операційного числення з курсами теоретичної 
електротехніки та теорії автоматичного керування. Конспект доповнено 
типовими вправами для самостійної роботи. У кінці наведено список 
рекомендованої літератури для бажаючих більш детально і глибоко вивчити 
операційне числення.  

1 ОПЕРАТОР ЛАПЛАСА 

1.1 Оригінал і зображення. Таблиці операційного числення 

 
Оригіналом називається довільна функція f(t), що розглядається на 

півінтервалі [0; +) і має такі властивості:   
1) f(t) кусково-неперервна на півінтервалі [0; +), тобто на будь-якому 

скінченному інтервалі має скінченне число точок розриву першого роду 
(скінченних стрибків);   

2) існують додатні сталі  00  M,a  такі, що   ateMtf   при 
довільному значенні t із півінтервалу [0; +).  

Для таких функцій f(t) вводиться оператор Лапласа  (перетворення 
Лапласа) наступним чином:  

    



0

dttfetfL pt  ,  

де p− параметр, p>0.  
Оператор – це відображення, що переводить функцію у функцію.  
Інтегральний оператор Лапласа кожному оригіналу f(t) ставить у 

відповідність єдину функцію   

   



0

dttfepF pt ,  
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яка називається зображенням.  
Позначається  

   pF)t(fL    або     pFtf  ,  або     pFtf



 .  

Властивості перетворення Лапласа: 
1.     .constc)t(fcL)t(cfL  , 

2.      )t(gL)t(fL)t(g)t(fL  . 
 

Таблиця 1 – Правила операційного числення  
№ п/п  Операція,  

властивість  
Оригінал f(t)  Зображення F(p)  

1 2 3 4 

1  Лінійність   tfC 11  tfC 22    pFC 11  pFC 22   

2  Зміщення 
аргументу 

зображення 
(затухання 
оригіналу)  

 tfe at    apF    

3  Зміна масштабу 
(подібність)  

  ,atf    0a   







a
pF

a
1   

4  Зміщення 
аргументу 
оригіналу 

(запізнювання 
оригіналу)  

  btf  bt  ,  
0b   

 pFe bp   

5  Випередження 
аргументу 
оригіналу  

 btf  ,     0b , 
0t    

  pFebp   



 
b

pt dttfe
0

  

6  Диференціювання 
зображення  

 tft n       pF nn1   

7  Перша похідна 
зображення  

 tft    pF    

8  Зображення 
похідних оригіналу  

   tf n        01 fppFp nn

   02 fpn

       00 12   nn fpf  

9  Зображення першої 
похідної оригіналу  

 tf       0fppF      
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Продовження таблиці 1 
1 2  3 4 

10  Зображення другої 
похідної оригіналу  

 tf         002 fpfpFp    

11 Зображення 
інтеграла від 

оригіналу   
 

t

duuf
0

   pF
p
1   

12  Згортання 
оригіналів 
(множення 
зображень)  

  
t

uf
0

1

 duutf  2  

   pFpF 21   

13 Інтегрування 
зображення   

 
t
tf    



p

dzzF   

 
Таблиця 2 – Основні оригінали та їх зображення  

№ п/п  Оригінал   tf   Зображення   pF   

1 2 3 

1   








,t,
;t,

t
00
01

   p
1   

2   








bt,
bt,

bt
0
1

   p
e bp 1

   

3  ate   
ap 

1   

4  btsin   
22 bp

b


  

5  btcos   
22 bp

p


  

6  btsine at   
  22 bap

b


  

7  btcose at   
  22 bap

ap


   

8  nt   
1np

!n   
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Продовження таблиці 2 
1  2 3 

9  t   2

1
p

  

10  2t   
3

2
p

  

11   btt    









2

11
pp

be bp   

12  atnet    
  1 nap

!n   

13  atte   
 2

1
ap 

  

14  btsint   
 222

2
bp

pb


  

15  btcost   
 222

22

bp
bp



   

16   btsin
b32
1  

btcosbt   
 222

1
bp 

  

17   btsin   
22 bp

be
p

b







  

18   btcos   
22 bp

pe
p

b







  

19  btsh   
22 bp

b


  

20 btch   
22 bp

p


  

21  t   1  

22   bt    bpe   

23     tn   np   

24  t    p   
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Теорема. (теорема про поведінку зображень на нескінченності). Нехай f(t) – 

довільний оригінал, F(p) - його зображення. Тоді    0


pFlim
p

, тобто будь-яке 

зображення прямує до нуля, коли параметр p прямує до нескінченності.  
Доведення.  
  atMetf  ;    ap;M,a  00 ;     

     




0

dttfepF pt     
 

 
0 0

dttfedttfe ptpt   

      









N
tap

N

tapdtpt dtelimMdteMdtMee
000

  

 

  ap
M

ap
elimM

Ntap

N 















0

 ,  

бо    0 Nape   при   apN  .   

Якщо  ,p   то 0
 ap

M .  Отже,    0pF  при p .  

Теорема. (теорема єдинності). Якщо дві неперервні функції f1(t) і f2(t) мають 
одне і те ж зображення F(p), то ці функції тотожно рівні, тобто   

якщо     pFtf 11  ;      pFtf 22  ;      pFpF 21  , то   
   tftf 21  . 

(Без доведення).  

1.2 Одинична ступінчаста функція Хевісайда (t)  
та її зображення  

Функція (t), яка задається формулою   

 








,t,
;t,

t
00
01

  

називається одиничною ступінчастою функцією Хевісайда (рис. 1.1). 
(Приймаємо f(t)=1).  

    dttetL pt



0

 















 
Npt

N

N
pt

N p
elimdtelim

00

1   

ppp
elim

pN

N

11














,  

бо  0 pNe   при   0 pN .  
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Рисунок 1.1 – Одинична  функція Хевісайда 

 
Отже,  

 
p

t 1
     або   

p
11  .  

Зауваження. Основи операційного числення розробив Хевісайд як 
інструмент для вивчення характеру проходження сигналів у трансатлантичному 
телеграфно-телефонному кабелі, що з’єднав Європу і Північну Америку 
наприкінці XIX століття. За допомогою одиничної функції   t   він описав 
стандартні сигнали азбуки Морзе (крапка і тире). За Хевісайдом, довільну 
імпульсну функцію   tyy  ,  яка скрізь дорівнює нулю, окрім деякого 
скінченного інтервалу    ;   (рис. 2)  

     













,t,

;;t,tf
;t,

tyy





0

0
  

можна подати однією формулою   
        tttfy ,  

де   bt    – одинична функція Хевісайда з запізнюванням  

 








.bt,
;bt,

bt
0
1

   

 
Рисунок 1.2  – Одинична функція Хевісайда з запізненням 

 

1.3 Зображення функцій sin bt, cos bt  

На основі формули інтегрування  

22 ba
btsinaebtcosbedtbtsine

atat
at




   

1 

t  

 ty   

y

0  

t      

y  

 tyy   
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маємо  

    






N
pt

N

pt dtbtsinelimdtbtsinebtsinL
00

  

 



 



Nptpt

N bp
btsinepbtcosbelim

0
22   

222222 bp
b

bp
b

bp
bNsinpebNcosbelim

pNpN

N 














 


, 

бо  bNcos;e pN 0  і bNsin - обмежені функції.  
Отже,  

22 bp
bbtsin


 .  

Аналогічно, на основі формули інтегрування  

22 ba
btsinbebtcosaedtbtcose

atat
at




   

маємо  

  


 
0

dtbtcosebtcosL pt  

22
0

22 bp
p

bp
btsinbebtcospelim

Nptpt

N 
















.  

Отже,  

22 bp
pbtcos


 .  

1.4 Теорема зміщення (затухання)   

Теорема. (теорема зміщення (затухання)). Якщо функція F(p) є зображення 
функції f(t) , тоді функція F(p+a)   служить зображенням функції e-atf(t):   

   pFtf            apFtfe at  .  
Доведення.  

            apFdttfedttfeetfeL tapatptat  







00

.  

1.5 Зображення функцій e-at, e-at sin bt, e-at cos bt  

ap
ee

p
atat


  1111 ;  

  2222 bap
bbtsine

bp
bbtsin at





  ;  
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  2222 bap
apbtcose

bp
pbtcos at







  .  

 

1.6 Теорема про лінійність оператора Лапласа  

Теорема. (теорема про лінійність оператора Лапласа).  
Зображення алгебраїчної суми двох функцій, помножених на сталі 

величини, дорівнює відповідній сумі зображень цих функцій, помножених на 
відповідні сталі  

          tfLCtfLCtfCtfCL 22112211   ,  
тобто  якщо       tfCtfCtf 2211    і     pFtf  ,         pFtf,pFtf 2211  ,  
то      pFCpFCpF 2211  . 
Доведення:  

          







0
11

0
2211 dttfeCdttfCtfCepF ptpt  

     pFCpFCdttfeC pt
2211

0
22  


 . 

Приклад. Знайти зображення функції   
  tsintcostf 2523  .  

Розв’язання.  

       tsinLtcosLpF 2523
4

103
2

25
2

3 22222 






 p

p
pp

p .  

Приклад. Знайти оригінал функції   

 
136

85
2 




pp
ppF .  

Розв’язання.  

 
 











222 23

85
136

85
p

p
pp

ppF   

   








  tsine
p

;tcose
p

p tt 2
23

22
23

3 3
22

3
22   

     














222222 23
2

2
7

23
35

23

3
5
83

5
pp

p
p

p
  

 tftsinetcose tt   2
2
725 33 .  
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1.7 Зображення функцій sh bt, ch bt 

Використовуючи формули  

2

btbt eebtsh


 ;     
2

btbt eebtch


   

і зображення  

ap
e;

ap
e atat





 11 ,  

а також властивість лінійності, маємо   

  












 

bpbp
eebtsh btbt 11

2
1

2
1

   


bpbp
bpbp

2 22 bp
b


;  

  22
11

2
1

2
1

bp
p

bpbp
eebtch btbt
















  .  

Отже,  

22 bp
bbtsh


 ;   22 bp
pbtch


 .  

 
 

1.8 Теорема подібності (зміни масштабу)  

Теорема (теорема подібності (зміни масштабу)).  

Якщо функція   pF  є зображення функції   tf  , тоді функція  







a
pF

a
1   

служить зображенням функції   atf , де  0a  :   

   pFtf              01







 a,

a
pF

a
atf .  

Доведення.  

     ;
a

dudt;
a
ut;atudtatfeatfL pt  




0

  

   
 

0

0
a

duufeu;u a
up

вн   







 

a
pF

a
duufe

a
u

a
p 11

0

.  
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1.9 Теорема запізнювання (зсув аргументу у оригіналу) 

Теорема (теорема запізнювання (зсув аргументу у оригіналу)). Нехай 
функція f(t) тотожно дорівнює нулю при t<0. Якщо F(p) є зображення функції 
f(t), то функція e-bpF(p) служить зображенням функції f(t-b), де b>0 (рис. 1.3), 
тобто  

якщо    pFtf  ,  то      0  b,pFebtf bp .  
Доведення.  

         



b

ptpt dtbtfedtbtfebtfL
00

  

         







  


 0
0

0

b
pt

b

pt dtbtfe
btпри

btf
dtbtfe   

  



 




внb

pt

u;u;dtdu
;but;btu

dtbtfe
0

  

       pFeduufeeduufe bppubpbup 





  
00

.  

  

 
Рисунок 1.3 – Зсув аргументу у оригіналу 

 
Зауваження 1.  Для явного врахування умови   0 btf  при bt   формулу 

теореми запізнювання можна подати так  
      0  b,pFebtbtf bp ,  

де   bt    – одинична функція Хевісайда з запізнюванням, при цьому  

   
p

ebt
p

t bp 11
  .  

Зауваження 2.  Зображенням імпульсної функції (рис.1.2) 
          tttfty   служить      




dttfepY pt . Якщо у виразі 

для оригіналу  ty  розкрити дужки і сформувати відповідні зсуви аргументу в 
кожному доданку             tthttgty , то за теоремою 
запізнювання  pY  можна подати у вигляді   

     pHepGepY pp    ,  де     pGtg  ;     pHth  .  

 tfy   

b  0  

y   btfy   

t  
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Приклад. За відомим зображенням знайти відповідний оригінал:   

а)  
9

22
2

323







p
epeppF

/p/p 

;  б)  
1
33 2







p
eepF

pp

.  

а)   


 

9
2 2

3

p
pepF /p 


 t(cos

p
pe /p 32

9
2 2

32   

       tcos/t/tcos/t)/ 3232323233    
     32323 /ttcos/t    

      tf/t/ttcos  32332  .  
Графік одержаного оригіналу подано на 

рис. 1.4.  
б) 

   





  13
1

13
1

13 12 te
p

e
p

epF )t(pp 

  
       )t(ftetete )t()t(   21323 12 

 
(Графік отриманого оригіналу побудуйте самостійно). 

 
 

Теорема (теорема випередження).  
Якщо   pF  є зображення функції   tf , то функція  

    







  

b
ptbp dttfepFe

0

 служить зображенням функції   btf  ,  де  0b   і  

0t   (рис. 1.5).  
 

Рисунок 1.5 – Випередження аргументу 
 

Доведення:  

     



 




вн

pt

u;bu;dtdu
;but;btu

dtbtfebtfL
0

  

       



  







0

b

pu

b

pubp

b

bup duufeduufeeduufe  

0  

2  t  

y  

3/  
3/2  

 tfy   

Рисунок 1.4 –
Одержаний оригінал 

2  

 tfy   

b  0  

y   btfy   

t  
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     












  


 pFduufeeduufe

b
pubppu

00

.  

1.10 Зображення функцій sin (bt-), cos (bt-)  

 Нехай     pFtf   і  ,0,0 b  тоді застосовуючи послідовно теореми 
подібності та запізнювання, маємо  

  .
b
pFe

bb
tbfbtf

p
b 





















 


 1   

Використовуючи останнє співвідношення і формули   

1
1

2 


p
tsin  ,   

12 


p
ptcos ,  

одержимо  

 
  222 1

11
bp

be
bp

e
b

btsin
p

b
p

b










 ;  

 
  222 1

1
bp

pe
bp

bpe
b

btcos
p

b
p

b










 .  

1.11 Диференціювання зображення  

Теорема (теорема про диференціювання зображення).  

Якщо   pF   є зображення функції   tf , тоді функція     pF
dp
d

n

n
n1   

служить зображенням функції   tft n :  

   pFtf                pF
dp
dtft n

n
nn 1 .  

Доведення.  
Диференціюючи ліву і праву частини формули  

   



0

dttfepF pt   

по параметру  p , одержимо 

      







 







00

dttfe
dp
ddttfe

dp
dpF ptpt   

                               





 
00

dtttfedttfet ptpt .   

Отже,        ttfpF     або        pFttf  .  
Аналогічно знаходимо другу похідну зображення  
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      
















 







00

dtttfe
dp
ddtttfe

dp
dpF ptpt  




0

2 dttfte pt .  

Отже,                        pFtft 2 .  
Продовжуючи цей процес, на основі методу математичної індукції для 

довільної n-ної похідної зображення маємо співвідношення  
      pFtft nnn 1 .  

 

1.12 Зображення функцій t, tn, t (t-b),   
t e-at, tn e-at, t sin bt, t cos bt  

Використовуючи формули для зображення одиничної функції Хевісайда і 
похідної зображення, одержимо  

22
111111
ppp

tt
p





















 .   

Отже,  

2

1
p

t  .  

Тоді  

332
2 2121

ppp
ttt 












 ;  

43
23 3212

pp
ttt 












 .  

Продовжуючи цей процес, на основі методу математичної індукції для 
довільного n маємо співвідношення  

1 n
n

p
!nt ,  

де n! = 1  2  3  … n  – факторіал числа n.  
Використовуючи формули для зображення одиничної функції Хевісайда з 

запізнюванням (t-b) і похідної зображення, одержимо  

    















p
ebtte

p
bt

bp
bp  1  

                           











 



22
11
pp

be
p

epbe bp
bpbp

.  

Отже,  
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  







 

2
11
pp

bebtt bp .  

Використовуючи зображення функцій t, tn і теорему зміщення (затухання), 
одержимо зображення функцій t e-at і tn e-at  

 2

1
ap

te at


 ;         

  1



 n

atn

ap
!net .  

Використовуючи формули для зображення функцій btbt cos,sin   і похідної 
зображення, одержимо  

















 2222 bp
bbtsint

bp
bbtsin   

                
   222222

22
bp

pb
bp
pb







 ;      

















 2222 bp
pbtcost

bp
pbtcos   

               
   222

22

222

22 2
bp
bp

bp
ppbp









 .   

Отже,  

 222

2
bp

pbbtsint


 ;      
 222

22

bp
bpbtcost




 .   

 

1.13 Зображення похідних оригіналу  

Теорема 9 (теорема про зображення похідної оригіналу). Якщо F(p) є 
зображення функції f(t), тоді функція p F(p)-f(0) служить зображенням 
похідної f(t):  

   pFtf             0fpFptf  .  
Доведення.  
Використовуючи означення перетворення Лапласа і формулу інтегрування 

частинами, одержимо  

      
     





 



 


0 tfdttfv;dttfdv
;dtpedu;eu

dttfetfL
ptpt

pt   

         




  0

0
0

tfelimdtpetftfe pt

t

ptpt   

       00
0

fpFpdttfepf pt  


 .  
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Отже,  
     0fpFptf  .  

Застосовуючи цю формулу повторно, одержимо  

           




  0ftfLptfLtfL  

            0000 2 ffppFpffpFpp  .  
Отже,  

       002 ffppFptf  .   
На основі методу математичної індукції для довільної n-ної похідної 

оригіналу маємо співвідношення  
          ...fpfppFptf nnnn   00 21      00 12   nn fpf .   

Зауваження. Формули для зображення похідних спрощуються, якщо всі 
початкові умови нульові    00 f ,    00 f ,    00 f ,.... Тоді  

            ;pFptf;ppFtf;pFtf 2   
    pFptf nn  .  



 19

 

2 ВІДШУКАННЯ ОРИГІНАЛУ ЗОБРАЖЕННЯ 

2.1 Відшукання оригіналу зображення, що має вигляд раціонального дробу  

 
У загальному випадку, знаходження оригіналу за його зображенням – 

досить складна задача. Обмежимося лише її розв’язанням за допомогою 
таблиці відповідності оригіналів та їх зображень. Розглянемо найбільш 
поширений випадок, коли зображення має вигляд раціонального дробу.   

Правило. 
Нехай треба знайти оригінал для зображення F(p) у вигляді раціонального 

дробу   

   
 pQ
pp

pF
n

m ,  

де Pm(p) і Qn(p) – многочлени відповідно степеня m і n.  
Тоді:  
1) Якщо дріб неправильний (m  n) то з нього треба виділити цілу частину.   
2) Правильний дріб (m<n) треба розкласти на суму елементарних дробів 

виду   

 kap
A


;   
 kapap

CBp

21
2 

 ;  1k ;   04 2
2
1  aaD .  

3) Знайти оригінали для цілої частини і кожного елементарного дробу, 
скористатись властивістю лінійності перетворення Лапласа і знайти оригінал 
початкового дробу.  

4) Спростити одержаний вираз.  
Приклад 1. Знайти оригінал за його зображенням:  

     5421
113

2 



pppp

ppF   

Розв’язання.  

      



5421

113
2 pppp

ppF   













5421 2 pp
DCp

p
B

p
A   

      541542 22 pppBpppA    

    11321  pppDCp   
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:p
:p

:p
:p

0

3

2
1




















112510
0
17173

86

DBA
CBA

B
A

  

;C;C;B;A 10
3
1

3
4

3
1

3
4

    

;D;D 336540112
3
5

3
40

  















54
21

2
3
1

1
3
4

2126 2 pp
p

pp
D;D    

 












12

2
2

1
3
1

1
1

3
4

2p
p

pp
    

  tftcoseee ttt   22

3
1

3
4 .  

 

3 ОПЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД 

3.1 Операційний метод розв’язання  
диференціальних рівнянь та їх систем  

Загальна схема методу показана на рис.3.1.  

Рисунок 3.1 – Схема методу 

 

Застосування цієї схеми докладно розберемо на прикладах.  
Приклад 1 Розв’язати задачу Коші для лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння першого порядку  

 






.y
,tyy

00
123

   

Диференціальне 
      рівняння 

       Допоміжне  
рівняння-зображення 

Розв‘язок Зображення  
   розв‘язку 
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Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах диференціального рівняння до 
зображень  

 

       ppYyppYty  0 ;   2

1
p

t  .  

Одержимо операторну форму диференціального рівняння  

    2

1123
p

pYppY    

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

      3
12123 22 


pp

pY;
p

ppY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

    






33

12
22 p

C
p
B

p
A

pp
pY    

    ;CppBpAp 23312     

:p
:p

:p

2

3
0



  












;CA;CA
;C;C

;B;B

340
34912129

4312123
 











3

1
3
4141

3
4

3
3
4

43
4

22 pppppp
  

 tyteet tt  

3
44

3
4

3
441

3
4 33 .  

Отже,  

 
3
44

3
4 3   tety t   

–  шуканий розв’язок.  
Приклад 2 Розв’язати задачу Коші для лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння другого порядку   

   






2000
4 3

y,y
eyy t

   

Розв’язання.  
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Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 
зображення. Перейдемо в обох частинах диференціального рівняння до 
зображень  

            200 22  pYpypypYpty ;  
3

13




p
e t .   

Одержимо  

   
3

1422




p
pYpYp   

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

   2
3

142 



p

ppY ;      

  
3

62142





p

pppY ;         43
52
2 




pp
ppY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

     












4343
52

22 p
CBp

p
A

pp
ppY   

    ;pCBppAp 3452 2   

:p
:p

:p

0

2

3

  













;C;C;CA
;AB;BA

;A;A

132353134534
1310

131113
  














 222 213

1
3

1
13
1

4
13
23

13
1

3
1

13
1

p
p

pp

p

p
  

    tytsintcose
p

t 


 2
26
232

13
1

13
1

2
2

2
1

13
23 3

22 .  

Отже,  

  tsintcosety t 2
26
232

13
1

13
1 3    

–  шуканий розв’язок.  
Приклад 3. Розв’язати задачу Коші для лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння другого порядку   

   






1010
42

y;y
yyy

   

Розв’язання.  
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Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 
зображення. Перейдемо в обох частинах диференціального рівняння до 
зображень  
           10  ppYyppYty ;         02 pypYpty  

       10 2  ppYpy ;   
p
11  .  

Одержимо  

      
p

pYppYppYp 141212    

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

   34122  p
p

pppY ;  

  
p

ppppY 431
2

2 
 ;    

 2

2

1
43





pp

pppY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

 
   











 22

2

111
43

p
C

p
B

p
A

pp
pppY   

    ;CppBppApp  1143 22   

:p
:p
:p

2

1
0




  












311
2
4

AB;BA
;C
;A

  

 






 21

12
1

1314
ppp

  

 tytee tt  234 .  

Отже,     432  tt etety    –  шуканий розв’язок.  
Приклад 4. Розв’язати задачу Коші для лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння другого порядку   

   






3000
3249

y;y
tcosyy
  

Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах диференціального рівняння до 
зображень  

          300 22  pYpypypYpty ;   
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93
3 222 





p

p
p

ptcos .  

Одержимо  

   
9

2493 2
2




p
ppYpYp   

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

    
  9

3
9

243
9

249 2222
2










pp
ppY;

p
pppY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

 
 








9

3
9

24
222 pp

ppY   








 22222 3
3

3
32

32
24

pp
p   

 tytsintsint  334 .  
Отже,        tsintty 314        –  шуканий розв’язок.   

Приклад 5.  Розв’язати задачу Коші для лінійного однорідного 
диференціального рівняння третього порядку   

     






1300020
0134

y;y;y
yyy

   

Розв’язання.  
Нехай    pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах диференціального рівняння до 
зображень  
           20  ppYyppYty ;         02 pypYpty  

     ppYpy 20 2  ;           0023 ypyppYpty    

     1320 23  ppYpy .  
Одержимо  

        021324132 223  ppYppYpppYp   
–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

    268132134 22  ppppppY ;  

   134
1382

2

2





ppp
pppY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

    









134134

1382
22

2

pp
CBp

p
A

ppp
pppY     

    ;pppCBpppA 1382134 22    
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:p
:p
:p

0

2

  












11313
84

2

A;A
;CA

;BA
  

112244848  AB;AC   

 














222 32
4221

134
411

p
p

ppp
p

p
  

   









2222 32

3
3
2

32
21

pp
p

p
  

 tytsinetcose tt   3
3
231 22 .  

Отже,    

  tsinetcosety tt 3
3
231 22     

– шуканий розв’язок.  
Приклад 6. Розв’язати задачу Коші для системи лінійних однорідних 

диференціальних рівнянь першого порядку  








;xyy
;yxx 4
         1000  y;x .  

Розв’язання.  
Нехай     pXtx  ;     pYty   – відповідно оригінали та зображення 

шуканого розв’язку. Перейдемо в диференціальній системі до зображень  
       ppXxppXtx  0 ;   
        10  ppYyppYty .   

Одержимо операторну форму диференціальної системи  
     
     







pXpYppY
pYpXppX

1
4

  

– допоміжна система-зображення. Розв’яжемо цю лінійну алгебраїчну систему, 
наприклад, за формулами Крамера  

     
     







;pYppX
;pYpXp

11
041

   

  41
11

41 2 



 p
p

p
;    4

11
40

1 




p

;  

1
11
01

2 


 p
p

;    
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 
  41

4
2

1








p

pX ;     
  41

1
2

2









p

ppY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

 
 

 txtsine
p

pX t 


 22
21

22
22 ;   

 
 

 tytcose
p

ppY t 



 2

21
1

22 .  

Отже,  
 
 








tcosety
;tsinetx

t

t

2
22

  

–  шуканий розв’язок.   
Приклад 7. Розв’язати задачу Коші для системи лінійних неоднорідних 

диференціальних рівнянь першого порядку  








;tsinxy
;tcosyx

         0000  y;x .  

Розв’язання.  
Нехай     pXtx  ;     pYty   – відповідно оригінали та зображення 

шуканого розв’язку. Перейдемо в диференціальній системі до зображень  

       ppXxppXtx  0 ;     
12 


p

ptcos ;  

       ppYyppYty  0 ;    
1

1
2 


p

tsin .  

Одержимо  

   

   















1
1

1

2

2

p
pXppY

;
p

ppYppX
 

– допоміжна система-зображення. Розв’яжемо цю лінійну алгебраїчну систему, 
наприклад, методом вилучення (методом Гаусса)  

   

   





























;
p

pXppX
p

pp

;ppX
p

ppY

1
1

1

1

22

2

    

  
1

1
1

1 22

2
2







pp
pppX ;  



 27

 
1

1
2 


p

pX ;      0
1

1
1 22 







p
p

p
ppY    

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

   txtsin
p

pX 



1

1
2 ;       typY  00 .  

Отже,  
 
 







0ty
;tsintx
 

– шуканий розв’язок.   
Приклад 8.  Розв’язати задачу Коші для системи лінійних неоднорідних 

диференціальних рівнянь другого порядку  

  







;xyx
;tyxyx

02
2122

         000000  y;x;x .  

Розв’язання.  
Нехай     pXtx  ;     pYty   – відповідно оригінали та зображення 

шуканого розв’язку. Перейдемо в диференціальній системі до зображень  
       ppXxppXtx  0 ;          0yppYty   

 ppY ;             pXpxpxpXptx 22 00  ;  

2

1
p

t  ;     
p
11  .  

Одержимо  

       

     











02

12122

2

2

pXppYpXp

;
pp

pYpXppYppX
 

– допоміжна система-зображення. Розв’яжемо цю лінійну алгебраїчну систему, 
наприклад, методом вилучення (методом Гаусса)  

       

     












;ppYpXp

;
p

ppYppXp

021

222

2

2   

   

     











;ppYpXp

;
p

pYpX

021

1

2

2  
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   

     






















;ppYpY
p

p

;pY
p

pX

0211

1

2
2

2

 

   2

2
2 121

p
ppppY 

 ;  

   2

2
2 11

p
pppY 

 ;     
 22

2

1
1





pp

ppY ;      

 
 

   
   222

22

22

2

2 1
2

1
11

1
11












pppp

pp
pp

p
p

pX   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

 
   










 22 111
2

p
C

p
B

p
A

pp
pX     

    ;CppBppA 211 2     

:p
:p

:p

2

1
0



   













;AB;BA
;C
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20
2

2
  

   22 1
12

1
1212

1
2

1
22















pppppp

     

 txtee tt   222 ;  

 
   











 2222

2

111
1

p
D

p
C

p
B

p
A

pp
ppY   

      ;pDppCppBpAp 1111 22222    

:p
:p

:p
:p

2

3

1
0




    

















;DCBA
;CA

;D
;B

12
0

2
1

     








;CA
;CA

1212
0

        







;CA
;CA

1212
   

;A;C;CC 22022   

 














1
12112

1
1

1
212

222 ppppppp
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 
 tyteet

p
tt 


  222

1
12 2   

Отже,  
 
 











tt

tt

teetty
;teetx

222
222

  

– шуканий розв’язок.  

3.2 Розв’язання диференціальних рівнянь  
з правою частиною, що містить запізнювання  

Єдина особливість застосування операційного числення для розв’язання 
таких рівнянь полягає в необхідності врахування запізнювань при переході від 
зображення шуканого розв’язку до його оригіналу. Для цього треба:   

1) в зображенні розв’язку згрупувати члени, що відповідають однаковим 
запізнюванням, і винести відповідний експоненційний множник e-bp за дужки;   

2) вираз у кожних дужках подати у вигляді лінійної комбінації табличних 
зображень;   

3) знайти оригінал для кожного зображення в дужках і врахувати відповідні 
запізнювання.  

Приклад 1. Розв’язати задачу Коші для лінійного неоднорідного 
диференціального рівняння другого порядку   

 
   







,y;y
tfyy

3020
9

   

де права частина f(t) задана графічно (рис 3.2).  
Розв’язання.  
Виходячи з графіка, виразимо функцію f(t) аналітично  

 

 
 
 

 




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Рисунок 3.2 – Графік правої частини 

3  

t  

 tfy   

0  

2  

y  

2  5  



 30

 
Застосовуючи одиничну функцію Хевісайда, запишемо функцію f(t) однією 

формулою  
           52223  ttttttf  .   

Отже, права частина f(t) містить запізнювання.   
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах диференціального рівняння до 
зображень  

          3200 22  ppYpypypYpty ;   
         5222233 ttttttf    
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Одержимо  
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
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–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  
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p

e
p
pe

p
ppppY pp 2343329 5

2
2

2

23
2 





  ;  

       9
2

9
34

9
332

2
5

22
2

22

23











 

pp
e

pp
pe

pp
pppY pp   

– зображення шуканого розв’язку.  
Розкладаючи кожний раціональний дріб окремо в суму елементарних 

дробів, одержимо  
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3
11

9
4

222
2

pp
p

pp
e p   
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









 

99
21

9
2

2
5

p
p

p
e p .  

Застосовуючи таблицю відповідності оригіналів та їх зображень і теорему 
запізнювання, знайдемо оригінал шуканого розв’язку  

   

  2

3
1

9
43

8
1032

3
1 ttsintcostty   

        

 223

9
123

9
4 ttsintcos     553

9
2

9
2







  ttcos  .  

3.3 Зображення інтеграла від оригіналу   

Теорема (теорема про зображення інтеграла від оригіналу). Якщо F(p) є 

зображення функції f(t), тоді функція   pF
p
1   служить зображенням інтеграла  

 
t

duuf
0

 :  

   pFtf           pF
p

duuf
t 1
0

 .  

Доведення.  
Нехай   

         pduuft;pFtf
t

 
0

 .  

Знайдемо похідну інтеграла зі змінною верхньою межею   

     tfduuft
t











 

0

 .   

Використаємо формулу для зображення похідної оригіналу  
     0  ppt .  

Але        00
0

0

  duuf  ,   тому        ppt  .   

Таким чином,  
     

    






pFtf
ppttf     pppF  .  

Отже,  

   pF
p

p 1
 .  
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Приклад 1. Користуючись теоремою про зображення інтеграла від 

оригіналу і формулою  
12 


p

ptcos , знайти зображення функції   tsin .  

Розв’язання.  

 





t

pp
p

p
uducostsin

0
22 1
1

1
1 .  

Приклад 2. Користуючись теоремою про зображення інтеграла від 
оригіналу, знайти оригінал   tf   за його зображенням   pF .  

   294
1

2 


ppp
pF .  

Розв’язання.  

    






294

11
294

1
22 pppppp

pF   

   






 tsine

ppp
t 5

52
1

52
51

5
1 2

2222   

  dtbtsineduusine at
t

u

0

2 5
5
1   





 22 ba
btsinaebtcosbe atat

  

 



 tcoseusineucose t
tuu

55
145

1
52

5255
5
1 2

0
22

22

  

  tftsine t  552 2 .  

Зауваження. Крім диференціальних рівнянь, що включають похідні 
невідомої функції, для математичного моделювання різних явищ 
використовуються також інші споріднені з ними рівняння. Зокрема, інтегральні 
рівняння, що містять інтеграли від невідомої функції, а також інтегро-
диференціальні рівняння, в яких невідома функція входить як під знак похідної, 
так і під знак інтеграла.  

Приклад 3. Знайти частинний розв’язок інтегро-диференціального рівняння  

  
t

duuyyy
0

32 ,  

який задовольняє початкову умову     00 y .  
Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах інтегро-диференціального рівняння до 
зображень  
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       ppYyppYty  0 ;    

    pY
p

duuy
t 1
0

 ;      
p
11  .   

Одержимо  

     
p

pY
p

pYppY 1312     

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  
          31232 22  pYpp;pYppYpYp ;  

 
 21

3



p

pY   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

 
 

 tyte
p

pY t 


 3
1

3
2 .  

Отже,     ttety 3   – шуканий розв’язок.   

3.4 Згортка функцій. Розв’язання інтегральних  
та інтегро-диференціальних рівнянь  

Згорткою двох функцій   tf1   і   tf2  називається функція   tf , яка 
задається рівністю  

      
t

duutfuftf
0

21 .  

Позначається    21 fftf  .  
Справедливо   

    
t

duutfufff
0

2121     12
0

12 ffduutfuf
t

 . 

(Доведення за допомогою заміни  zut    в правому інтегралі).  
Теорема 11 (Теорема згортання оригіналів (теорема множення зображень)). 

Якщо  pF1  і  pF2 - зображення відповідно функцій   tf1   і   tf2 , то добуток 

   pFpF 21  служить зображенням функції        
t

duutfuftf
0

21 , тобто  якщо  

       pFtf;pFtf 2211  ,  то  

       pFpFduutfuf
t

21
0

21  .  

(Без доведення).  
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Зауваження. На основі теореми згортання можна одержати зображення 
інтеграла від оригіналу  

            
p

pF;pFpFtf;tftf 11 2121  ;  

        
p

pFduutfufduuf
tt 1
0

2
0

  .   

Отже,  

   
p
pFduuf

t


0

.  

Приклад 1. Користуючись теоремою згортання оригіналів, знайти оригінал 
за його зображенням  

 
 222

1
bp

pF


 .  

Розв’язання.  

    








 2222222

111
bpbpbp

pF    

        btsin
bbp

pF;pFpFpF 11
22121 


 ;  

        


 
t

duutfuftf;btsin
bbp

pF
0

21222
11   

       
t

duutbsinbbusinb
0

11   

        
t

duutbbucosutbbucos
b 0

22
1   

  







 

tt

dubtcosdubtbucos
b 00

2 2
2
1   

  









 t

t

ubtcosbtbusin
bb 0

0
2 2

2
1

2
1   

  





  btcostbtsin

b
btsin

bb 2
1

2
1

2
1

2   

   tfbtcosbtbtsin
b

 32
1   

– шуканий оригінал.   
Приклад 2. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра першого роду  
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    
t

tsintduutcosuy
0

.  

Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах інтегрального рівняння до зображень  

12 


p
ptcos ;   

 22 1
2



p

ptsint ;   

     
12

0 
 p

ppYduutcosuy
t

.   

Одержимо  

 
 222 1

2
1 





p
p

p
ppY    

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

 
  1

2
11

2
2222 





pp

p:
p

ppY      

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

   tytsin
p

pY 


 2
1

12 2 .  

Отже,   tsinty 2   – шуканий розв’язок.   

Приклад 3. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра другого роду  

      
t

tcostduutsinuyty
0

336 .  

Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах інтегрального рівняння до зображень  

9
33 2 


p

tsin ;    
 22

2

9
93






p
ptcost ;   

     
9

33 2
0 

 p
pYduutsinuy

t

.   

Одержимо  

   
 22

2

2 9
9

9
36









p
p

p
pYpY   

–  допоміжне рівняння. Розв’яжемо це рівняння  



 36

 
 22

2

2

2

9
9

9
189










p
p

p
ppY ;     

9
1

2 


p
pY    

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

   tytsin
pp

pY 





 3
3
1

3
3

3
1

9
1

222 .  

Отже,     tsinty 3
3
1

   – шуканий розв’язок.   

Приклад 4. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра другого роду  

      
t

teduutcosuyty
0

2 .  

Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах інтегрального рівняння до зображень  

12 


p
ptcos ;    

1
1



p

et ;  

     
12

0 
 p

ppYduutcosuy
t

.   

Одержимо  

   
1

1
1

2 2 





pp
ppYpY   

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

     
1
121

2
2





p

pppYpYp ;   

  
1
121

2
2





p

ppppY ;     
  2

2

11
1





pp
ppY  

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

 
    














 22

2

11111
1

p
C

p
B

p
A

pp
ppY  

      1111 222  ppCpBpA ;  

:p
:p

:p

0

1
1




    












;CBA
;A
;C

1
24
22

     

2111211211  CAB;A;C ;  
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 









 21

1
1

1
2
1

1
1

2
1

ppp
 tytetchteee tttt  

2
1

2
1 .  

Отже,     ttetchty    – шуканий розв’язок.   

Приклад 5. Знайти частинний розв’язок інтегро-диференціального рівняння  

  t
t

ut eduuyey 2

0

2    ,  

який задовольняє початкову умову     10 y .  
Розв’язання.  
Нехай     pYty   – відповідно шуканий розв’язок (оригінал) і його 

зображення. Перейдемо в обох частинах інтегро-диференціального рівняння до 
зображень  

        10  ppYyppYty ;   
1

1



p

et ;   

    pY
p

duuye
t

ut

1
1

0 
  ;      

2
12




p
e t .   

Одержимо  

   
2

1
1

121






p

pY
p

ppY   

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  
                 1222121  ppYppppYppp ;  

        211212  pppppppY ;  

    22
3

2

2





ppp

pp`pY    

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

      














221221
322

p
C`

p
B`

p
A`

ppp
pp`pY   

          212122 ppCppBppA 322  pp ;  

 
:p

:p
:p

2
2

1





    












;C
;B
;A

34
512
43

             
;C
;B
;A

43
125
34





   











2

1
4
3

2
1

12
5

1
1

3
4

ppp
  

 tyeee ttt   22

4
3

12
5

3
4 .  
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Отже,  

  ttt eeety 22

4
3

12
5

3
4     

– шуканий розв’язок.   
 

4 ЗАСТОСУВАННЯ ОПЕРАЦІЙНОГО МЕТОДУ В ЕЛЕКТРОТЕХНІЦІ 

4.1 Приклади розв’язання операційним методом  
задач теоретичної електротехніки  

Математичними моделями перехідних процесів у електричних ланцюгах 
служать диференціальні та споріднені з ними (інтегральні, інтегро-
диференціальні, скінченно-різницеві і т. п.) рівняння.  

Зауваження. При складанні таких рівнянь звичайно користуються першим 
та другим законами Кірхгофа.  

Перший закон Кірхгофа:  алгебраїчна сума всіх струмів, що протікають в 
довільній точці ланцюга, дорівнює нулю.  

Другий закон Кірхгофа:  для кожного замкнутого контуру  алгебраїчна 
сума падінь напруги в окремих гілках дорівнює нулю.  

У довільний момент часу  t   перехідного процесу для активного опору  R ,  
індуктивності  L ,  ємності  C   справедливі наступні співвідношення, що 
зв’язують падіння напруги на кінцях елемента   tu  та силу струму в ньому   ti :  

   tiRtu RR  ;                         
dt

tidLtu L
L  ;  

     01
0

C

t

CC udtti
C

tu   ,  

де   0Cu  – падіння напруги на ємності в початковий момент часу  0t .  

Приклад 1. Контур складається з послідовно сполучених активного опору  
R   та індуктивності  L   (рис. 4.1). Знайти закон зміни сили струму   ti   в 
контурі при його відключенні від джерела зі сталою електрорушійною силою  
E   і закороченні ланцюга в початковий момент часу  0t   (перемикач  K   
переводиться при  0t   із положення  A  в положення  B ).  

 
Рисунок 4.1–  Контур з опору та індуктивності  

K

A

E L

R
B
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Розв’язання.  
Нехай     pIti   – шукана сила струму (оригінал) і відповідне зображення. 

У момент перемикання  0t   за законом Ома сила струму   

 
R
Ei 0 .  

Після перемикання за другим законом Кірхгофа  

0 Ri
dt
diL .  

Перейдемо в одержаному диференціальному рівнянні до зображень  

     
R
EpIpipIp

dt
di

 0 ;  

    0





  pRI

R
EpIpL   

– допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  

   
R

LEpIRLp  ;       
RLp

R
LE

pI


   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал  

   tie
R
E

L
RpR

E
RLp

R
LE

pI
t

L
R








1 .  

Отже,  

  t
L
R

e
R
Eti


   

–  шуканий закон зміни сили струму в контурі.  
Приклад 2. Контур складається з послідовно сполучених активного опору  

R ,  індуктивності  L   і ємності  C   (рис. 4.2). Знайти закон зміни сили струму в 
контурі при його підключенні в початковий момент часу  0t   до джерела зі 
сталою електрорушійною силою  E   (перемикач  K   переводиться при  0t   з 
положення  B   в положення  A ).  

Розв’язання.  
Нехай     pIti   – шукана сила струму (оригінал) і відповідне 

зображення. В початковий момент t = 0 сила струму і початкова напруга на 
обкладинках конденсатора дорівнюють нулю  

  00 i ;      00 Cu .  
Тоді згідно з другим законом Кірхгофа  
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  Edzzi
Cdt

diLRi
t

 
0

1 .  

 
 

Рисунок 4.2 – Контур з опору, індуктивності та ємності 
 
Перейдемо в обох частинах одержаного інтегро-диференціального рівняння 

до зображень  

     pIpipIp
dt
di

 0 ;      pI
p

dzzi
t 1
0

 ;  
p
11  ;   

     
p

EpI
pC

pILppIR 111
   

–  допоміжне рівняння-зображення. Розв’яжемо це рівняння  
      CEpIpICLppICRp  2 ;  

 

CL
p

L
Rp

L
E

CRpCLp
CEpI

11 2
2





   

– зображення шуканого розв’язку. Знайдемо відповідний оригінал.  
Введемо позначення   

   
LC

;
L

R 1
2

2
0   ;     022

0
2   .  

Тоді  









2
22

22
1

L
Rp

L
Rp

CL
p

L
Rp   

     22
0

22
2

2

2
4

1
pp

L
R

CL
  22  p ;  

  
 

 titsine
L
E

pL
EpI t 


  







22 .  

Отже,  

  tsine
L
Eti t 


   

K  

A

E L

R
B

C  
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– шуканий закон зміни сили струму в контурі. Тут  
L

R
2

   -  коефіцієнт 

затухання;  
2

2
1









L
R

LC
  -  кругова частота контуру;  

LC
1

0    -  

кругова частота, яку мав би контур при відсутності активного опору   0R .  

Приклад 3. Два однакових контури, кожний з яких складається з 
послідовно сполучених активного опору R,  індуктивності L і ємності C, 
зв’язані взаємною індукцією M (рис. 4.3). Знайти закон зміни сили струму в 
першому i1(t) та другому i2(t) контурі при умові, що другий контур 
закорочений, а перший контур в початковий момент часу t=0 підключається до 
джерела зі сталою електрорушійною силою E (перемикач K переводиться при 
t=0 з положення B в положення A). Вважати індукційний зв’язок ідеальним, при 
якому M=L.   

 
 

Рисунок 4.3 – Контури з опорів, індуктивності та ємності 
 
Розв’язання.  
Нехай     pIti 11   ,     pIti 22    – шукані закони зміни сили струму 

(оригінали) і відповідні зображення. В початковий момент t=0 обидва контури 
закорочені, тому початкова сила струму і початкова напруга на обкладинках 
конденсаторів дорівнюють нулю  

  001 i ;      001 Cu ;      002 i ;      002 Cu .  
Застосовуючи другий закон Кірхгофа до кожного з контурів, одержимо 

інтегро-диференціальну систему  

 

 

















.
dt
diMdzzi

Cdt
diLRi

;E
dt
diMdzzi

Cdt
diLRi

t

t

01

1

1

0
2

2
2

2

0
1

1
1

  

Враховуючи умову  LM  , маємо  

R  R  

C  C  

L L  

E  

K  

A  

B  
M  
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 

 

















.
dt
diLdzzi

Cdt
diLRi

;E
dt
diLdzzi

Cdt
diLRi

t

t

01

1

1

0
2

2
2

2

0
1

1
1

  

 Перейдемо в обох частинах одержаної інтегро-диференціальної системи до 
зображень  

     pIpipIp
dt
di

111
1 0  ;          pI

p
dzzi

t

1
0

1
1

 ;   

     pIpipIp
dt
di

222
2 0  ;       pI

p
dzzi

t

2
0

2
1

 ;   

   pI
p

dzzi
t

1
0

1
1

 ;  
p
11  ;   

 
       

       













.pILppI
Cp

pILppIR

;
p

EpILppI
Cp

pILppIR

01

11

1222

2111

;  

– допоміжна система-зображення. Розв’яжемо цю лінійну алгебраїчну систему 
за формулами Крамера   

     
     







.pIRCpCpLpILCp
;ECpILCppIRCpCpL

01
1

2
2

1
2

2
2

1
2

;  







1
1

22

22

RCpCpLLCp
LCpRCpCpL

  

   121 2 RCpCpLRCp   







 





 

LC
p

L
Rp

RC
pLRC

2
1

2
12 22 ;  





10 2

2

1 RCpCpL
LCpEC

   







 

RCL
Ep

L
Ep

R
ELRC

222
2 22 ;  

22
2

2

2 0
1

LpEC
LCp

CERCpCpL



 ;   

 






 





 









LC
p

L
Rp

RC
p

RCL
Ep

L
Ep

R
E

pI

2
1

2
1

222
2

2

1
1 ;  
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 






 





 







LC
p

L
Rp

RC
p

p
R

E

pI

2
1

2
1

2
2

2

2
2   

– зображення шуканих сил струму. Знайдемо відповідні оригінали.  
Введемо позначення   

0
162

1
4

1 2
2

2

 
L

R
LC

;
L

R;
RC

.  

Тоді  














 

2
22

44
2

2
1

2 L
Rp

L
Rp

LC
p

L
Rp   

  22
2

2

162
1

 







 p

L
R

LC
;   

 
     









 p
R

E

pp
RCL
Ep

L
Ep

R
E

pI 2222
22

2

1   

 








 L
E

pR
E

p
L

E

4
1

2
4

22    

 
 titsine

L
Ee

R
E

p
tt

122 42



  


  ;  

 
     







 p
R

E

pp

p
R

E

pI 22
22

2

2    

 








 L
E

pR
E

p
L

E

4
1

2
4

22    

 
 titsine

L
Ee

R
E

p
tt

222 42



  


  .  

Отже, шукані закони зміни сили струму  

  tsine
L
Ee

R
Eti tt 


  

421 ;  

  tsine
L
Ee

R
Eti tt 


  

422 .  
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4.2 Математичне моделювання динаміки систем  
у змінних «вхід – вихід». Передаточна, перехідна  

та імпульсна перехідна функції 

 
У багатьох випадках, зокрема, коли неможливе вимірювання внутрішніх 

змінних або невідомі закони протікання процесів, математичне моделювання 
здійснюється на основі дослідження зовнішньої поведінки системи у термінах 
«вхід – вихід».  

Розглянемо основні поняття на прикладі системи, що описується 
диференціальним рівнянням першого порядку  

kuy
dt
dyT  ,  

де u=u(t), y=y(t) – відповідно вхідна та вихідна змінні; T, k – сталі коефіцієнти. 
Така система називається аперіодичною ланкою (інерційною ланкою першого 
порядку), а величини T, k – відповідно сталою часу і коефіцієнтом підсилення.  

На рис. 4.4 зображена аперіодична ланка у вигляді електричного ланцюга, 
що складається з активних опорів R1, R2 та індуктивності L. Тут вхідна і вихідна 
змінні – відповідні напруги u=u1(t), y=y2(t). При цьому   

 21 RRLT  ;       212 RRRk  .     
Переходячи до зображень за Лапласом при нульових початкових умовах  

      pUtu  ;       pYty  ;    ppY
dt
dy

 ,  

одержимо операторну форму рівняння динаміки аперіодичної ланки  
     pUkpYTp 1 .        

Передаточною функцією системи W(p) називається відношення зображень 
вихідної Y(p) і вхідної U(p) змінних при нульових початкових умовах   

     pUpYpW  .  
Звідси  

     pUpWpY  .  
 

 
 

Рисунок 4.4 – Електричний ланцюг 
з опорів та індуктивності 

 

1R  

 tu1   tu2

L  

2R  2R  
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Перехідною функцією системи h(t) називається реакція системи (значення 
вихідної змінної y(t)) на вхідну дію у вигляді одиничної ступінчастої функції 
Хевісайда u(t)=(t) при нульових початкових умовах.  

Оскільки  
     pUpttu  1 ,  

то для зображення перехідної функції H(p) маємо  

         
p

pWpUpWpYpH 1
 .  

Отже, зображення перехідної функції H(p) дорівнює передаточній функції 
W(p), поділеній на p:  

    ppWpH  .  
Для аперіодичної ланки  

      













Tpp

k
pTp

kpH
1

11
1

   thek Tt  1 .  

Імпульсною перехідною (ваговою) функцією системи  t  називається 
реакція системи (значення вихідної змінної  ty ) на вхідну дію у вигляді 
одиничної імпульсної дельта-функції Дірака    ttu   при нульових 
початкових умовах.  

Оскільки  
    1 ttu  ,  

то для зображення імпульсної перехідної функції  p  маємо 
          1 pWpUpWpYp .  

Отже, зображення імпульсної перехідної функції  p  дорівнює 
передаточній функції  pW : 

   pWp  .  
Для аперіодичної ланки  

 
TpT

k
Tp

kp
1

1
1 




   te
T
k Tt  .  

Знайдемо зв’язок між імпульсною перехідною функцією  t  і перехідною 
функцією  th :  

       
dt
dhpHppWpt  .   

Отже, імпульсна перехідна функція  t  дорівнює похідній перехідної 
функції  th : 

  
dt
dht  .   
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Для характеристики динамічних властивостей системи можна використати 
будь-яку з розглянутих функцій W(p), h(t), (t). Метод дослідження і 
проектування систем за допомогою передаточної функції є одним з основних у 
теорії автоматичного керування.  

Контрольні запитання  

1. Яка функція називається оригіналом? Наведіть приклади  оригіналів і 
функцій, що не є оригіналами. 

2. Дайте означення перетворення (оператора) Лапласа. Що таке зображення 
оригіналу? 

3. У чому полягає властивість лінійності оператора Лапласа?  
4. Як веде себе будь-яке зображення на нескінченності?  
5. Що таке одинична ступінчаста функція Хевісайда? Яке її зображення?  
6. У чому полягає теорема про затухання оригіналу?   
7. Сформулюйте теорему про зсув аргументу в оригіналі.  
8. Який зв’язок між похідною зображення й оригіналом?  
9. Як знаходиться зображення похідних оригіналу?  
10. Сформулюйте правило знаходження оригіналу для зображення у вигляді 

раціонального дробу на основі таблиці відповідності оригіналів та їх 
зображень.  

11. За якою схемою здійснюється розв’язування диференціальних рівнянь та їх 
систем?  

12. Як знаходиться зображення інтеграла від оригіналу?  
13. Наведіть приклади розрахунку перехідних процесів у електричних ланцюгах 

за допомогою операційного числення.  
 

Індивідуальні завдання для самостійної роботи  

Завдання 1. Використовуючи тотожні перетворення оригіналів і 
властивість лінійності, на основі таблиці відповідності оригіналів та їх 
зображень знайти зображення F(p) вказаної функції f(t). Результат записати у 
вигляді єдиного дробу.  

Номер 
варіанта  Завдання 

1 3322   tcoset)t(f t  
2 323 3  tetsint)t(f  
3 tsinttcose)t(f t 2322   
4 tcostsine)t(f t 232 2   
5 144 2   tshet)t(f t  
6 tshttcose)t(f t 22    
7 tshttsine)t(f t 322    
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8 tsintcose)t(f t 232 3   
9 2223 3   ttsine)t(f t  

10 shtttsine)t(f t   42  
11 tcostsint)t(f 332   
12 2232  ttcost)t(f  
13 tshttcose)t(f t 222   
14 tchttcose)t(f t 242    
15 22 433 ttcose)t(f t    
16 tch)t(f 32  
17 tcostsh)t(f 62   
18 tcostch)t(f 42   
19 tcostcos)t(f 73   
20 tchttsint)t(f 24   
21 tsintsh)t(f 62   
22 tsintch)t(f 43   
23 tcos)t(f 32  
24 tsh)t(f 22  
25 tsintsin)t(f 53   
26 tcostsin)t(f 75   
27 tsin)t(f 42  
28 tchtsh)t(f 35   
29 342 3  tsinet)t(f t  
30 tsintcost)t(f 323   

 
Завдання 2. Розкладаючи спочатку правильний раціональний дріб у суму 

елементарних дробів, а потім застосовуючи лінійність перетворення Лапласа і 
таблицю відповідності оригіналів та їх зображень, знайти оригінал f(t) за його 
зображенням F(p).  

Номер 
варіанта Завдання Номер 

варіанта Завдання 

1 )pp(p
p)p(F

134
1

2 


  16 )p)(p(
p)p(F

19 22 
  

2 )pp(p
p)p(F

256
2

2 


  17 )p)(p(
)p(F

92
1

2 
  

3 )pp(p
p)p(F

178
4

2 


  18 )p)(p(
p)p(F

163 2 
  
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4 
)pp(p

p)p(F
98

4
2

2




  19 
)p)(p(

p)p(F
49 22

2


  

5 )pp(p
)p(F

54
1

2 
  20 

)p)(p(
p)p(F

252 2

2


  

6 )pp(p
)p(F

4012
1

2 
  21 

8
4

3

2





p

pp)p(F  

7 
)pp(p

p)p(F
186

6
2

2




  22 
365 24

3




pp
p)p(F  

8 )pp(p
p)p(F

106
3

2 


  23 
164

3





p

pp)p(F  

9 )pp(p
)p(F

87
1

2 
  24 

45 24

2




pp
p)p(F  

10 
)pp(p

p)p(F
109

1
2

2




  25 
27

63
3

2





p

pp)p(F  

11 )p)(p(
p)p(F

95 2 
  26 

8
8

3

2





p

pp)p(F  

12 
)p)(p(

p)p(F
254

1
22

2




  27 
814

23





p

pp)p(F  

13 )p)(p(
p)p(F

641
1

22 


  28 
)pp(p

p)p(F
32

9
2

2




  

14 
)p)(p(

p)p(F
364

2
22

3




  29 
)p()p(

pp)p(F
42

2
22

23




  

15 
)p)(p(

p)p(F
491 22

3


  30 

43
34
24

23





pp

pp)p(F  

 
 
 
 

Завдання 3. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для 
лінійного диференціального рівняння другого порядку (знайти частинний 
розв’язок заданого диференціального рівняння, який задовольняє вказаним 
початковим умовам).  

 
Номер 

варіанта Завдання 

1 tcosexxx t2344  ;     0030  x;x  

2 tsinxxx 232  ;     0020  x;x  
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3 tetxxx 26106  ;     0020  x;x  

4 tsinxxx 2265  ;     4000  x;x  

5 tcosexx t242  ;     2000  x;x  

6 tetxxx 22134  ;     1030  x;x  

7 txxx 6204  ;     2040  x;x  

8 tcosexxx t 2454  ;     4020  x;x  

9 tsinexx t 349 3 ;     0040  x;x  

10 tcosexxx t 36103 2 ;     2040  x;x  

11 tsinexxx t 2265 2 ;     3060  x;x  

12 tetxxx 36106  ;     0020  x;x  

13 tsinxxx 48172  ;     6020  x;x  

14 tsinexxx t 2632 3 ;     2000  x;x  

15 244 txx  ;     2030  x;x  

16 tsinexxx t 454 ;     1020  x;x  

17 tcosxx 2124  ;     2000  x;x  

18 tcosexxx t 2126 2 ;     0020  x;x  

19 tsinxx 349  ;     0040  x;x  

20 tetxxx 254  ;     1000  x;x  

21 tcosxxx 212134  ;      3020  x;x  

22 tcosexx t 242 2 ;     2030  x;x  

23 tsinexxx t 2124 2 ;     3000  x;x  

24 tetxxx 22145  ;     1000  x;x  

25 tsinexx t 2124 2 ;     4020  x;x  

26 tcosexxx t 2126 3 ;     5000  x;x  

27 212242 txxx  ;     4010  x;x  

28 texxx 210294  ;     2020  x;x  

29 tsinexxx t 2676  ;     6020  x;x  

30 tsinexx t 349 3 ;     4000  x;x  

 
 
     Завдання 4. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для 
неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь (знайти частинний 
розв’язок заданої диференціальної системи, який задовольняє вказаним 
початковим умовам). 

Номер 
варіанта 

Завдання Номер 
варіанта 

Завдання 
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1 






tcosyx'y
yx'x

2
3

3)0(;2)0(  yx  

16 






tcosx'y
yx'x

32
2

 

0)0(;2)0(  yx  

2 






tsinyx'y
yx'x

33
3

 

0)0(;4)0(  yx  

17 






tcosyx'y
yx'x
5

106
 

6)0(;2)0(  yx  

3 




 

yx'y
eyx'x t

2
34 2

 

5)0(;0)0(  yx  

18 










t

t

eyx'y
eyx'x

32
22

 

2)0(;6)0(  yx  

4 






tyx'y
yx'x

62
25

 

0)0(;1)0(  yx  

19 






 teyx'y

yx'x
265

3
 

2)0(;1)0(  yx  

5 






t

t

eyx'y
eyx'x

3
3

  

2)0(;3)0(  yx  

20 






tsinyx'y
tcosyx'x
232

234
  

0)0(;1)0(  yx  

6 






tcosyx'y
tsinyx'x

29
227

 

0)0(;4)0(  yx  

21 






tyx'y
yx'x

322
t254

  

0)0(;1)0(  yx  

7 






tyx'y
yx'x

6
62

  

1)0(;4)0(  yx  

22 






tyx'y
yx'x

437
3

  

2)0(;0)0(  yx  

8 






teyx'y

yx'x
6

43
  

1)0(;1)0(  yx  

23 






tyxy
yxx

2cos44'
2'

  

7)0(;0)0(  yx  

9 








t

t

eyxy

eyxx
2

2

234'

425'
  

2)0(;3)0(  yx  

24 










t

t

eyx'y
eyx'x

42
22

  

1)0(;0)0(  yx  

10 






t363
442

yx'y
tyx'x

  

6)0(;1)0(  yx  

25 






tyx'y
yx'x

42
23

  

1)0(;2)0(  yx  

11 





yx'y

eyx'x t

52
25 2

  

1)0(;1)0(  yx  

26 






yx'y
tcosyx'x

24
2464

  

5)0(;1)0(  yx  

12 






tsinyx'y
yx'x

224
27

  

0)0(;6)0(  yx  

27 










t

t

eyx'y
eyx'x

2

2

2
  

1)0(;5)0(  yx  
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13 






323
532

yx'y
tyx'x

  

1)0(;0)0(  yx  

28 






tcosyx'y
tsinyx'x

5
2

  

5)0(;0)0(  yx  

14 




 

yx'y
eyx'x t

2
32

   

1)0(;2)0(  yx  

29 






t

t

eyx'y
eyx'x

2

2

35
26

  

0)0(;4)0(  yx  

15 





yx'y

tsinyx'x
34

222
  

3)0(;4)0(  yx  

30 






yx'y
eyx'x t

3
45 3

   

4)0(;6)0(  yx  
 
 
 
 

1. Використовуючи тотожні перетворення оригіналів і властивість 
лінійності, на основі таблиці відповідності оригіналів та їх зображень знайти 
зображення F(p) вказаної функції f(t). Результат записати у вигляді єдиного 
дробу.  
1.1.    tchtf 32 ;                  1.2.   tsintsintf 53  ; 

1.3.   tcostf 32 ;                  1.4.    tshtf 22 ; 

1.5.   tcostcostf 73  ;                  1.6.   tsintf 42 ; 
1.7.    tcostshtf 62  ;                  1.8.    tcostsintf 73  ; 
1.9.    tsintchtf 43  ;                                    1.10.   tchtshtf 35  ; 

1.11.   2223 3   ttsinetf t ;                       1.12.   3322   tcosettf t ; 

1.13.   323 3  tetsinttf ;                          1.14.   2232  ttcosttf ; 
1.15.   tcostsinttf 332  ;                           1.16.   tsintcosttf 3223  ; 

1.17.   tcostsinetf t 232 2  ;                        1.18.   tsintcosetf t 232 3  ; 

1.19.   22 433 ttcosetf t   ;                          1.20.   342 3  tsinettf t ; 

1.21 532 2   tcoset)t(f t ;                            1.22 222 3  tetsint)t(f ; 
1.23 144 2   tshet)t(f t ;                             1.24 tcos)t(f 42 ; 
1.25 tsin)t(f 22 ;                                            1.26 523  tsinet)t(f t ; 
1.27 323  tsinet)t(f t ;                               1.28 243 22   te)t(f t ; 
1.29 2232  ttcost)t(f ;                            1.30 tcostsint)t(f 332  . 
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2. Знайти оригінал  tf  за його зображенням  pF .  

2.1    4
1
2 


pp

pF ;                                       2.2    16
1

2 


pp
pF ; 

2.3 
pp

p)p(F
6
2

2 


 ;                                       2.4 
pp

)p(F
9

1
2 

 ; 

2.5
)p)(p(

p)p(F
95 2 

 ;                           2.6 
pp

p)p(F
4
1

2 


 ; 

2.7  
ppp

ppF
84

83
23

2




 ;                               2.8 
)p)(p(

)p(F
92

1
2 

 ; 

2.9 
)p)(p(

p)p(F
163 2 

 ;                         2.10    4
12

2 


pp
pF ; 

2.11.    134
1

2 


ppp
pF ;                          2.12.    256

1
2 


ppp

pF  

2.13.    178
1

2 


ppp
pF ;                          2.14.    98

1
2 


ppp

pF ; 

2.15.    54
1

2 


ppp
pF ;                            2.16.    4012

1
2 


ppp

pF ; 

2.17.    186
1

2 


ppp
pF ;                          2.18.    106

1
2 


ppp

pF ; 

2.19.    87
1

2 


ppp
pF ;                            2.20.    109

1
2 


ppp

pF . 

 
3. Користуючись теоремою згортання оригіналів, знайти оригінал f(t) за 

його зображенням F(p).  

  3.1.     95 2 


pp
ppF ;                         3.2.     254 22

2




pp
ppF ;    

  3.3.     641 22 


pp
ppF ;                      3.4.     364 22

2




pp
ppF ;    

  3.5.     499 22

2




pp
ppF ;                     3.6.     19 22 


pp

ppF ;  

  3.7.     92
1

2 


pp
pF ;                         3.8.     163 2 


pp
ppF ;   

  3.9.     49 22

2




pp
ppF ;                       3.10.     252

1
2 


pp

pF .  
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4. Розкладаючи спочатку правильний раціональний дріб у суму 
елементарних дробів, а потім застосовуючи лінійність перетворення Лапласа і 
таблицю відповідності оригіналів та їх зображень, знайти оригінал f(t) за його 
зображенням F(p). 

4.1.     82
5

3

2





pp

pppF ;                   4.2.  
365 24

2




pp
ppF ;  

4.3.  
 22

2

12
23





pp
ppF ;                   4.4.  

45 24

2




pp
ppF ;  

4.5.     pppp
pppF

442
65

23

23




 ;     4.6.      654
9

22

2





ppp

pppF ;    

4.7.      244
2

22

23





pppp

pppF ;4.8.      pppp
pppF

963
63
23

3




 ; 

4.9.      659
4

22

23





ppp

pppF ;       4.10.     3296
234

22

23





pppp

ppppF .    

5. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для лінійного 
однорідного диференціального рівняння третього порядку.   

5.1.  02  xxx ;          201010  x;x;x ;  
5.2.  084  xxx ;        100020  x;x;x ;  
5.3.  02  xxx ;          202010  x;x;x ;   
5.4.  04  xx ;                  300010  x;x;x ;  
5.5.  06  xxx ;           100010  x;x;x ;  
5.6.  023  xxx ;        002040  x;x;x ;  
5.7.  08  xx ;                    300010  x;x;x ;  
5.8.  04  xx ;                   002010  x;x;x ;  
5.9.  044  xxx ;         300010  x;x;x ;  
5.10. 022  xxx ;          201000  x;x;x .  
6. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння другого порядку.   
6.1.  tcosexxx t2344  ;          0030  x;x ;  
6.2.  tsinxxx 2632  ;               0020  x;x ;  
6.3.  tcosxx 2124  ;                      1020  x;x ;  

6.4.  tsinexxx t 454 ;            2000  x;x ;  

6.5.  tetxxx 26106  ;              0020  x;x ;  

6.6.  tcosexx t242  ;                   2000  x;x ;  
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6.7.  tsinxxx 2265  ;               4000  x;x ;  
6.8.  tsinxx 349  ;                         0040  x;x ;  

6.9.  tetxxx 254  ;                   0020  x;x ;  
6.10. tcosxxx 226  ;               1000  x;x .  
7. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для однорідної 

системи лінійних диференціальних рівнянь першого порядку.  

7.1. 
    1010

52
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yxy

yxx
              7.2.   
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3
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yxy

yxx
   

7.3. 
    2000
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32
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


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y;x
yxy
yxx

            7,4.   
    0020

2
2
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y;x
yxy
yxx

  

7.5.  
    5000
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4


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

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y;x
yxy
yxx

               7.6.   
    4000

3









y;x
yxy

yxx
  

7.7.  
    0010

2
25









y;x
yxy
yxx

            7.8.   
    1010
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2







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y;x
yxy
yxx

   

7.9.  
    3000

34
2







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y;x
yxy

yxx
            7.10. 

    1020
2

23









y;x
yxy
yxx

   

8. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для 
неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь першого порядку.  

8.1. 
    0000

3
3









y;x
yxy

tsinyxx
              8.2.   

    1000
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
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yxy
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8.3. 
    1000
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





 

y;x
yxy

eyxx t

                8.4.   
    1010

33 2
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
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y;x
eyxy
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8.5. 
    0010

322
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







y;x
tyxy

yxx
                  8.6.   

    0020
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2
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
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
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y;x
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yxx
   

8.7. 
    1010

2

2







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y;x
eyxy
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                8.8.   
    1010
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
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8.9. 
    2010

23











y;x
eyxy

yxx
t            8.10. 

    3000
23

5









y;x
yxy

eyxx t

   

9. Методом операційного числення розв’язати задачу Коші для лінійного 
неоднорідного диференціального рівняння другого порядку, права частина 
якого f(t) задана графічно.  

Вказівка. Виходячи з графіка, виразити функцію f(t) аналітично однією 
формулою, застосовуючи одиничну функцію Хевісайда. При розв’язанні 
врахувати наявність в правій частині f(t) запізнювань.  

9.1.   tfxx  4 ;         0020  x;x .  

 
9.2.   tfxx  4 ;           2000  x;x .  

 
9.3.   tfxx  2 ;          1030  x;x .  

 
9.4.   tfxxx  2 ;         2010  x;x .   
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9.5.   tfxxx  23 ;          1030  x;x .  

9.6.   tfxx  9 ;          3000  x;x .  

   
9.7.   tfxx  2 ;           1000  x;x .  

 
9.8.   tfxxx  2 ;           0020  x;x .   
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9.9.   tfxx  3 ;           2000  x;x .  

 
9.10.  tfxx  9 ;            0020  x;x .  
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