20/06/08

 DATE \@ "dd/MM/yy" 20/06/08

Міністерство освіти і науки України

Харківська національна академія міського господарства

М.В.Федоров, О.М.Хренов, М.Ю.Воєводіна

Конспект лекцій з дисципліни

“Елементи теорії ймовірностей і математичної статистики”

Частина 2

“Елементи математичної статистики”
/для студентів 2 курсу денної форми навчання, а також іноземних студентів спеціальностей

6.060101 - “Промислове та цивільне будівництво”;

6.060101 - “Міське будівництво та господарство”;

6.092100 - “Теплогазопостачання та вентиляція”/

Харків  - ХНАМГ-  2008

Конспект лекцій з дисципліни “Елементи теорії ймовірностей і математичної статистики”. Частина 2. “Елементи математичної статистики” /для студентів 2 курсу денної форми навчання, а також іноземних студентів спеціальностей 6.060101 - “Промислове та цивільне будівництво”; 6.060101 - “Міське будівництво та господарство”; 6.092100 - “Теплогазопостачання та вентиляція”/. – Авт.: Федоров Н.В., Хренов О.М., Воєводіна М.Ю.. – Харків: ХНАМГ, 2008. – 28 с.

Автори: М.В.Федоров,

               О.М.Хренов,

               М.Ю.Воєводіна

Рецензент: к.т.н., доц. І. В. Наумейко (Харківський національний університет радіоелектроніки )

Рекомендовано кафедрою ПМ і ІТ, протокол № 11 від 29.04.2008 р.

Лекція №1.

Основні задачі математичної статистики. Визначення законів розподілу випадкових величин на основі експериментальних даних.

1. Предмет і задачі математичної статистики.

Математичною статистикою називається наука, що вивчає методи обробки дослідних даних, отриманих у результаті спостережень над випадковими явищами. Будь-який такий результат можна подати як сукупність значень, отриманих у результаті n випробувань над якоюсь випадковою величиною або системою випадкових величин. Тому подальший матеріал викладається мовою випадкових величин.

Предмет математичної статистики складають методи реєстрації, опису й аналізу статистичних експериментальних даних, отриманих у результаті спостереження масових випадкових явищ.

До основних задач математичної статистики відносяться:

· Задача визначення закону розподілу випадкової величини за статистичними даними.

Теоретично при досить великому числі дослідів закономірності, що властиві досліджуваним випадковим величинам, будуть здійснюватися як завгодно точно. На практиці ми завжди маємо справу з обмеженою кількістю експериментальних даних; у зв'язку з цим результати наших спостережень і їхньої обробки завжди містять більший або менший елемент випадковості. До методики обробки експериментальних даних варто висунути такі вимоги, щоб вона, по можливості, зберігала типові, характерні риси явища, що спостерігається, і відкидала все несуттєве, другорядне, пов'язане з недостатнім обсягом дослідного матеріалу. У зв'язку з цим виникає задача згладжування або вирівнювання статистичних даних, представлення їх у найбільш компактному вигляді за допомогою простих аналітичних залежностей.

· Задача перевірки правдоподібності гіпотез.

Ставиться вона так: у нашому розпорядженні є сукупність дослідних даних. Запитується, чи суперечать ці дані тій або іншій гіпотезі? Наприклад, гіпотезі про те, що випадкова величина X розподілена за законом із щільністю f(x). У результаті перевірки правдоподібності гіпотези може бути зроблений один із висновків: 1) відкинути гіпотезу, що суперечить дослідним даним; 2) не відкидати гіпотезу, вважати її прийнятною.

· Задача визначення невідомих параметрів розподілу.

Як на підставі статистичних даних оцінити, хоча б приблизно, характеристики, що цікавлять нас, наприклад, математичне сподівання, дисперсію і середньо квадратичне відхилення випадкової величини, над якою велися спостереження? З якою точністю при даній кількості дослідів будуть оцінюватися ці характеристики?

2. Проста й впорядкована статистична сукупність.

Сукупність спостережених значень випадкової величини Х являє собою первинний статистичний матеріал, що підлягає обробці. Така сукупність називається «простою статистичною сукупністю» або «простим статистичним рядом». Звичайно, проста статистична сукупність оформляється у вигляді таблиці, в першому стовпчику якої записують номер досліду, а в другому – спостережене значення випадкової величини. Якщо значення випадкової величини розташувати у зростаючому порядку, ми одержимо впорядковану статистичну сукупність

3. Статистична функція розподілу.

Статистичною функцією розподілу випадкової величини Х називається частота події Х<х у даному статистичному матеріалі
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Для того щоб знайти значення статистичної функції розподілу при даному х, досить підрахувати число дослідів, у яких величина Х прийняла значення, менше ніж х, і розділити на загальну кількість зроблених дослідів n.

Статистична функція розподілу будь-якої випадкової величини – дискретної або неперервної – являє собою переривану східчасту функцію, стрибки якої відповідають спостереженим значенням випадкової величини і за величиною дорівнюють частотам цих значень. При збільшенні числа дослідів n, відповідно до теореми Бернуллі, при будь-якому х частота події Х<х наближається (сходиться за ймовірністю) до ймовірності цієї події. Отже, при збільшенні n статистична функція розподілу F*(x) наближається (сходиться по ймовірності) до справжньої функції розподілу випадкової величини Х.

Якщо Х – неперервна випадкова величина, то при збільшенні числа спостережень n число стрибків функції F*(x) збільшується, самі стрибки зменшуються і графік функції F*(x) необмежено наближається до плавної кривої F(x) – функції розподілу величини Х.

4. Статистичний ряд.

Розділимо весь діапазон спостережених значень Х на інтервали або «розряди» і підрахуємо кількість значень mi, що приходиться на кожний i-ий розряд. Це число розділимо на загальне число спостережень n і знайдемо частоту, що відповідає даному розряду:

pi*=mi/n

Сума частот усіх розрядів, очевидно, має дорівнювати одиниці.

Побудуємо таблицю, у якій приведені розряди в порядку їхнього розташування уздовж осі абсцис і відповідні частоти. Ця таблиця називається статистичним рядом:

	Ii
	x1;x2
	x2;x3
	. . .
	xi;xi+1
	. . .
	xk;xk+1

	pi*
	p1*
	p2*
	
	pi*
	
	pk*


Тут Ii– позначення і-го розряду; xi;xi+1– його границі; pi*– відповідна частота; k– число розрядів.

Якщо значення випадкової величини знаходиться саме на границі двох розрядів, то можна (чисто умовно) вважати дане значення приналежним рівною мірою до обох розрядів і додавати до чисел  mi  того й іншого розряду по 0,5.

Число розрядів, на які слід групувати статистичний матеріал, не повинно бути занадто великим (тоді ряд розподілу стає невиразним, і частоти в ньому виявляють незакономірні коливання); з іншого боку, воно не повинно бути занадто малим (при малому числі розрядів властивості розподілу описуються статистичним рядом занадто грубо). Практика показує, що в більшості випадків раціонально вибирати число розрядів порядку 10 – 20. Довжини розрядів можуть бути як однаковими, так і різними. При виборі рівних інтервалів розбивки діапазону зміни випадкової величини оптимальна довжина інтервалу може бути визначена за оптимальною кількістю інтервалів відповідно до таблиці:

	n
	100
	200
	400
	600
	800
	1000
	1500
	2000

	k
	12
	16
	20
	24
	27
	30
	35
	37


5. Гістограма.

Статистичний ряд часто оформляється графічно у вигляді гістограми. Гістограма будують в такий спосіб. По осі абсцис відкладають розряди, і на кожному з розрядів як на основі будується прямокутник, площа якого дорівнює частоті даного розряду. Для побудови гістограми потрібно частоту кожного розряду розділити на його довжину й отримане число взяти як висоту прямокутника. У випадку рівних за довжиною розрядів висоти прямокутників пропорційні відповідним частотам. Зі способу побудови гістограми випливає, що повна площа її дорівнює одиниці.

Очевидно, при збільшенні числа дослідів можна вибирати все більш і більш дрібні розряди; при цьому гістограма буде все більше наближатися до деякої кривої, що обмежує площу, рівну одиниці. Неважко переконатися, що ця крива являє собою графік щільності розподілу величини Х.
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6. Числові характеристики статистичного розподілу. 

Кожній числовій характеристиці випадкової величини Х відповідає її статистична аналогія. Для математичного сподівання випадкової величини аналогією є середнє арифметичне спостережених значень випадкової величини:
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де xi– значення випадкової величини, спостережене в і-му досліді, n– число дослідів. Ця характеристика називається статистичним середнім випадкової величини.

Відповідно до закону великих чисел, при необмеженому збільшенні числа дослідів статистичне середнє наближається (сходиться за ймовірністю) до математичного сподівання. При досить великому n статистичне середнє може бути прийняте приблизно дорівнюючим математичному сподіванню. При обмеженому числі дослідів статистичне середнє є випадковою величиною, що, проте, зв'язана з математичним сподіванням і може дати про нього відоме представлення.

Подібні статистичні аналогії існують для всіх числових характеристик. Будемо позначати ці статистичні аналогії тими ж літерами, що і відповідні числові характеристики, але з позначкою *.

Розглянемо, наприклад, дисперсію випадкової величини. Вона являє собою математичне сподівання випадкової величини 
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Якщо в цьому виразі замінити математичне сподівання його статистичною аналогією – середнім арифметичним, ми одержимо статистичну дисперсію випадкової величини Х:
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де mx*=M*[X]– статистичне середнє.

Аналогічно визначаються статистичні початкові і центральні моменти будь-яких порядків:
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Усі ці визначення повністю аналогічні визначенням числових характеристик випадкової величини, з тією різницею, що в них скрізь замість математичного сподівання фігурує середнє арифметичне. При збільшенні числа спостережень, мабуть, усі статистичні характеристики будуть сходитися за ймовірністю до відповідних математичних характеристик і при достатньому n можуть бути прийняті приблизно дорівнюючими їм.

Неважко довести, що для статистичних початкових і центральних моментів справедливі ті ж властивості, що були виведені для математичних моментів. Зокрема, статистичний перший центральний момент завжди дорівнює нулю:
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Співвідношення між центральними і початковими моментами також зберігаються:


[image: image10.wmf](

)

(

)

(

)

2

*

2

2

*

1

*

1

2

1

2

*

*

*

2

2

x

x

i

i

x

i

i

n

i

x

i

x

m

m

n

x

n

m

n

x

n

n

m

x

D

-

a

=

+

å

-

å

=

å

-

=

=

m

=

=

=


При дуже великій кількості дослідів обчислення характеристик за наведеними вище формулами стає надмірно громіздким, тоді можна застосувати наступний прийом: скористатися тими ж розрядами, на які був розподілений статистичний матеріал для побудови статистичного ряду або гістограми, і вважати приблизно значення випадкової величини в кожному розряді постійним і рівним середньому значенню, що виступає в ролі «представника» розряду. Тоді статистичні числові характеристики будуть виражатися наближеними формулами:
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 – «представник» i-го розряду, pi*– частота i-го розряду, k – число розрядів.

Як видно, ці формули цілком аналогічні формулам, що визначають математичне сподівання, дисперсію, початкові й центральні моменти дискретної випадкової величини Х, з тією різницею, що замість ймовірностей у них використуються частоти, замість математичного сподівання – статистичне середнє, замість числа можливих значень випадкової величини – число розрядів.

Лекція №2.

Вирівнювання статистичних рядів. Перевірка статистичних гіпотез.

1. Вирівнювання статистичних рядів.

Задача вирівнювання (згладжування) полягає в тому, щоб підібрати теоретичну плавну криву розподілу, що виражає лише істотні риси статистичного матеріалу, але не випадковості, пов'язані з недостатнім обсягом експериментальних даних. Ця крива, з тієї або іншої точки зору найкращим чином має описувати даний статистичний розподіл.

Задача про найкраще вирівнювання статистичних рядів, як і взагалі задача про найкраще аналітичне представлення емпіричних функцій, є задача значною мірою невизначеною, і вирішення її залежить від того, що умовитися вважати «найкращим». При цьому питання про те, в якому саме класі функцій слід шукати найкраще наближення, вирішується вже не з математичних міркувань, а з міркувань, пов'язаних з фізикою розв'язуваної задачі, з урахуванням характеру отриманої емпіричної кривої і ступеню точності зроблених спостережень. Аналогічно, при вирішенні задачі вирівнювання статистичних рядів, принциповий вид теоретичної кривої вибирається заздалегідь із міркувань, пов'язаних із суттю задачі, а в деяких випадках просто із зовнішнім виглядом статистичного розподілу. Нехай для випадкової величини Х ми побудували гистограмму, що має вигляд, наведений на рисунку. Природно припустити, що досліджувана випадкова величина Х підпорядковується нормальному закону:
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Тоді задача вирівнювання переходить у задачу про раціональний вибір параметрів m і σ.

Будь-яка аналітична функція, за допомогою якої вирівнюється статистичний розподіл, повинна мати основні властивості щільності розподілу:
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Припустимо, що, виходячи з тих чи інших міркувань, нами обрана функція f(x), що задовольняє наведеним вище умовам. За допомогою цієї функції ми хочемо вирівняти даний статистичний розподіл; у вираз функції f(x) входить кілька параметрів a, b, …; потрібно підібрати ці параметри так, щоб функція найкраще описувала даний статистичний матеріал. Один з методів, застосовуваних для вирішення цієї задачі, – так званий метод моментів.

Відповідно до методу моментів, параметри a, b, … вибирають з таким розрахунком, щоб кілька найважливіших числових характеристик (моментів) теоретичного розподілу дорівнювали відповідним статистичним характеристикам. Наприклад, якщо теоретична крива f(x) залежить тільки від двох параметрів a і b, ці параметри вибираються так, щоб математичне сподівання mx і дисперсія Dx теоретичного розподілу збігалися з відповідними статистичними характеристиками mx* і Dx*. Якщо крива f(x) залежить від трьох параметрів, можна підібрати їх так, щоб збіглися перші три моменти, і т.і.

При вирівнюванні статистичних рядів нераціонально користуватися моментами вище четвертого, тому що точність обчислення моментів різко падає зі збільшенням їхнього порядку.

2. Перевірка гіпотези про узгодженість теоретичного і статистичного розподілу.

Припустимо, що даний статистичний розподіл вирівняний за допомогою деякої теоретичної кривої. Як би добре не була підібрана теоретична крива, між нею і теоретичним розподілом неминучі деякі розбіжності. Виникає питання: чи обумовлені ці розбіжності тільки випадковими обставинами, пов'язаними з обмеженою кількістю спостережень, або вони є істотними і пов'язані з тим, що підібрана нами крива погано вирівнює даний статистичний розподіл. Для відповіді на таке запитання використовують так звані «критерії згоди».

Ідея застосування критеріїв згоди полягає в наступному. Нехай на підставі даного статистичного матеріалу необхідно перевірити гіпотезу Н, яка полягає в тому, що випадкова величина Х підпорядковується деякому визначеному закону розподілу. Цей закон може бути заданий у тій або іншій формі: наприклад, у вигляді функції розподілу F(x) або у вигляді щільності розподілу f(x), або ж у вигляді сукупності ймовірностей pi, де pi– ймовірність того, що величина Х попадає в межі і-го розряду.

Для того щоб прийняти або спростувати гіпотезу Н, розглянемо деяку величину U, що характеризує ступінь розбіжності теоретичного й статистичного розподілів. Ця величина може бути обрана різними способами; наприклад, у якості U можна взяти суму квадратів відхилень теоретичних ймовірностей pi від відповідних частот pi* або ж суму тих же квадратів з деякими коефіцієнтами («вагами»), або ж максимальне відхилення статистичної функції розподілу F*(x) від теоретичної F(x) і т. д. Припустимо, що величина U обрана тим чи іншим способом. Очевидно, це є деяка випадкова величина. Закон розподілу цієї випадкової величини залежить від закону розподілу випадкової величини Х, що досліджувалась, і від кількості дослідів n. Якщо гіпотеза Н правильна, закон розподілу величини U визначається законом розподілу величини Х і числом n.

Припустимо, що цей закон розподілу нам відомий. У результаті даної серії дослідів виявлено, що обрана нами міра розбіжності U прийняла деяке значення u. Запитується, чи можна пояснити це випадковими причинами або ж ця розбіжність занадто велика і вказує на наявність істотної різниці між теоретичним і статистичним розподілами і, отже, на непридатність гіпотези Н? Для відповіді на це запитання припустимо, що гіпотеза Н правильна, і обчислимо в цьому припущенні ймовірність того, що за рахунок випадкових причин, пов'язаних із недостатнім обсягом дослідницького матеріалу, міра розбіжності U виявиться не менше, ніж спостережене нами в досліді значення u, тобто обчислимо ймовірність події:

U≥u.

Якщо ця ймовірність досить мала, то гіпотезу Н варто відкинути як мало правдоподібну; якщо ж ця ймовірність значна, варто визнати, що експериментальні дані не суперечать гіпотезі Н.

Виникає питання про те, яким же способом варто вибирати міру розбіжності U? Виявляється, що при деяких способах її вибору закон розподілу величини U має досить прості властивості і при досить великому n практично не залежить від функції F(x). Саме такими мірами розбіжності і користуються в математичній статистиці в якості критеріїв згоди.

Одним із найбільш часто використовуваних критеріїв згоди є, так званий, «критерій χ2» Пірсона.

Припустимо, що зроблено n незалежних дослідів, у кожному з яких випадкова величина X прийняла певне значення. Результати дослідів зведені в k розрядів і оформлені у вигляді статистичного ряду:

	Ii
	x1; x2
	X2; x3
	…
	xk; xk+1

	pi*
	p1*
	p2*
	…
	pk*


Треба перевірити, чи узгоджуються експериментальні дані з гіпотезою про те, що випадкова величина Х має даний закон розподілу (заданий функцією розподілу F(x) або щільністю f(x)). Назвемо цей закон розподілу «теоретичним».

Знаючи теоретичний закон розподілу, можна знайти теоретичні ймовірності потрапляння випадкової величини в кожний з розрядів:

p1, p2, . . . , pk.

Перевіряючи погодженість теоретичного й статистичного розподілів, будемо виходити з розбіжності між теоретичними ймовірностями pi і спостереженими частотами pi*. Природно вибрати як міру розбіжності між теоретичним й статистичним розподілами суму квадратів відхилень (pi*-pi), взятих з деякими «вагами» ci:
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Коефіцієнти ci («ваги» розрядів) введені тому, що в загальному випадку відхилення, що відносяться до різних розрядів, не можна вважати рівноправними за значущістю. Однакове за абсолютною величиною відхилення (pi*-pi) може бути мало значним, якщо сама ймовірність pi велика, і дуже помітним, якщо вона мала. Тому природно «ваги» ci взяти зворотно пропорційними ймовірностям розрядів pi.
К. Пірсон показав, що якщо покласти
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то при великих n закон розподілу величини U має досить прості властивості: він практично не залежить від функції розподілу F(x) і від числа дослідів n , а залежить тільки від числа розрядів k, а саме цей закон при збільшенні n наближається до так званого «розподілу χ2»

При такому виборі коефіцієнтів ci міра розбіжності, звичайно, позначається χ2:
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Розподіл χ2 залежить від параметра r, названого числом «ступенів свободи» розподілу. Число «ступенів свободи» r дорівнює числу розрядів k мінус число незалежних умов («зв'язків»), накладених на частоти pi*. Прикладами таких умов можуть бути
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якщо ми вимагаємо тільки того, щоб сума частот  дорівнювала одиниці (ця вимога накладається у всіх випадках);
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якщо ми підбираємо теоретичний розподіл з тією умовою, щоб збігалися теоретичне і статистичне середні значення;
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якщо ми вимагаємо, крім того, збігу теоретичної і статистичної дисперсій і т.д.

Для розподілу χ2 складені спеціальні таблиці. Фрагмент такої таблиці наведений нижче:

	r
	p

	
	0,10
	0,05
	0,02

	8
	13,36
	15,51
	18,17

	9
	14,68
	16,92
	19,68

	10
	15,99
	18,31
	21,20


У цій таблиці входами є: значення ймовірності p і кількість ступенів свободи r. Числа що записані в таблиці, являють собою значення χz2 для яких виконується умова
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де pz– задане значення p.

Схема застосування критерію до оцінки узгодженості теоретичного й статистичного розподілів зводиться до наступного:

1) визначається міра розбіжності χ2набл за формулою
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2) визначається число ступенів свободи r як число розрядів k мінус число накладених зв'язків s:

r=k – s;

3) за r і заданим малим значенням p за таблицею знаходять значення χ2крит , для якого справедливо
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4) якщо 
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, то гіпотезу можна визнати як не суперечну дослідним даним, у протилежному разі гіпотеза відкидається як неправдоподібна.

Наскільки малою має бути ймовірність p для того, щоб відкинути або переглянути гіпотезу, – питаннє невизначене; воно не може бути вирішене з математичних міркувань, так само як і питання про те, наскільки малою має бути ймовірність події для того, щоб вважати її практично неможливою. На практиці рекомендується вибирати p≤0,1.

Лекція №3.

Оцінка параметрів випадкових величин.

1. Оцінка як функція випадкових величин – результатів спостережень.

Розглянемо питання про визначення числових характеристик випадкової величини Х в разі n незалежних дослідів. Позначимо спостережені значення випадкової величини

Х1, Х2, …, Хn.

Їх можна розглядати як n «екземплярів» випадкових величин Х, тобто n незалежних випадкових величин, кожна з яких розподілена за тим же законом, що і випадкова величина Х.

Позначимо ã оцінку параметра а. Будь-яка оцінка, обчислена на основі матеріалу Х1, Х2, …, Хn  має являти собою функцію цих величин:

ã=φ(Х1, Х2, …, Хn)

і, отже, сама є величиною випадковою. Така оцінка називається «точковою». Закон розподілу ã залежить, по-перше, від закону розподілу величини Х (і, зокрема, від самого невідомого параметра а): по-друге, від числа дослідів n. У принципі, цей закон розподілу може бути знайдений відомими методами теорії ймовірностей.

2. Критерії оцінок.

· Обґрунтованість.

Якщо при збільшенні числа досвідів n оцінка ã сходиться зо ймовірністю до параметра а, то така оцінка називається обґрунтованою.
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· Незміщеність.

Якщо математичне сподівання оцінки a дорівнює оцінюваному параметру а, тобто виконується

М[a]=a,

така оцінка називається незміщеною.

· Ефективність.

Якщо оцінка a має в порівнянні з іншими оцінками найменшу дисперсію, тобто 

D[a]=min,

вона буде названа ефективною.

На практиці не завжди вдається задовольняти всім цим вимогам. Наприклад, може виявитися, що, навіть коли ефективна оцінка існує, формули для її обчислення виявляються занадто складними, і доводиться задовольнятися іншою оцінкою, дисперсія якої трохи більше. Іноді застосовуються незначно зсунені оцінки. Однак вибору оцінки завжди має передувати її критичний розгляд з усіх перерахованих вище критеріїв.

3. Оцінки для математичного сподівання та дисперсії.

Нехай є випадкова величина Х з математичним сподіванням m і дисперсією D; обидва параметри невідомі. Над величиною Х зроблено n незалежних дослідів, що дали результати X1, X2, . . . , Xn.

Як оцінку для математичного сподівання природно взяти статистичне середнє m*:
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Можна довести, що ця оцінка є обґрунтованою і незміщеною. Якщо величина Х розподілена за нормальним законом, дисперсія буде мінімальною з можливих, тобто оцінка є ефективною. Для інших законів розподілу це може бути і не так.

Якщо за оцінку дисперсії взяти статистичну дисперсію D*
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то при перевірці виявиться, що ця оцінка обґрунтована, але не є незміщеною. Її математичне сподівання
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Користуючись оцінкою D* замість дисперсії D, будемо робити деяку систематичну похибку в меншу сторону. Щоб ліквідувати цей зсув, досить ввести виправлення, помноживши величину D* на n/(n-1).

Оцінка 
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називається «виправленою» статистичною дисперсією. Ця оцінка обґрунтована і незміщена, але вона не є ефективною. Однак у випадку нормального розподілу вона є «асимптотично ефективною», тобто при збільшенні n відношення її дисперсії до мінімальної з можливих необмежено наближається до одиниці.

4. Метод моментів для оцінки параметрів розподілу.

Цей метод заснований на тому, що початкові й центральні статистичні моменти є спроможними оцінками відповідно початкових і центральних теоретичних моментів того ж порядку. Метод запропонований К. Пірсоном і полягає в дорівнюванні теоретичних моментів розглянутого розподілу відповідним статистичним моментам того ж порядку.

Нехай заданий вигляд щільності розподілу f(x,θ) обумовлений одним невідомим параметром θ. Потрібно знайти точкову оцінку параметра θ.

Виходячи з методу моментів, дорівняємо початковий теоретичний момент першого порядку початковому статистичному моменту першого порядку:

m=m*

Математичне сподівання, як видно зі співвідношення
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є функція від θ, тому вираз
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можна розглядати як рівняння з одним невідомим θ. Розв’язавши це рівняння щодо параметра θ, тим самим знайдемо його точкову оцінку. 

Нехай заданий вигляд щільності розподілу f(x;θ1,θ2), обумовлений невідомими параметрами θ1 і θ2. Для відшукання двох параметрів необхідні два рівняння щодо цих параметрів. Виходячи з методу моментів, дорівняємо початковий теоретичний момент першого порядку початковому статистичному моменту першого порядку і центральний теоретичний момент другого порядку центральному статистичному моменту другого порядку:

m=m*

D=D*
З огляду на те, що
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можемо скласти систему двох рівнянь з двома невідомими:
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Розв’язавши цю систему щодо невідомих параметрів θ1 і θ2, тим самим одержимо їхні точкові оцінки.

5. Метод найбільшої правдоподібності. Його запропонував Р. Фішер.

Дискретні випадкові величини.

Нехай Х – дискретна випадкова величина, що у результаті n випробувань набула значення x1, x2, . . . , xn. Припустимо, що вигляд закону розподілу величини Х заданий, але параметр θ, яким визначається цей закон, невідомий. Потрібно знайти його точкову оцінку.

Позначимо ймовірність того, що в результаті випробування величина Х набуде значення xi (i=1, 2, . . ., n),  через p(xi; θ).
Функцією правдоподібності дискретної випадкової величини Х називають функцію аргументу θ:
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де x1, x2, . . . , xn – фіксовані числа.

За точкову оцінку параметра θ приймають таке його значення θ*, при якому функція правдоподібності досягає максимуму. Оцінку θ* називають оцінкою найбільшої правдоподібності.

Функції L і ln(L) досягають максимуму при тому самому значенні, тому замість відшукання максимуму функції L шукають (що зручніше) максимум функції ln(L). Функцію ln(L) називають логарифмічною функцією правдоподібності.

Неперервні випадкові величини.

Нехай Х – неперервна випадкова величина, що у результаті n випробувань прийняла значення x1, x2. . . , xn . Допустимо, що вигляд щільності розподілу f(x; θ) заданий, але параметр θ, яким визначається ця функція, невідомий.

Функцією правдоподібності неперервної випадкової величини Х називють функцію аргументу θ

[image: image40.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

q

q

q

=

q

;

;

;

;

,

,

,

2

1

2

1

n

n

x

f

x

f

x

f

x

x

x

L

K

K


де x1, x2, . . . , xn – фіксовані числа.

Оцінку найбільшої правдоподібності невідомого параметра розподілу неперервної випадкової величини шукають так само, як у випадку дискретної величини.

6. Довірчий інтервал. Довірча ймовірність.

Щоб дати уявлення про точність і надійність оцінки ã, в математичній статистиці користуються так званими довірчими інтервалами і довірчими ймовірностями. Ці поняття особливо актуальні при малому числі спостережень, коли точкова оцінка ã значною мірою випадкова і приблизна заміна а на ã може призвести до серйозних похибок.

Нехай для параметра а отримана незміщена оцінка ã. Ми хочемо оцінити можливу при цьому похибку. Призначимо деяку досить велику ймовірність (наприклад, β=0,9, 0,95 або 0,99) таку, що подію з ймовірністю β можна вважати практично достовірною, і знайдемо таке значення ε, для якого
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Тоді діапазон практично можливих значень похибки, що виникає при заміні а на ã, буде 
[image: image42.wmf]e

±

; великі за абсолютною величиною похибки будуть з'являтися тільки з малою ймовірністю.

Перепишемо наведене вище рівняння у вигляді
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Це означає, що з ймовірністю β невідоме значення параметра а попадає в інтервал

Iβ=(ã-ε; ã+ε).

Довірчим називають інтервал, що покриває невідомий параметр із заданою ймовірністю (надійністю).

Довірчою ймовірністю (надійністю) називається ймовірність, з якою виконується нерівність 
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Величина а не є випадковою, проте випадковим є інтервал. Випадковим є його положення на осі абсцис, обумовлене його центром ã; випадковою є  взагалі довжина інтервалу 2ε, тому що величина ε обчислюється, як правило, за експериментальними даними. Тому краще тлумачити величину β не як ймовірність «потрапляння» значення а в інтервал Iβ, а як ймовірність того, що випадковий інтервал Iβ  накриє значення а.

Ми розглядали довірчий інтервал симетричний відносно a, взагалі це не обов'язково.

Щоб оцінити точність і надійність оцінки, потрібно знати її закон розподілу. Якби нам був відомий закон розподілу величини ã, задача побудови довірчого інтервалу була б досить проста: достатньо було б знайти таке значення ε, для якого
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Ускладнення полягає в тому, що закон розподілу оцінки ã залежить від закону розподілу величини Х, отже від його невідомих параметрів (зокрема, і від самого параметра а).

7. Довірчий інтервал для математичного сподівання нормально розподіленої випадкової величини з відомою дисперсією.

Приймемо без доказу, що коли випадкова величина Х розподілена нормально, взяте за оцінку її математичного сподівання 
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статистичне середнє
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є випадковою величиною, розподіленою нормально, і параметри цього закону такі:
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де m, D і σ - відповідні параметри закону розподілу випадкової величини Х.

Розглянемо випадкову величину 
[image: image49.wmf]m
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. Закон розподілу Δ також буде нормальним, а його параметри:

M[Δ]=0,
D[Δ]=0,
σΔ=σ/√n.

Визначимо ймовірність потрапляння випадкової величини Δ на відрізок [-α, α]:
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Тобто:
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Позначимо 
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Задавши довірчу ймовірність β, за таблицею значень інтегральної функції Лапласа легко визначити значення u, з огляду на що 
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. Потім визначаємо α
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Тепер можемо записати


[image: image55.wmf]b

=

þ

ý

ü

î

í

ì

s

<

-

<

s

-

n

u

m

m

n

u

P

~

,

або


[image: image56.wmf]b

=

þ

ý

ü

î

í

ì

s

+

<

<

s

-

n

u

m

m

n

u

m

P

~

~

.

У такий спосіб 
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 - це довірчий інтервал для математичного сподівання випадкової величини Х, з нормальним законом розподілу, при заданій довірчій ймовірності β.
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		3		5.5914		6.9343		11		0.0917		0.0683		0.0621

		4		6.9343		8.2772		10		0.0833		0.0621		0.0621

		5		8.2772		9.6200		9		0.0750		0.0559		0.0621

		6		9.6200		10.9629		9		0.0750		0.0559		0.0621

		7		10.9629		12.3058		12		0.1000		0.0745		0.0621

		8		12.3058		13.6487		11		0.0917		0.0683		0.0621

		9		13.6487		14.9916		13		0.1083		0.0807		0.0621

		10		14.9916		16.3344		9		0.0750		0.0559		0.0621

		11		16.3344		17.6773		9		0.0750		0.0559		0.0621

		12		17.6773		19.0202		4		0.0333		0.0248		0.0621

		S						120		1																0

		Статистическое среднее								mx*=		10.4587

		Статистическая дисперсия								Dx*=		20.3567

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		4.5118

		Выдвигается гипотеза о равномерном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.0917		0.0833		0.0008

		2		0.1000		0.0833		0.0033

		3		0.0917		0.0833		0.0008

		4		0.0833		0.0833		0.0000

		5		0.0750		0.0833		0.0008

		6		0.0750		0.0833		0.0008

		7		0.1000		0.0833		0.0033

		8		0.0917		0.0833		0.0008

		9		0.1083		0.0833		0.0075

		10		0.0750		0.0833		0.0008

		11		0.0750		0.0833		0.0008

		12		0.0333		0.0833		0.0300

		S		1.0000		1.0000		0.0500

						c2набл=		6

						c2крит=		16.9

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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вариант В

								Вариант B

		Исходные данные

		0.5718		0.4201		0.0054		2.4551		0.1314		1.5684		0.5216		0.1879

		0.4130		0.5402		1.9503		1.2811		0.1957		0.7998		0.1335		0.0082

		1.2281		3.1938		0.9514		0.0082		0.1967		1.7396		2.6439		0.9671

		0.1403		1.2313		0.2690		0.1469		0.2181		0.9203		1.7799		0.2274

		0.1562		1.3141		0.9110		0.0241		3.1630		0.4248		0.2749		0.8385

		0.5489		1.1208		0.9304		0.1770		0.8186		0.0424		0.1160		0.0154

		0.4316		0.5002		0.5212		2.9174		1.0317		0.7882		3.4780		2.3309

		0.8717		0.3496		2.5385		0.5295		0.3284		0.5653		0.1509		0.9061

		0.5127		0.0072		0.2274		1.0646		0.2277		7.6930		0.1261		0.1431

		1.4845		3.5396		2.7041		0.4184		0.9752		0.7858		1.2992		0.9314

		0.1748		1.4368		1.9304		1.8643		2.6358		0.6962		2.4378		0.1051

		1.2127		0.4849		3.8199		0.6695		3.8569		0.3125		0.0432		2.4774

		4.8876		1.4134		1.2387		3.0755		2.5019		0.9097		0.3139		0.5477

		0.8412		0.4366		0.5867		0.9634		0.9505		0.9788		1.3310		0.7883

		0.2675		0.3500		1.1479		0.0953		0.3248		0.7912		1.2008		1.4677

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		0.0054		7.6930		0.6406

		№ интетв		xi		xi+1		mi		pi*		hi		fi теор

		1		0.0054		0.6460		55		0.4583		0.7154		0.6839

		2		0.6460		1.2866		33		0.2750		0.4293		0.3784

		3		1.2866		1.9273		11		0.0917		0.1431		0.2093

		4		1.9273		2.5679		8		0.0667		0.1041		0.1158

		5		2.5679		3.2085		7		0.0583		0.0911		0.0641

		6		3.2085		3.8492		3		0.0250		0.0390		0.0354

		7		3.8492		4.4898		1		0.0083		0.0130		0.0196

		8		4.4898		5.1305		1		0.0083		0.0130		0.0108

		9		5.1305		5.7711		0		0.0000		0.0000		0.0060

		10		5.7711		6.4117		0		0.0000		0.0000		0.0033

		11		6.4117		7.0524		0		0.0000		0.0000		0.0018

		12		7.0524		7.6930		1		0.0083		0.0130		0.0010

								120		1

		Статистическое среднее								mx*=		1.0822

		Статистическая дисперсия								Dx*=		1.3694

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		1.1702

										l=1/mx*		0.9240

		Выдвигается гипотеза о показательном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.4583		0.4445486689		0.000427438

		2		0.2750		0.2459444239		0.0034325905

		3		0.0917		0.1360675757		0.0144886885

		4		0.0667		0.0752787352		0.0009852414

		5		0.0583		0.0416476		0.0066849878

		6		0.0250		0.0230413354		0.0001664993

		7		0.0083		0.0127475086		0.0015285295

		8		0.0083		0.0070524981		0.0002326181

		9		0.0000		0.0039017608		0.0039017608

		10		0.0000		0.0021586305		0.0021586305

		11		0.0000		0.001194252		0.001194252

		12		0.0083		0.0006607142		0.0890991653

		S		1.0000		0.994244		0.1243

						c2набл=		14.9160482078

						c2крит=		18.3

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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вариант С

								Вариант C

		Исходные данные

		21.9127		33.9000		17.8108		20.6635		28.0139		20.4649		32.0696		32.7042

		47.5807		26.8992		21.0090		32.7729		32.3879		39.6364		27.0290		28.7844

		27.3458		31.1870		13.5304		9.4052		25.6430		25.0631		26.4673		16.8856

		19.2236		26.3964		23.7193		19.1509		21.0568		17.4472		29.3717		36.8890

		37.2957		22.1205		25.4153		28.5411		25.0545		24.4811		18.4894		30.1899

		16.7999		25.2566		33.9311		19.1669		33.5968		21.9890		29.0924		9.7886

		35.1000		39.9651		27.0621		20.4999		23.8667		31.4315		33.8930		16.5916

		20.2323		18.0676		23.5023		34.9182		17.8181		25.2655		15.4520		19.4361

		24.2995		26.4716		18.4080		25.9534		36.1375		28.8333		22.8759		26.3660

		36.9573		31.8018		28.6831		21.4950		34.5344		28.9821		23.4336		20.3173

		30.2262		13.0123		14.2993		47.1693		26.5753		26.8632		20.3616		32.2115

		32.2176		36.7825		27.4694		28.1868		26.7761		39.0296		22.4707		33.9070

		19.6587		25.2319		12.0670		22.2327		21.5765		10.8404		28.4685		29.6275

		42.2819		5.0627		23.4138		18.3602		19.5600		32.0359		33.3359		23.7446

		39.0005		27.8452		24.6446		28.0512		23.8713		37.2355		28.3752		23.7889

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		5.0627		47.5807		3.5432

		№ интетв		x(i)		x(i+1)		m(i)		p*(i)		h(i)		f теор

		1		5.0627		8.6059		1		0.0083		0.0024		0.0023

		2		8.6059		12.1491		4		0.0333		0.0094		0.0065

		3		12.1491		15.6922		4		0.0333		0.0094		0.0149

		4		15.6922		19.2354		13		0.1083		0.0306		0.0277

		5		19.2354		22.7785		18		0.1500		0.0423		0.0417

		6		22.7785		26.3217		20		0.1667		0.0470		0.0507

		7		26.3217		29.8649		26		0.2167		0.0612		0.0500

		8		29.8649		33.4080		13		0.1083		0.0306		0.0399

		9		33.4080		36.9512		11		0.0917		0.0259		0.0258

		10		36.9512		40.4943		7		0.0583		0.0165		0.0135

		11		40.4943		44.0375		1		0.0083		0.0024		0.0057

		12		44.0375		47.5807		2		0.0167		0.0047		0.0020

								120		1

		Статистическое среднее								mx*=		26.0846

		Статистическая дисперсия								Dx*=		59.4502

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		7.7104

		Выдвигается гипотеза о нормальном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.0083		0.0085		0.0000

		2		0.0333		0.0237		0.0040

		3		0.0333		0.0535		0.0076

		4		0.1083		0.0983		0.0010

		5		0.1500		0.1469		0.0001

		6		0.1667		0.1782		0.0007

		7		0.2167		0.1758		0.0095

		8		0.1083		0.1409		0.0075

		9		0.0917		0.0917		0.0000

		10		0.0583		0.0485		0.0020

		11		0.0083		0.0209		0.0075

		12		0.0167		0.0073		0.0120

		S		1.0000		0.9941		0.0520

						c2набл=		6.2383562248

						c2крит=		16.9

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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вариант С (2)

								Вариант C

		Исходные данные

		21.9127		33.9000		17.8108		20.6635		28.0139		20.4649		32.0696		32.7042

		47.5807		26.8992		21.0090		32.7729		32.3879		39.6364		27.0290		28.7844

		27.3458		31.1870		13.5304		9.4052		25.6430		25.0631		26.4673		16.8856

		19.2236		26.3964		23.7193		19.1509		21.0568		17.4472		29.3717		36.8890

		37.2957		22.1205		25.4153		28.5411		25.0545		24.4811		18.4894		30.1899

		16.7999		25.2566		33.9311		19.1669		33.5968		21.9890		29.0924		9.7886

		35.1000		39.9651		27.0621		20.4999		23.8667		31.4315		33.8930		16.5916

		20.2323		18.0676		23.5023		34.9182		17.8181		25.2655		15.4520		19.4361

		24.2995		26.4716		18.4080		25.9534		36.1375		28.8333		22.8759		26.3660

		36.9573		31.8018		28.6831		21.4950		34.5344		28.9821		23.4336		20.3173

		30.2262		13.0123		14.2993		47.1693		26.5753		26.8632		20.3616		32.2115

		32.2176		36.7825		27.4694		28.1868		26.7761		39.0296		22.4707		33.9070

		19.6587		25.2319		12.0670		22.2327		21.5765		10.8404		28.4685		29.6275

		42.2819		5.0627		23.4138		18.3602		19.5600		32.0359		33.3359		23.7446

		39.0005		27.8452		24.6446		28.0512		23.8713		37.2355		28.3752		23.7889

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		5.0627		47.5807		3.5432

		№ интетв		x(i)		x(i+1)		m(i)		p*(i)		h(i)		f теор

		1		5.0627		8.6059		1		0.0083		0.0024		0.0023

		2		8.6059		12.1491		4		0.0333		0.0094		0.0065

		3		12.1491		15.6922		4		0.0333		0.0094		0.0149

		4		15.6922		19.2354		13		0.1083		0.0306		0.0277

		5		19.2354		22.7785		18		0.1500		0.0423		0.0417

		6		22.7785		26.3217		20		0.1667		0.0470		0.0507

		7		26.3217		29.8649		26		0.2167		0.0612		0.0500

		8		29.8649		33.4080		13		0.1083		0.0306		0.0399

		9		33.4080		36.9512		11		0.0917		0.0259		0.0258

		10		36.9512		40.4943		7		0.0583		0.0165		0.0135

		11		40.4943		44.0375		1		0.0083		0.0024		0.0057

		12		44.0375		47.5807		2		0.0167		0.0047		0.0020

								120		1

		Статистическое среднее								mx*=		26.0846

		Статистическая дисперсия								Dx*=		59.4502

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		7.7104

		Выдвигается гипотеза о нормальном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.0083		0.0085		0.0000

		2		0.0333		0.0237		0.0040

		3		0.0333		0.0535		0.0076

		4		0.1083		0.0983		0.0010

		5		0.1500		0.1469		0.0001

		6		0.1667		0.1782		0.0007

		7		0.2167		0.1758		0.0095

		8		0.1083		0.1409		0.0075

		9		0.0917		0.0917		0.0000

		10		0.0583		0.0485		0.0020

		11		0.0083		0.0209		0.0075

		12		0.0167		0.0073		0.0120

		S		1.0000		0.9941		0.0520

						c2набл=		6.2383562248

						c2крит=		16.9

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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Диаграмма1

		1		8.6058941268

		2		12.1490554006

		3		15.6922166745

		4		19.2353779483

		5		22.7785392222

		6		26.321700496

		7		29.8648617699

		8		33.4080230437
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		10		40.4943455914

		11		44.0375068653

		12		47.5806681391
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вариант А

								Вариант A

		Исходные данные

		4.8467		12.9628		9.3495		16.4017		9.0761		16.5549		7.0532		7.6100

		7.9379		3.3204		2.9131		13.7651		14.1493		5.4408		3.7188		3.2660

		9.0316		5.0934		13.1611		8.8034		6.2457		17.3561		17.4386		9.1817

		5.5954		15.7492		18.3164		2.9781		14.0546		8.9109		14.8116		11.0091

		9.7844		14.3664		9.6883		3.4857		5.4967		12.2179		12.2765		13.9716

		12.2953		2.9978		11.1385		2.9056		5.9705		15.7652		11.5515		15.2869

		13.3486		16.5690		15.2977		4.2808		5.5114		9.0305		10.7604		6.4758

		17.6075		14.8104		15.8264		7.4771		11.9982		14.9045		6.6351		10.4492

		11.1525		9.8217		4.6938		17.8907		13.4044		7.6967		8.2409		15.1920

		14.1967		12.8126		7.7323		13.5751		14.2777		6.0178		5.7643		4.5950

		13.3691		5.3586		14.1319		15.4431		7.7789		13.3484		14.5843		4.8413

		9.2909		14.2548		10.9000		18.9062		16.5063		4.5667		13.5597		10.9410

		12.2266		15.7549		8.7716		5.1522		17.5212		19.0202		6.1730		7.5362

		3.3680		12.0995		11.9077		10.1777		13.5423		3.2311		10.3137		7.1981

		6.4126		3.2374		6.3173		16.4537		12.0274		6.8320		13.0451		15.5925

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		2.9056		19.0202		1.3429

		№ интетв		xi		xi+1		mi		pi*		hi		fi теор

		1		2.9056		4.2485		11		0.0917		0.0683		0.0621

		2		4.2485		5.5914		12		0.1000		0.0745		0.0621

		3		5.5914		6.9343		11		0.0917		0.0683		0.0621

		4		6.9343		8.2772		10		0.0833		0.0621		0.0621

		5		8.2772		9.6200		9		0.0750		0.0559		0.0621

		6		9.6200		10.9629		9		0.0750		0.0559		0.0621

		7		10.9629		12.3058		12		0.1000		0.0745		0.0621

		8		12.3058		13.6487		11		0.0917		0.0683		0.0621

		9		13.6487		14.9916		13		0.1083		0.0807		0.0621

		10		14.9916		16.3344		9		0.0750		0.0559		0.0621

		11		16.3344		17.6773		9		0.0750		0.0559		0.0621

		12		17.6773		19.0202		4		0.0333		0.0248		0.0621

		S						120		1																0

		№ интетв		x~		x~2

		1		3.5770634335		12.7953828076		47.0580832591

		2		4.9199455444		24.2058641596		30.4373699747

		3		6.2628276552		39.2230102387		17.4233214175

		4		7.605709766		57.846821045		8.0159375875

		5		8.9485918769		80.0772965785		2.2152184847

		6		10.2914739877		105.9144368391		0.021164109

		7		11.6343560985		135.3582418269		1.4337744605

		8		12.9772382093		168.4087115419		6.4530495391

		9		14.3201203202		205.065845984		15.0789893449

		10		15.663002431		245.3296451533		27.3115938778

		11		17.0058845418		289.2001090497		43.150863138

		12		18.3487666526		336.6772376733		62.5967971252

		Статистическое среднее								mx*=		10.4587		10.436952883

		Статистическая дисперсия								Dx*=		20.3567		19.5299642662		19.5300

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		4.5118		4.4192719158		4.4192719158

														128.4599497486

		Выдвигается гипотеза о равномерном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.0917		0.0833		0.0008

		2		0.1000		0.0833		0.0033

		3		0.0917		0.0833		0.0008

		4		0.0833		0.0833		0.0000

		5		0.0750		0.0833		0.0008

		6		0.0750		0.0833		0.0008

		7		0.1000		0.0833		0.0033

		8		0.0917		0.0833		0.0008

		9		0.1083		0.0833		0.0075

		10		0.0750		0.0833		0.0008

		11		0.0750		0.0833		0.0008

		12		0.0333		0.0833		0.0300

		S		1.0000		1.0000		0.0500

						c2набл=		6

						c2крит=		16.9

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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вариант В

								Вариант B

		Исходные данные

		0.5718		0.4201		0.0054		2.4551		0.1314		1.5684		0.5216		0.1879

		0.4130		0.5402		1.9503		1.2811		0.1957		0.7998		0.1335		0.0082

		1.2281		3.1938		0.9514		0.0082		0.1967		1.7396		2.6439		0.9671

		0.1403		1.2313		0.2690		0.1469		0.2181		0.9203		1.7799		0.2274

		0.1562		1.3141		0.9110		0.0241		3.1630		0.4248		0.2749		0.8385

		0.5489		1.1208		0.9304		0.1770		0.8186		0.0424		0.1160		0.0154

		0.4316		0.5002		0.5212		2.9174		1.0317		0.7882		3.4780		2.3309

		0.8717		0.3496		2.5385		0.5295		0.3284		0.5653		0.1509		0.9061

		0.5127		0.0072		0.2274		1.0646		0.2277		7.6930		0.1261		0.1431

		1.4845		3.5396		2.7041		0.4184		0.9752		0.7858		1.2992		0.9314

		0.1748		1.4368		1.9304		1.8643		2.6358		0.6962		2.4378		0.1051

		1.2127		0.4849		3.8199		0.6695		3.8569		0.3125		0.0432		2.4774

		4.8876		1.4134		1.2387		3.0755		2.5019		0.9097		0.3139		0.5477

		0.8412		0.4366		0.5867		0.9634		0.9505		0.9788		1.3310		0.7883

		0.2675		0.3500		1.1479		0.0953		0.3248		0.7912		1.2008		1.4677

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		0.0054		7.6930		0.6406

		№ интетв		xi		xi+1		mi		pi*		hi		fi теор

		1		0.0054		0.6460		55		0.4583		0.7154		0.6839

		2		0.6460		1.2866		33		0.2750		0.4293		0.3784

		3		1.2866		1.9273		11		0.0917		0.1431		0.2093

		4		1.9273		2.5679		8		0.0667		0.1041		0.1158

		5		2.5679		3.2085		7		0.0583		0.0911		0.0641

		6		3.2085		3.8492		3		0.0250		0.0390		0.0354

		7		3.8492		4.4898		1		0.0083		0.0130		0.0196

		8		4.4898		5.1305		1		0.0083		0.0130		0.0108

		9		5.1305		5.7711		0		0.0000		0.0000		0.0060

		10		5.7711		6.4117		0		0.0000		0.0000		0.0033

		11		6.4117		7.0524		0		0.0000		0.0000		0.0018

		12		7.0524		7.6930		1		0.0083		0.0130		0.0010

								120		1

		Статистическое среднее								mx*=		1.0822

		Статистическая дисперсия								Dx*=		1.3694

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		1.1702

										l=1/mx*		0.9240

		Выдвигается гипотеза о показательном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.4583		0.4445486689		0.000427438

		2		0.2750		0.2459444239		0.0034325905

		3		0.0917		0.1360675757		0.0144886885

		4		0.0667		0.0752787352		0.0009852414

		5		0.0583		0.0416476		0.0066849878

		6		0.0250		0.0230413354		0.0001664993

		7		0.0083		0.0127475086		0.0015285295

		8		0.0083		0.0070524981		0.0002326181

		9		0.0000		0.0039017608		0.0039017608

		10		0.0000		0.0021586305		0.0021586305

		11		0.0000		0.001194252		0.001194252

		12		0.0083		0.0006607142		0.0890991653

		S		1.0000		0.994244		0.1243

						c2набл=		14.9160482078

						c2крит=		18.3

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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вариант С

								Вариант C

		Исходные данные

		21.9127		33.9000		17.8108		20.6635		28.0139		20.4649		32.0696		32.7042

		47.5807		26.8992		21.0090		32.7729		32.3879		39.6364		27.0290		28.7844

		27.3458		31.1870		13.5304		9.4052		25.6430		25.0631		26.4673		16.8856

		19.2236		26.3964		23.7193		19.1509		21.0568		17.4472		29.3717		36.8890

		37.2957		22.1205		25.4153		28.5411		25.0545		24.4811		18.4894		30.1899

		16.7999		25.2566		33.9311		19.1669		33.5968		21.9890		29.0924		9.7886

		35.1000		39.9651		27.0621		20.4999		23.8667		31.4315		33.8930		16.5916

		20.2323		18.0676		23.5023		34.9182		17.8181		25.2655		15.4520		19.4361

		24.2995		26.4716		18.4080		25.9534		36.1375		28.8333		22.8759		26.3660

		36.9573		31.8018		28.6831		21.4950		34.5344		28.9821		23.4336		20.3173

		30.2262		13.0123		14.2993		47.1693		26.5753		26.8632		20.3616		32.2115

		32.2176		36.7825		27.4694		28.1868		26.7761		39.0296		22.4707		33.9070

		19.6587		25.2319		12.0670		22.2327		21.5765		10.8404		28.4685		29.6275

		42.2819		5.0627		23.4138		18.3602		19.5600		32.0359		33.3359		23.7446

		39.0005		27.8452		24.6446		28.0512		23.8713		37.2355		28.3752		23.7889

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		5.0627		47.5807		3.5432

		№ интетв		x(i)		x(i+1)		m(i)		p*(i)		h(i)		f теор

		1		5.0627		8.6059		1		0.0083		0.0024		0.0023

		2		8.6059		12.1491		4		0.0333		0.0094		0.0065

		3		12.1491		15.6922		4		0.0333		0.0094		0.0149

		4		15.6922		19.2354		13		0.1083		0.0306		0.0277

		5		19.2354		22.7785		18		0.1500		0.0423		0.0417

		6		22.7785		26.3217		20		0.1667		0.0470		0.0507

		7		26.3217		29.8649		26		0.2167		0.0612		0.0500

		8		29.8649		33.4080		13		0.1083		0.0306		0.0399

		9		33.4080		36.9512		11		0.0917		0.0259		0.0258

		10		36.9512		40.4943		7		0.0583		0.0165		0.0135

		11		40.4943		44.0375		1		0.0083		0.0024		0.0057

		12		44.0375		47.5807		2		0.0167		0.0047		0.0020

								120		1

		Статистическое среднее								mx*=		26.0846

		Статистическая дисперсия								Dx*=		59.4502

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		7.7104

		Выдвигается гипотеза о нормальном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.0083		0.0085		0.0000

		2		0.0333		0.0237		0.0040

		3		0.0333		0.0535		0.0076

		4		0.1083		0.0983		0.0010

		5		0.1500		0.1469		0.0001

		6		0.1667		0.1782		0.0007

		7		0.2167		0.1758		0.0095

		8		0.1083		0.1409		0.0075

		9		0.0917		0.0917		0.0000

		10		0.0583		0.0485		0.0020

		11		0.0083		0.0209		0.0075

		12		0.0167		0.0073		0.0120

		S		1.0000		0.9941		0.0520

						c2набл=		6.2384043729

						c2крит=		16.9

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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вариант С (2)

								Вариант C

		Исходные данные

		21.9127		33.9000		17.8108		20.6635		28.0139		20.4649		32.0696		32.7042

		47.5807		26.8992		21.0090		32.7729		32.3879		39.6364		27.0290		28.7844

		27.3458		31.1870		13.5304		9.4052		25.6430		25.0631		26.4673		16.8856

		19.2236		26.3964		23.7193		19.1509		21.0568		17.4472		29.3717		36.8890

		37.2957		22.1205		25.4153		28.5411		25.0545		24.4811		18.4894		30.1899

		16.7999		25.2566		33.9311		19.1669		33.5968		21.9890		29.0924		9.7886

		35.1000		39.9651		27.0621		20.4999		23.8667		31.4315		33.8930		16.5916

		20.2323		18.0676		23.5023		34.9182		17.8181		25.2655		15.4520		19.4361

		24.2995		26.4716		18.4080		25.9534		36.1375		28.8333		22.8759		26.3660

		36.9573		31.8018		28.6831		21.4950		34.5344		28.9821		23.4336		20.3173

		30.2262		13.0123		14.2993		47.1693		26.5753		26.8632		20.3616		32.2115

		32.2176		36.7825		27.4694		28.1868		26.7761		39.0296		22.4707		33.9070

		19.6587		25.2319		12.0670		22.2327		21.5765		10.8404		28.4685		29.6275

		42.2819		5.0627		23.4138		18.3602		19.5600		32.0359		33.3359		23.7446

		39.0005		27.8452		24.6446		28.0512		23.8713		37.2355		28.3752		23.7889

		x min		x max		Di=(x max-x min)/12

		5.0627		47.5807		3.5432

		№ интетв		x(i)		x(i+1)		m(i)		p*(i)		h(i)		f теор

		1		5.0627		8.6059		1		0.0083		0.0024		0.0023

		2		8.6059		12.1491		4		0.0333		0.0094		0.0065

		3		12.1491		15.6922		4		0.0333		0.0094		0.0149

		4		15.6922		19.2354		13		0.1083		0.0306		0.0277

		5		19.2354		22.7785		18		0.1500		0.0423		0.0417

		6		22.7785		26.3217		20		0.1667		0.0470		0.0507

		7		26.3217		29.8649		26		0.2167		0.0612		0.0500

		8		29.8649		33.4080		13		0.1083		0.0306		0.0399

		9		33.4080		36.9512		11		0.0917		0.0259		0.0258

		10		36.9512		40.4943		7		0.0583		0.0165		0.0135

		11		40.4943		44.0375		1		0.0083		0.0024		0.0057

		12		44.0375		47.5807		2		0.0167		0.0047		0.0020

								120		1

		Статистическое среднее								mx*=		26.0846

		Статистическая дисперсия								Dx*=		59.4502

		Средне квадратическое отклонение								dx*=		7.7104

		Выдвигается гипотеза о нормальном зоконе распределения  исследуемой случайной величины

		№ интетв		pi*		pi		(pi*-pi)2/pi

		1		0.0083		0.0085		0.0000

		2		0.0333		0.0237		0.0040

		3		0.0333		0.0535		0.0076

		4		0.1083		0.0983		0.0010

		5		0.1500		0.1469		0.0001

		6		0.1667		0.1782		0.0007

		7		0.2167		0.1758		0.0095

		8		0.1083		0.1409		0.0075

		9		0.0917		0.0917		0.0000

		10		0.0583		0.0485		0.0020

		11		0.0083		0.0209		0.0075

		12		0.0167		0.0073		0.0120

		S		1.0000		0.9941		0.0520

						c2набл=		6.2384043729

						c2крит=		16.9

		Так как c2набл<c2крит, то выдвинутая гипотеза не противоречит экпериментальным данным
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