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ВСТУП 

 

Конспект лекцій розроблено згідно з програми норма-

тивної навчальної дисципліни «Вища математика» та 

робочої навчальної програми підготовки бакалавра за 

усіма спеціальностями, який розраховано для студентів 

денної прискореної форми навчання. 

Теоретичний матеріал структуровано та узгоджено з 

аудиторними лекційними заняттями, що проводяться під 

час вивчення теми «Інтегральне числення». 

Конспект лекцій містить теоретичний матеріал 

необхідний студентам для засвоєння основних знань з цієї 

теми та питання для самоперевірки. В конспекті розміщено 

значну кількість прикладів розв’язання типових задач, а 

також задач прикладного характеру, спрямованих на 

практичне застосування та закріплення отриманих знань 

для вирішення професійно-орієнтованих задач.  

У додатках, наприкінці конспекту лекцій, розташовані 

додаткові відомості та матеріали. 

Для більш поглибленого вивчення та пошуку довід-

никової інформації подано посилання на джерела, в яких 

можна знайти більш детальну інформацію про ті або інші 

математичні положення або доведення теорем, не 

представлених у цьому конспекті. 
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ЛЕКЦІЯ 1 

План лекції: 

1.  Поняття первісної та невизначеного інтегралу. 

2. Властивості невизначеного інтегралу. Таблиця 

невизначених інтегралів. 

3. Інтегрування методом заміни змінної. 

4. Інтегрування деяких функцій, що містять 

квадратний тричлен 

 

1 Поняття первісної та невизначеного інтегралу 

Як відомо, під час вирішення багатьох питань науки та 

техніки виникає потреба відшукати задану функцію за 

відомою похідної. Іншими слова, необхідно відновити 

функцію за похідною. Наприклад, знаючи, що швидкість 

матеріальної точки )(tv  є функція від часу t , ми зможемо 

з’ясувати шлях )(ts , який пройшла ця точка в залежності 

від часу t . 

Задачу, в якій було задано функцію )(xF  і необхідно 

було знайти її похідну )()( xFxf   нами було вирішено під 

час вивчення теми «Диференціальне числення» (для 

повторення цієї теми ви можете звернутися до відповідних 

джерел [7-10]). Тепер ми будемо розглядати обернену 

задачу, коли задана функція )(xf  й потрібно відшукати 

таку функцію )(xF , похідна якої дорівнюватиме )(xf , 

тобто )()( xfxF  . 

Означення 1. Функція )(xF  називається первісною від 

функції )(xf  на проміжку X , якщо для всіх точок цього 

проміжку виконується рівність: )()( xfxF  . 
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Означення 2. Відшукання для функції всіх її первісних 

називається її інтегруванням, в цьому й полягає одна з 

задач інтегрального числення. 

Наприклад, знайдемо первісну для функції 2)( xxf  . 

Згідно з означенням, такою функцією можна назвати 

3
)(

3x
xF  , тому що 2

23

3

3

3
x

xx

















. Але такими ж первіс-

ним функція водночас є функції 7
3

3


x

, 7
3

3


x

, …, оскільки 

похідна від цих функцій також дорівнює 2)( xxf  . 

Перевірити це ми можемо, якщо виконаємо операцію 

диференціювання, яка є зворотною: 

  22
33

03
3

1
7

3
7

3
xx

xx





































 ,       2

3

7
3

x
x


















 . 

Таким чином, як висновок, ми можемо сформулювати 

наступну теорему. 

Теорема 1. Якщо )(1 xF  та )(2 xF  дві первісних від 

функції )(xf  на проміжку X , то різниця між ними дорів-

нює постійному числу. 

Наслідок з цієї теореми такий, що, якщо для деякої 

функції )(xf  первісною є функція )(xF , то будь-яка інша 

первісна має вигляд CxF )( , де constC  .  

Означення 3. Якщо )(xF  є первісною для функції )(xf , 

то вираз CxF )(  називають невизначеним інтегралом від 

функції )(xf  і позначають символом  dxxf )( , тобто 
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CxFdxxf  )()( , якщо )()( xfxF  , 

де )(xf  – підінтегральна функція, dxxf )(  – підінтег-

ральний вираз. 

З геометричної точки зору, 

невизначений інтеграл є 

сукупністю кривих (рису-

нок 1.1), кожну з яких 

отримано завдяки зсуву 

однієї з кривих паралельно 

самій собі вниз або вгору, 

тобто вздовж осі ординат. 

Таким чином, невизначе-

ний інтеграл – це сімейст- 

            Рисунок 1.1                    во функції CxFy  )( .  

Отже, невизначений інтеграл для функції 2)( xxf   має 

вигляд 

C
x

dxx 
3

3
2 . 

Зауваження 1. Під знаком інтегралу пишуть дифе-

ренціал шуканої первісної функції, а не її похідну (зверніть 

увагу, у нашому прикладі це dxx2 ). 

Зауваження 2. Не для будь-якої функції існує невизна-

чений інтеграл. Первісна (а, отже, й невизначений інтег-

рал) існує у тому випадку, коли функція )(xf  неперервна 

на проміжку X . Первісна від елементарних функцій мож-

ливо й не буде представлена за допомогою кінцевого числа 

елементарних функцій. 

Рисунок 1 
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Зауваження 3. Як відомо, похідна функції )(xFy   

визначає кутовий коефіцієнт дотичної до відповідного 

графіку функції. Тож, задачу відшукання первісної )(xF  

для заданої функції )(xf  можна тлумачити як задачу, в 

якій потрібно знайти таку криву )(xFy   для якої має сенс 

заданий закон зміни кутового коефіцієнту дотичної, тобто: 

)()( xFxftg  . 

Якщо )(xFy   є 

однією з таких кри-

вих (рисунок 1.2), то 

усі інші ми можемо 

отримати завдяки 

зсуву вдовж осі ор-

динат (на довільну 

величину відрізка 

C ). Для того, щоб 

виокремити таку 

криву з усього різноманіття кривих, достатньо, наприклад, 

задати координати точки ),( 00 yx  через яку вона має 

пройти. Ці значення 00 , yx  називають початковими 

значеннями для змінних x  та y . Початкова умова для 

нашої кривої CxFy  )( 00  отримаємо )( 00 xFyC  . 

2 Властивості невизначеного інтегралу. Таблиця 

невизначених інтегралів 

Властивості невизначеного інтегралу: 

1. Похідна від невизначеного інтегралу дорівнює  

x 

y 

х0 

y=F(x)+C 

y=F(x) 
C 

Рисунок 1.2 
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підінтегральній функції, що є наслідком озна-

чення 3 

  )()( xfdxxf 


 . 

2. Диференціал від невизначеного інтегралу дорівнює 

підінтегральному виразу 

dxxfdxxfd )()(  . 

3. Невизначений інтеграл від диференціалу деякої 

функції дорівнює сумі цієї функції та довільної 

сталої 

  CxFxdF )()( . 

Зауваження 4. Згідно з властивостями 2 та 3, знак 

диференціалу d  та знак інтегралу  скорочуються, але за 

властивістю 3 до первісної )(xF  слід додати константу C . 

4. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми непе-

рервних функцій дорівнює сумі їх невизначених 

інтегралів 

    dxxfdxxfdxxfdxxfxfxf )()()()()()( 321321 . 

5. Постійний множник можна винести за знак невизна-

ченого інтегралу 

  dxxfCdxxfC )()( . 

Теорема 2. Якщо аргумент підінтегральної функції 

лінійний відносно змінної, то справедливі такі формули: 

CbxFdxbxf  )()( , constb  , 

CaxF
a

dxaxf  )(
1

)( , consta  , 
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CbaxF
a

dxbaxf  )(
1

)( . 

Надамо таблицю основних та додаткових невизна-

чених інтегралів. 

Таблиця 1.1 – Таблиця невизначених інтегралів 

Основні невизначені інтеграли 

1 Cdu  0   5 Cuduu  cossin  

2 C
u

duu 








1

1

 6 Cuduu  sincos  

2а Cudu   7 Cutg
u

du
 2cos

 

2б Cu
u

du
 2  8 Cuctg

u

du
 2sin

 

2в C
uu

du


1
2

 9 C
a

u

ua

du



 arcsin

22

 

3 Cu
u

du
 ln   10 

Cbuu
bu

du





2

2
ln

 

4 C
a

a
dua

u
u 

ln
 11 C

a

u
arctg

aau

du





1
22

 

4а Cedue uu   12 C
au

au

aau

du








 ln

2

1
22

 

Додаткові невизначені інтеграли 

1 C
u

tg
u

du


2
ln

sin
 2 C

u
tg

u

du








 


42
ln

cos
 

3 Cuduutg  cosln  4 Cuduuctg  sinln  

5  Cuchduush   6 Cushduuch   
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Продовження таблиці 1.1 

7 
Cuth

uch

du
 2

 8 
Cucth

ush

du
 2

 

9 
2222

2

1
auuduau 2 2 21

ln
2

a u u a C    

10 
2222 1

uau
a

duua 21
arcsin

2

u
a C

a
  

11 C
ba

bueabueb
dubue

auau
au 




 22

sincos
sin  

12 C
ba

buebbuea
dubue

auau
au 




 22

sincos
cos  

 

Завдяки вищезазначеним властивостям та представ-

леній таблиці невизначених інтегралів можемо виконувати 

безпосереднє інтегрування. 

Приклад 1. Знайти невизначені інтеграли 

а)  












 dx

x
xx

5 3

43 2
, б) 

 297 x

dx
. 

Розв’язання: а) застосуємо властивості 5, 4 невизна-

ченого інтегралу та таблицю 1 (формула 2): 















   dxxdxxdx

x
dxxdxxdx

x
xx 413

5 3

43

5 3

43 22
 












 C
xxx

C
xxx

dxx
2

10

5

4

4153
2

1414
2

524541531414
53

 

 C
xxx


2

10

5

4

4

5 24 54

; 
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б) застосуємо формулу 9 з основної таблиці невизна-

чених інтегралів, але попередньо виконаємо деякі перетво-

рення 

C
x

x

dx

x

dx

x

dx




























7

3
arcsin

3

1

9

73

1

9

7
9

97 22
2

. 

Приклад 2. Знайти невизначені інтеграли:  

а)  xdx3cos ; б) 
 dxx253 ; в) 


dx

x

xx

2sin

2cos2sin
. 

Розв’язання: а) під час знаходження цього інтегралу 

слід звернути увагу, що аргумент функції x3 , а диферен-

ціал змінної x . Тож, звертаючи увагу на твердження теоре-

ми 2, та з таблиці основних інтегралів будемо мати таку 

відповідь 

Cxxdx  3sin
3

1
3cos ; 

б) візьмемо до уваги твердження теореми 2 та таблицю 

основних невизначених інтегралів, отримаємо: 

Cdx
x

x 





3ln

3

2

1
3

25
25 ; 

в) виконаємо почленнє ділення та використаємо влас-

тивість 4, враховуючи теорему 2: 

  










xdxctgdxdx

x

x

x

x
dx

x

xx
2

2sin

2cos

2sin

2sin

2sin

2cos2sin
 

Cxx  2sinln
2

1
.
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3 Інтегрування методом заміни змінної  

Метод заміни змінної полягає в тому, щоб за допо-

могою введення нової змінної заданий інтеграл привести 

до табличного. Застосовуються цей метод у випадках, коли 

підінтегральний вираз містить функцію разом з її похідною 

(додатки Б, В): 

CxFCtFdttf
dtxdt

xt
dxxxf 




  ))(()()(

)(

),(
)())(( 






або 

 
 
 

       



  CtHdtttf

dttdx

tx
dxxf 



 ;
 

     CxHxt   11  . 

Зауваження 5. Обирати функцію  tx   слід так, щоб 

можна було знайти отриманий невизначений інтеграл, 

тобто       dtttf  . 

Приклад 3. Знайти невизначений інтеграл:  dx
x

e xtg

2cos2

2

. 

Розв’язання. 









 
2

2cos

1

2

,2:
2cos

2

,2

2cos

1

2cos

2

22

2

2

2 dt
e

dx
x

dt

dx
x

dt

xtgt

dx
x

edx
x

e txtg
xtg

 

CeCedte xtgtt  
2

2

1

2

1

2

1
. 
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Цей метод є основним методом інтегрування. У деяких 

випадках, коли ми користуємось іншими методами, виникає 

потреба у застосуванні цього методу як допоміжного. Успіх 

реалізації цього методу полягає у правильному виборі 

заміни змінної, завдяки якій процес інтегрування спро-

щується та як скоріше приводить нас до правильної відпо-

віді.  

Розглянемо деякі інтеграли, технологія знаходження 

яких базується на вивчених нами методах інтегрування. 

4 Інтегрування деяких функцій, що містять 

квадратний тричлен. 

Розглянемо інтегрування виразів, що містять у 

знаменнику квадратний тричлен, тобто інтеграли виду 





cbxax

dx
I

21  



cbxax

dx
I

2
2 . 

Знаходження інтегралів виду 1I , 2I  приводиться до 

основних невизначених інтегралів у таблиці 1.1 (формули 

9-12), для цього необхідно в знаменнику вираз cbxax 2  

доповнити до повного квадрату, а саме: 


























































a

c

a

b

a

b
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax

22

222

22
 

a

c

a

b
RR

a

b
xa

a

c

a

b

a

b
xa 



































































2222

2
,

222
. 

Приклад 4. Знайти 
 963 2 xx

dx
. 

Розв’язання. Доповнимо до повного квадрату вираз у  
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знаменнику 

       














21331123323963 2222
x

dx

xx

dx

xx

dx

xx

dx
 

після цього, виконавши заміну змінної 1 xt , ми зможемо 

отриманий інтеграл привести до вигляду табличного 

інтегралу з основної таблиці невизначених інтегралів 

(формула 11) 

 











  C

t
arctg

t

dt

t

dt

dxdt

xt

22

1

3

1

23

1

23

1
22

 

C
x

arctg 



2

1

2

1

3

1
. 

Знаходження інтегралів виду  

 







cbxax

dxBAx
I

23  
 







cbxax

dxBAx
I

2
4  

виконуємо так:  

по-перше, знаходимо похідну від квадратного три-

члену, що розташований у знаменнику:  

  baxcbxax 


 22 ; 

по-друге, завдяки тотожнім перетворенням приводимо 

знайдену похідну до лінійного виразу, що містив заданий 

інтеграл у чисельнику:    BAxB
a

Ab
bax

a

A


2
2

2
;  

по-третє, отриманий вираз підставляємо у чисельник, 

розбиваємо інтеграл на суму двох інтегралів та знаходимо 

кожен окремо: 
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     
dx

cbxax

B
a

Ab

dx
cbxax

bax
a

A

dx
cbxax

B
a

Ab
bax

a

A

cbxax

dxBAx




















2222

2
2

22
2

2 . 

Приклад 4. Знайти 
 






963

12

2 xx

dxx
. 

Розв’язання.  

   

 

 


















 dx

xx

x

xx

xxx

xx

dxx

963

1266
3

1

121266
3

1

,66963

963

12

2

2

2
 

 
21

22 963

12

963

66

3

1
IIdx

xx
dx

xx

x










  , 

 
 










  Ct

t

dt

dxxdt

xxt
dx

xx

x
I

3

2

3

1

66

,963

963

66

3

1
2

21

 

Cxx  963
3

2 2 ; 

 
  











 

23

3

,1,213

323963

963
3

22

22

2
2

t

dt

dxdtxtx

xxxx

xx

dx
I

 

CxxCtt  2)1(1ln
3

3
2ln

3

3 22 ; 

CxxxxII  2)1(1ln
3

3
963

3

2 22
21 . 
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Завдання для самоконтролю за лекцією 1 

 

1.  Вставити пропущене слово. 

________________ множник  можна  виносити  за  знак 

невизначеного інтегралу.  

V1. Cталий; V2. Змінний; V3. Додатний;  

V4. Загальний;  V5. Iнша відповідь. 

2. Завдяки яким властивостям невизначеного інтегралу 

можна виконувати безпосереднє інтегрування. 

V1. Усі;  V2. 3 та 4;  V3. 4 та 5; V4. 2 та 3; V5. Iнша 

відповідь. 

3. Вставити пропущене слово. 

Функція, похідна якої на деякому проміжку дорівнює 

нулю, _____________ на цьому проміжку.  

V1. від’ємна;  V2. додатна;  V3. стала; V4. змінна;  

V5. Iнша відповідь. 

4. Під знаком інтегралу пишуть 

V1.  функцію; V2. похідну функції; V3. диференціал 

функції; V3. первісну функцію; V5. Iнша відповідь.  

5. Визначити, які з наведених нижче інтегралів таблич-

ні 

V1. 
 22 x

dx
; V2. 

 52x

xdx
;  V3. 

5x

dx
;   V4.  

 35x

dx
. 

6. Невизначений інтеграл   dxxx sincos4   дорівнює   

V1. C
x


5

cos5

; V2. C
x


5

cos5

; V3. Cxсos 55 ;  

V4. Cxсos  34 ; V5. Iнша відповідь. 
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7. Встановити відповідність між заданим інтегралом за 

запропонованими відповідями. Серед заданих варіантів 

відповідностей оберіть правильний. 

Заданий 

інтеграл 

Запропонована 

відповідь 

Варіанти 

відповідності (v) 

1) 
 

2cos2 x

dx
 а) C

x
tg 










44
ln

2

1 
 

V1. 

1-a, 2-г, 3-б, 4-в 

2) 
14 2x

dx
 б) Cxx 

4

1
ln

2

1 2  
V2. 

1-a, 2-г, 3-б, 4-в 

3) 
 

2cos x

dx
 в)   Cxtg 22  

V3. 

1-в, 2-г, 3-а, 4-б 

4) 
14 2x

dx
 г)   Cxarctg 2

2

1
 

V4. 

Інша відповідь 

 

8. Невизначений інтеграл  
dx

x

x
291

3arccos
 дорівнює   

V1. Cx  3arcsin
3

1
2

1

;  V2. C
x


3

)3(arccos2 3

;  

V3.  C
x




3arccos3

2
; V4. C

x


3

)3(arccos2
. 

9. Заміна змінної у невизначеному інтегралі може 

відбуватись за схемою:  

V1. )(xt  , dxdt  ; V2. )(tx  , dtdx  ;  

V3. )(tx  , )(tddx  ; V4. Інша відповідь. 

10. Повний квадрат для виразу 562  xx  має вигляд 
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V1.   43
2
x ; V2.   42

2
x ;  

V3.    42
2
x ; V4. Iнша відповідь. 

11. Невизначений інтеграл 
 223 xx

dx
 дорівнює   

V1. C
x




2

1
arcsin ;  V2. C

x

x






3

1
ln

4

1
;  

V3.  Cxxx  2231ln ; V4. C
x

arctg 


2

1
. 

12. Знайти невизначені інтеграли:  

1) 



225

)1(

x

dxx
; 2) 

 )2()12( 2 xarctgx

dx
; 3) 

x

dxх25
; 

4) 
 1442 xx

dx
; 5) 

 1442 xx

dx
; 6) 





xx

dxx

32

)17(

2
.  
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ЛЕКЦІЯ 2 

План лекції: 

1. Метод інтегрування частинами. 

2. Інтегрування найпростіших дробових раціональних 

функцій.  

3. Інтегрування раціонального дробу за допомогою 

розкладання його на прості дроби. 

 

1 Метод інтегрування частинами 

У випадках, коли підінтегральний вираз представлено 

як добуток двох функцій, одна з яких алгебраїчна (наприк-

лад, степенева функція nx ), а друга – трансцендентна 

(логарифмічна, показникова, тригонометрична або оберне-

на тригонометрична), то застосовують метод інтегрування 

частинами. 

Нехай ( )u u x  і ( )v v x  – дві неперервні функції, які 

мають неперервні похідні. Тоді, як відомо, диференціал 

добутку цих функцій має вид 

  udvvduvud  . 

Проінтегруємо обидві части 

  udvvduuvd )( , 

або 

  duvuvdvu . 

Остання формула і є формулою інтегрування части-

нами. 

Застосовувати цю формулу доцільно тоді, коли 

інтеграл праворуч простіший, ніж той, що ліворуч, або 
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йому подібний. Як правило, за u  вибирають функцію, яка 

спрощується при диференціюванні. Тоді за dv  – те, що 

залишилось, але ця частина має містити dx  та бути 

інтегрованою. Функцію v  знаходять у явному вигляді як 

одну з первісних dv  (поклавши 0C  ).  

Зауваження 1. Частина dv  не повинна містити такі 

функції, як логарифмічні, обернені тригонометричні, бо 

тоді не буде виконувати умова про інтегрованість цієї 

частини.  

Зауваження 2. Іноді метод інтегрування частинами 

необхідно застосовувати декілька разів. А інколи, його 

застосування приводить до початкового інтегралу, в цьому 

випадку, такі інтеграли називають зворотніми. 

Розглянемо декілька прикладів. Застосування методу 

інтегрування частинами. 

Приклад 1. Знайти невизначені інтеграли: 

а)   dxx x32 ; б)   xdxx ln2 ; в)   xdxex 2cos . 

Розв’язання:  

а) 









 




2ln

2

3

1

2ln

2

3

1
2

,

,2

,

2
3

3
3

3

3
x

x
x

x

x xvduuv

dxv

dxdu

dxdv

xu

dxx  

C
x

dx
xx

x 


 
2ln3

2

2ln3

1

2ln3

2
2

2ln3

1 33
3 ; 
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б) C
x

x
x

x

dxx
x

x

x
v

x

dx
du

dxxdv

xu

xdxx 









 
9

ln
3

.
3

ln
3

3

,

,

,ln

ln
3333

3

2

2 ; 

в) 









  dxexx
e

xv

dxedu

xdxdv

eu

xdxe x
x

x

x

x 2sin
2

1
2sin

2

2sin
2

1

,

,2cos

,

2cos   



















  xdxex
e

x
e

xv

dxedu

xdxdv

eu

x
xx

x

x

2cos
2

1
2cos

22

1
2sin

2

2cos
2

1

,

,2sin

,

 xdxex
e

x
e x

xx

2cos
4

1
2cos

4
2sin

2
. 

Як бачимо, ми повернулися до заданого інтегралу, 

тобто заданий інтеграл був зворотнім. Знайдемо вираз для 

цього інтегралу. Перенесемо невизначені інтеграли ліворуч 

та отримаємо остаточну відповідь 

x
e

x
e

xdxe
xx

x 2cos
4

2sin
2

2cos
4

5
 ;  

Cxex
e

xdxe x
x

x  2cos52sin
5

2
2cos . 
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2 Інтегрування найпростіших дробових раціона-

льних функцій. 

Розглянемо ще один приклад знаходження невизначе-

ного інтегралу   dxxx )54ln( . 

Для знаходження цього інтегралу застосуємо також 

метод інтегрування частинами. Виберемо за )54ln(  xu , 

тоді xdxdv  . Виконаємо додаткові обчислення: 

 
54

4
)54ln(







x

dx
dxxdu ;   

2

2x
xdxdvv   . 

Застосуємо формулу   duvuvdvu , підставляючи 

відомі вирази 








54

2
)54ln(

254

4

2
)54ln(

2
)54ln(

2222

x

dxx
x

x

x

dxx
x

x
dxxx . 

Розглянемо окремо рішення інтегралу 
 54

2 2

x

dxx
. Під-

інтегральною функцією є дробово-раціональна функція 

54

2 2

x

x
 у якої в чисельнику та знаменнику знаходяться мно-

гочлени, які мають різний порядок. У чисельнику вираз 
22x  – це многочлен другого порядку, а у знаменнику 54 x  

– многочлен першого порядку. Питання постає таке: як ми 

маємо проінтегрувати цю функцію? Але перш ніж шукати 

відповідь на це питання, пригадаємо поняття раціональ-

ного дробу та з’ясуємо як інтегрувати найпростіші ра-

ціональні дроби 

Означення 1. Раціональним дробом (дробово-раціо-

нальною функцією) називається відношення двох много-
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членів )()( xQxP nm , де mm
mm

m axaxaxaxP  


1
1

10 ...)(  

многочлен степеня m , nn
nn

n bxbxbxbxQ  


1
1

10 ...)(  

многочлен степеня n . 

Якщо степінь m  чисельника нижче степеня знамен-

ника n , то дріб називається правильним, якщо, навпаки, 

nm  або nm , то дріб – неправильний.  

Як нам відомо з курсу шкільної математики будь-який 

неправильний раціональний дріб 
)(

)(

xQ

xP

n

m  можна представи-

ти у вигляді суми цілої частини та правильного дробу, 

тобто:  

)(

)(
)(

)(

)(

xQ

xR
xG

xQ

xP

n

k
nm

n

m   , 

причому цей розклад єдиний.  

У такому розкладі )(xG nm  – це многочлен, який нази-

вають цілою частиною раціонального дробу, а 
)(

)(

xQ

xR

n

k  – 

правильний дріб, тобто nk  . Многочлени )(xG nm  і 

)(xRk  – відповідно частка й остача від ділення «кутом» 

)(xPm  на )(xQn .  

Приклад 1. Виділити цілу частину неправильного 

дробу 
)2)(4(

453

)(

)( 24






xx

xxx

xQ

xP
  і подати його у вигляді суми 

цілої частини та правильного дробу.  

Розв’язання. Для виділення цілої частини застосуємо 

ділення «кутом» многочлена на многочлен, але спочатку 

розкриємо дужки у знаменнику, виконавши множення, та 
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представимо результат у стандартному вигляді в порядку 

спадання степенів: 82)2)(4()( 2  xxxxxQ ; поділимо   

4552_

92

82

82

4530_

23

2

2

234

234











xxx

xx

xx

xxx

xxxx

 

7629

72189

4119_

1642

2

2

23









x

xx

xx

xxx

 

Таким чином,   

82

7629
92

)(

)(
2

2






xx

x
xx

xQ

xP
 

або   

)2)(4(

7629
92

)(

)( 2






xx

x
xx

xQ

xP
. 

Зауваження 3. Виділення цілої частини 

неправильного раціонального дробу інколи можна зробити 

простіше, виконавши алгебраїчні перетворення 

чисельника. 

Отже, як з’ясувалося, наша функція 
54

2 2

x

x
 є 

неправильним раціональним дробом. Знаючи, що 

неправильний дріб можна представити у вигляді суми 

цілої та дробової частини, спробуємо виділимо цілу частину 

в неправильному раціональному дробу 
54

2 2

x

x
. Для цього 
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поділимо «кутом» чисельник 22x  на знаменник 54 x , а 

потім запишемо цей дріб 
54

2 2

x

x
 у вигляді суми цілої та 

дробової частини: 

8

25

8

25

2

5

2

5
_

8

5

2

1

54

2

5
2

2_

2

2











x

x

x

x

xx

x

 

Отже, 
54

825

8

5

254

2 2




 x

x

x

x
. Проінтегрувати таку 

функцію можна, якщо окремо знайти інтеграл від кожного 

доданку, з властивістю 4 невизначеного інтегралу (див. 

лекцію 1). Маємо остаточно: 

Cx
xx

dx
x

dxdx
x

x

dxx






 54ln

4

1

8

25

8

5

454

825

8

5

254

2 22

. 

Приклад 2. Знайти невизначений інтеграл 


dx
x

x

12

4

.  

Розв’язання. Виділимо цілу частину неправильного 

дробу 
12

4

x

x
 і подамо його у вигляді суми цілої частини 

(многочлена) та правильного дробу Скористаємося 

алгебраїчними перетвореннями (зауваження 3):  
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  
1

1
1

1

1

1

11

1

11

1 2

2

22

22

2

4

2

4

















 x
x

xx

xx

x

x

x

x
.    

Проінтегруємо та отримаємо відповідь 

















   

11

1
1

1 2

2

2

2

2

4

x

dx
dxdxxdx

x
xdx

x

x
 

Carctgxx
x


3

3

. 

Інтегрування многочленів процес не дуже складний, 

найбільші труднощі зустрічаються під час інтегрування 

правильних раціональних дробів. Для інтегрування пра-

вильних раціональних дробів використовують метод роз-

кладання на найпростіші дробі, згідно з твердженням, що 

будь-який правильний раціональний дріб можна пред-

ставити у вигляді суми найпростіших дробів. 

3 Інтегрування раціонального дробу за допомогою 

розкладання його на прості дробі 

Означення 2. Правильні раціональні дробі виду: 

ax

A


; 
 nax

A


;

cbxax

BAx




2

; 
 ncbxax

BAx





2
 

називають елементарними (найпростішими) дробами від-

повідно I, II, III, IV типу. 

Як відомо, будь-який многочлен можна записати у 

вигляду добутку лінійних та квадратичних множників з 

дійсними коефіцієнтами, тобто 

...)(...)()( 2  tk qpxxaxxQ . 

Кожному множнику kax )(   у розкладанні знаменника 
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)(xQ  відповідає в розкладання дробі  
)(

)(

xQ

xP
 k  доданкам су-

ми найпростіших дробів виду  II 

       ax

A

ax

A

ax

A

ax

A
k

k

k

k

k

k

















 1

2

2

1

1 ... ; 

а кожному множнику tqpxx )( 2   відповідає сума t  най-

простіших дробів IV 

     qpxx

BxA

qpxx

BxA

qpxx

BxA
t

tt

t

tt


















2

11

12

11

2
... . 

Постійні 11,...,, AAA kk   та 11,...,, AAA tt   знаходять мето-

дом невизначених коефіцієнтів або методом визначених 

значень (часткових значень). 

У випадку коли множники у розкладанні знаменника 

мають кратність 1  (тобто, 1k , 1t ), то сума найпрос-

тіших дробів буде складатися з найпростіших дробів I й II 

видів, наприклад: 

124)1)(2)(4(

45

)(

)(
22 















x

DCx

x

B

x

A

xxx

x

xQ

xP
. 

Таким чином, інтегрування правильних раціональних 

дробів полягає в тому, що, виконавши розкладання на 

множники знаменника дробу та розклавши на найпростіші 

дробі, заданий інтеграл заміняємо сумою інтегралів від 

найпростіших дробів. 

Приклад 3. Знайти невизначені інтеграли: 

а)  



dx

xx

xx

)1()2(

854
2

2

; б)  



dx

xxx

x

)1)(2)(4(

45
2

. 
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Розв’язання: а)  



 dx

xx

xx

)1()2(

854
2

2

 

   
      

  



























  dx

xx

xCxxBxA
dx

x

C

x

B

x

A
2

2

2
21

2121

122
 

Для знаходження постійних скористаємось методом 

окремих значень. Для цього знайдемо корені знаменника. 

Оскільки число 2  кратний корінь, то третє значення 

змінної x  виберемо довільним чином 

      
  



















9

10
,

9

20
2,922,1

,
3

14
,143,2

,
9

17
,179,1

,1,2,1,021

,8542121
2

22

BBCBAx

AAx

CCx

xxxxx

xxxCxxBxA

 

     
Cxx

x
dx

xxx




























  1ln

9

17
2ln

9

10

29

14

1

917

2

910

2

314
2

; 

б) 



















 dx

x

DBx

x

A
dx

xx

x

14)1)(4(

45
22

 

    
  





  dx

xx

xDBxxA

14

41
2

2

 

якщо розкрити дужки у чисельнику, то отримаємо  

  





  dx

xx

DBxDxBxAAx

14

44
2

22

 

скористаємось методом невизначених коефіцієнтів. Для 

цього прирівняємо коефіцієнти при відповідних степенях 
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змінної чисельника заданої дробі до коефіцієнтів дробі, яку 

ми отримали, починаючи від найстаршого степеня до 

найменшого, тож: 

,4

,21,54

,4,0

0

1

2







A

DBD

BBA

x

x

x

 

знаходимо інтеграл 

























  4ln4

1

21

1

4

4

4

1

214

4

4
222

x
x

dx

x

xdx
dx

x
dx

x

x

x
 

CarctgxxxCarctgx
x

xdx



  211ln24ln421

1

2
2 2

12
. 

Приклад 4. Знайти інтеграл  





 dx

xxx

xx
I

)2)(22(

8
2

2

. 

Розв’язання. З огляду на розкладання знаменника 

(зверніть увагу, що многочлен 222  xx  не має дійсних 

коренів, тому він не може бути представлений у вигляді добутку 

лінійних множників), маємо 










222

)(
2 x

dxC

xx

dxBAx
I . 

Тут   )22()2)((8 22  xxCxBAxxx .  

Використаємо комбінацію методу окремих значень і 

методу невизначених коефіцієнтів. Нехай 2x  (дійсний 

корінь), маємо 1010 C , 1C ; нехай 0x  (довільно 

взяте значення), тоді 822  CB ; 34  CB . 

Прирівнявши коефіцієнти при 2x , маємо 1CA ; 
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01  CA . Отже, 













 
21)1(

3
222

3
22 x

dx

x

dx

x

dx

xx

dx
I  

Cxxarctg  |2|ln)1(3 . 

Більше прикладів можна знайти у [1; 6; 7; 9; 10] зі 

списку літератури. 

 

Завдання для самоконтролю за лекцією 2 

 

1. До яких із вказаних інтегралів слід застосувати 

інтегрування частинами: 

V1. dxxx ln ; V2. dx
x

x
 2

ln
; V3. dx

x


1
; V4. dx

x

x


ln
; 

V5. інша відповідь. 

2. До яких із вказаних інтегралів не слід застосувати 

інтегрування частинами: 

V1. 
x

xdx
2cos

; V2.  2xe

xdx
; V3. dxxx ln ; V4.  xdxarcsin ; 

V1. інша відповідь. 

3. Функцію 
)(

)(

xQ

xP
 вважають раціонально-дробовою, 

якщо 

V1. )(xP  та )(xQ  довільні функції; V2. )(xP  та )(xQ  

многочлени; V3. )(xP  довільна функція, а )(xQ  много-

член; V4. )(xP  многочлен, а )(xQ довільна функція; 

V5. інша відповідь. 

4. Правильний раціональний дріб інтегрується шля-
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хом:  

V1. розкладання чисельника на множники;  

V2. розкладання чисельника і знаменника на множники;  

V3. розкладання раціонального дробу на суму елементар-

них дробів; V4. ділення чисельника і знаменника на 

старший степінь;  V5. інша відповідь. 

5. Що треба зробити, якщо раціональний дріб 

неправильний 

V1. розкладання чисельника на множники; 

V2. розкладання раціонального дробу на суму елементар-

них дробів; V3. поділити чисельник на знаменник; 

V4. ділення чисельника і знаменника на старший степінь; 

V5. інша відповідь. 

6. Невизначений інтеграл   xdxx cos)3(  дорівнює   

V1. Cxxx  cossin)3( ; V2. C
x

x 



2

)3(
sin

2

;  

V3. Cxxx  )3(cossin ; V4. Cxxx  sin)3(cos ;  

V5. інша відповідь. 

7. Інтеграл що має вигляд 
 cbxax

dx

2
 зводиться до 

табличного шляхом:  

V1. виділення під коренем повного квадрату; V2. під-

несення до квадрата; V3. заміни змінної; V4. інтегрування 

частинами; V5. інша відповідь. 

8. Невизначений інтеграл  dx
x

x
2

ln
 дорівнює   

V1. C
xx

x


1ln
2

; V2. C
xx

x


1ln
;   



34 

V3. C
xx

x


2

1ln
; V4. C

xx

x


1ln 2

; V5. інша 

відповідь. 

9. Вставити пропущене слово.  

Неправильний раціональний дріб 
)(

)(

xQ

xP

n

m  можна 

представити у вигляді _______ цілої частини та правиль-

ного дробу 

V1. різниці; V2. суми; V3. добутку; V4. частки; 

V5. Інша відповідь. 

10. Як називають інтеграл, якщо під час його 

знаходження було отримано початковий інтеграл? 

V1. обернений; V2. зворотній; V3. заданий; 

V4. початковий; V5. Інша відповідь. 

11. Знайти невизначені інтеграли 

1) 




)52)(1(

)332(
2

2

xxx

dxxx
; 2)  xdxx 2arctg ; 3) 

x

xdx
2cos

;  

4) 



dx

xxx

xx

52

53
33

24

; 5) 
 )1()1( 22 xx

xdx
; 6) dxxxx  ln)13( 3 ; 

7) 
 152 2 xx

dx
; 8) 





5

)12(
2 xx

dxx
; 9) 

 423 2 xx

xdx
. 
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ЛЕКЦІЯ 3 

План лекції: 

1. Інтегрування тригонометричних функцій. 

2. Інтегрування деяких видів ірраціональностей. 

Тригонометричні підстановки. 

3. Інтеграли від функцій, що не виражаються через 

елементарні функції. 

 

1 Інтегрування тригонометричних функцій  

Розглядаючи питання інтегрування функцій, не слід 

забувати про тригонометричні функції, які відіграють важ-

ливу роль в техніці та різноманітних науково-практичних 

дослідженнях.  

Будемо вивчати питання знаходження інтегралу виду 

 dxxxR )cos,(sin . 

Як бачимо вираз )cos,(sin xxR  є раціональний від 

тригонометричних функцій, оскільки усі тригонометричні 

функції можна представили через xsin  та xcos . 

У випадку, коли у виразі )cos,(sin xxR  функції xsin  та 

xcos  мають непарні степені краще застосовувати 

тригонометричну підстановку 
2

x
tgu  , яку називають 

універсальною тригонометричною підстановкою. 

Враховуючи зазначену вище підстановку, спробуємо 

знайти вирази для функцій синуса та косинуса. За 

тригонометричними формулами половинного кута 

(додаток А), отримаємо такі вирази для xsin  та xcos : 
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2
1

2
2

2
cos

1
2

2

2
cos

2
2

2
cos

2
sin2sin

2

2

2

x
tg

x
tg

x

x
tg

xx
tg

xx
x



 , 
21

2
sin

u

u
x


 ; 

2
1

2
1

2
1

2
cos

2
sin

2
coscos

2

2

2222

x
tg

x
tg

x
tg

xxx
x













 , 

2

2

1

1
cos

u

u
x




 . 

Повертаючись до підстановки 
2

x
tgu   та розв’язуючи 

тригонометричне рівняння, отримаємо arctgux 2 , та 

знайдемо диференціал 

 
21

2
2

u

du
duarctgudx





 . 

Зокрема для знаходження інтегралів виду 


 dxbxa

dx

sincos
 й застосовують цю підстановку, завдяки 

якій цей інтеграл перетворюється у інтеграл від ра-

ціонального дробу.  

Приклад 1. Знайти інтеграл: 
 x

dx

cos53
. 

Розв’язання. 














2

2

2

1

1
cos

,
1

2
,

2

cos53

u

u
x

u

du
dx

x
tgu

x

dx
 


































 
4428

2

28

2

1

1
53)1(

2
2222

2

2
2 u

du

u

du

u

du

u

du

u

u
u

du
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C
x

tg

x
tg

C
u

u












2
2

2
2

ln
4

1

2

2
ln

4

1
. 

Якщо ж степені функцій xsin  та xcos  парні, то зруч-

ніше користовувати підстановку tgxu  , тоді 
21 u

du
dx


 , 

2

2
2

1
sin

u

u
x


 , 

2

2

1

1
cos

u
x


  (вивести ці формули самос-

тійно). А також для інтегралів виду  dxtgxR )( , в яких 

підінтегральна функція є раціональною функцією від tgx . 

Приклад 2. Знайти інтеграл: 
 xx

dx
22 cos3sin

. 

Розв’язання. 



xx

dx
22 cos3sin

 

C
tgx

tgx

u

du

u
x

u

u
x

u

du
dxtgxu



















 
3

3
ln

32

1

3

1

1
cos,

1
sin

,
1

,

2

2

2

2

2
2

2

. 

Знаходження інтегралу підінтегральна функція якого 

складається з добутку xsin  та xcos , а саме інтеграл виду 

  xdxx nm cossin , де Znm ,  залежить від показників 

степеня, а отже: 

1) якщо 0, nm  та або m  або n  непарне, то викорис-

товують підстановку xu sin  xu cos ; 

Приклад 3. Знайти  xdxx 23 cossin . 

Розв’язання. Виокремимо множник xsin :  
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  xdxxxxdxx sincossincossin 2223  

  



  duuu

uxxxdxdu

xdxduxu 22

222
1

1cos1sin,sin

,sin,cos
 

C
xx

C
uu

duuduu  
3

cos

5

cos

35

3535
42 . 

2) якщо 0, nm  та m , n  – парні, то застосовують фор-

мули пониження порядку, як то: 

  xx 2cos2cos1
2

1
 ,    xx 2sin2cos1

2

1
 ; 

Приклад 4. Знайти  xdx2cos4 . 

Розв’язання.    xdxxxdx 2cos2cos2cos 224  

        dxdxxxdxxx
4

1
4cos4cos21

4

1
4cos1

2

1
4cos1

2

1 2  

    
4

8cos1
8

1

16

4sin

4
4cos

4

1
4cos

4

1 2 x
dxx

xx
xdxxdx  

C
xxx


64

8sin

816

4sin
. 

3) якщо 0, nm  та їх сума парне число, то застосовують 

підстановку tgxu   ctgxu  , яка дозволяє привести інтег-

рал до суми інтегралів від степеневих функцій; 

Приклад 5. Знайти 
xx

dx

cossin 3
. 

Розв’язання. Як бачимо степені функцій xsin  та xcos  є 

від’ємними, тому скористаємось підстановкою tgxu   та 

отримаємо 
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











.

1

1
cos,

1
sin

,
1

,

cossin
2

2

2

2
2

2

3

u
x

u

u
x

u

du
dxtgxu

xx

dx
 

   
 











  Cu

uu

du

u

du
du

u

u

uu

duuu
ln

2

11

1

11
233

2

32

212232

 

Ctgx
xtg




 ln
2

1
2

. 

4) у випадку, коли один з показників степені дорівнює 

нулю, а інший від’ємний, то застосовують універсальну 

тригонометричну підстановку; 

5) у випадку, коли показників степені xsin  та xcos  

дорівнює одиниці, застосовуються формули перетворення 

добутку у суму та різницю (додаток А). 

Приклад 6. Знайти інтеграл:  xdxx 3sin2cos . 

Розв’язання.  xdxx 3sin2cos  

        dxxxdxxxxx sin5sin
2

1
23sin32sin

2

1
 

Cxxdxxdxx   cos
2

1
5cos

10

1
sin

2

1
5sin

2

1
. 

2 Інтегрування деяких видів ірраціональностей. 

Тригонометричні підстановки 

Звернемо увагу також на інтегрування деяких виразів, 

що містять ірраціональність. По-перше, розглянемо ви-

падки, коли підкореневий вираз лінійний, тобто має вигляд 

bax  , де constba , .  
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Нехай ми маємо знайти інтеграл такого вигляду, як  

  dxbaxbaxbaxxR
kkk

),,,( 321 , 

тоді доцільно користуватися підстановкою ntbax  , де 

 321 ,, kkkНСКn  , звідси отримаємо: 

 bt
a

x n 
1

, dtt
a

n
dx n 1 . 

Приклад 7. Знайти 




23

3
3 x

dxx
. 

Розв’язання. 











dt

t

t

dttdttx

tx

x

dxx

2
6

6,3

,3

23

3
2

8

56

6

3
. 

Оскільки підінтегральною функцією є неправильний 

дріб, то потрібно виділити цілу частину (зробити це 

самостійно), а потім окремо проінтегрувати правильні 

дробі. У результаті отримаємо таку відповідь 

   
C

x
arctgx

xxx













2

3

2

16
38

3

34

5

32

7

3 6
6

6 56 7

. 

По-друге, розглянемо інтеграли в яких підінтегральна 

ірраціональна функція нелінійна, а саме інтеграли виду 

 dxaxxRI   22

1 , ,  dxaxxRI   22

2 , ,  dxxaxRI   22

3 , , 

які завдяки тригонометричним підстановкам atgtx  (або 

actgtx  ), 
t

a
x

sin
  (або 

t

a
x

cos
 ), tax sin  (або 

tax cos ) відповідно приводяться до інтегралів від 

тригонометричних функцій. 
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Приклад 8. Знайти 
 2

2

4 x

dxx
. 

Розв’язання: підінтегральна функція містить нелі-

нійний ірраціональний вираз виду 22 xa  , тому скорис-

таємось відповідною триногометричною підстановкою 













.cos4sin444

,cos2

,sin2

4 222
2

2

ttx

tdtdx

tx

x

dxx
 

   
  dtt

t

tdtt

t

tdtt 2

2

2

2

sin2
cos2

cos2sin2

cos4

cos2sin2
 

як бачимо, ми дійшли до інтегралу від тригонометричної 

функції xsin  у парній степені, тому застосуємо формули 

зниження порядку (додаток А), отримаємо: 

     C
t

ttdtdtdtt
2

2sin
2cos2cos1

2

1
2  

повернемось до первинної змінної x  

С

x

x
x

t

враховуючи















2

2
arcsin2sin

2
arcsin

2
arcsin

. 

Розглянемо інтеграл виду  dxcbxaxxR 2, . 

Знайти первісну для такого інтегралу можна завдяки спе-

ціальній підстановці 
t

x
1

 , після якої можна буде привести 

його до інтегралу від раціональної функції. 
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Приклад 9. Знайти 
 12 xxx

dx
. 

Розв’язання. 



12 xxx

dx
 

   














 
22

2

2

2

2

2

2
11

1
1

11
1

,

,
1

tttt

tdt

t

tt

tt
xx

t

dt
dx

t
x

 





















 

4

3

2

11
4

1

4

11
2

2
2

t

dt

tt

dt

tt

dt
 

С
х

х
arctg

x
t

враховуючи
С

t
arctg 










3

2

3

2
1

3

12

3

2
. 

Означення. Вираз   dxbxax
pnm  , де m , n , p , a , b  – 

сталі величини, називають диференціальним біномом. 

Теорема. Інтеграл від диференціального бінома  

   dxbxax
pnm

 

якщо m , n , p  – раціональні числа, приводиться до інтег-

ралу від раціональної функції й виражається через елемен-

тарні функції в наступних випадках: 

1) p  ціле число (тобто додатне, від’ємне або нуль); 

2) 
n

m 1
 ціле число (тобто додатне, від’ємне або нуль); 
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3) p
n

m


1
 ціле число (тобто додатне, від’ємне або 

нуль). 

Приклад 10. Знайти  
 

.
12323


xx

dx
 

Розв’язання. 
 

dxxx
xx

dx
1

3

2

3

2

2323
1.

1




 















. 

Як бачимо 
3

2
m , 

3

2
n , 1p ; оскільки 1p  

(ціле число), покладемо tx 3

2

, тоді 2

3

tx  , dttdx 2

1

2

3
  та 

виконаємо перетворення підінтегрального виразу: 

   
 




  


12

3
1

2

3

2

3
1

12

1

2

1
11

tt

dt
dtttdtttt  

   













 Carctgu
u

du

uu

udu

ut

ududt

ut

3
1

3
1

2

2

3

11

,2

.

22

2

2

 

CxarctgCxarctgCtarctg  332 333 . 

Більш детальну інформацію та інші приклади інтег-

рування тригонометричних й ірраціональних функцій 

можна знайти у [1; 6; 7; 8; 10; 11] зі списку літератури. 

3  Інтеграли від функцій, що не виражаються 

через елементарні функції 

У зауваженні на лекції 1 нами було зазначено, що не 

завжди первісна, навіть тоді, коли вона існує, може бути в 



44 

кінцевому виді представлена через елементарні функції, 

тож розглянемо такі функції. Такими функціями є первісні 

представлені такими інтегралами, як, наприклад:  

 dxex2

 – інтеграл Пуасона,  dx
x

xsin
 – інтегральний синус, 

 dx
x

xcos
 – інтегральний косинус, 

x

dx

ln
 – інтегральний 

логарифм,  dxxdxx 22 sin,cos  – інтеграли Френеля, 

  dxxk 22 sin1  – еліптичний інтеграл. 

Очевидним є той факт, що первісна для таких інтег-

ралів є деякою новою функцією, яка не може бути пред-

ставлена як комбінація кінцевого числа елементарних 

функцій.  

Так, наприклад, одна з таких первісних Cdxex 
22


, 

яка обертається в нуль, якщо змінна x  дорівнює нулю, 

називається функцією Лапласа й позначається  x . Тож,  

  Cdxex x  
22


, якщо   00  . 

Ця функція вивчена достат-

ньо добре та складені таблиці 

її значень для різних значень 

змінної x . На рисунках 3.1 та 

3.2 зображено графіки під-

інтегральної функції 
2xey   

та функції Лапласа  xy  . 

2xey   

y 

x 0 

Рисунок 3.1 
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Еліптичним інтегралом, 

який позначають  xE , є 

така первісна з первісних 

Cdxxk 
22 sin1 , яка 

обертається в нуль коли 

значення змінної 0x , 

причому 1k . Тобто, 

  2

22 sin1 CdxxkxE   , якщо   00 E . 

Та для цієї функції також складені таблиці значень для 

різних значень змінної x  та параметру k , який називають 

модулем. Аргумент x  трактується як кут, виражається у 

градусах, але й k  (правильний дріб!) розглядається як 

синус деякого кута, який подається в таблиці замість 

модуля, й також, у градусах. 

Таким чином, ми бачимо, що вищезазначені функції 

плідно досліджуються за їх інтегральними виразами та 

застосовуються в науці, хоча не можуть бути представлені 

через кінцеве число елементарних функцій. Слід також 

розуміти, що ми можемо зустріти подібні функції й під час 

звичайного інтегрування. 

 

Завдання для самоконтролю за лекцією 3 

 

1. Раціональний 
)(

)(

xQ

xP

m

n  дріб вважається правильним, 

якщо степені многочленів:  

V1. рівні;V2. степінь чисельника більше за степінь 

знаменника; V3. степінь чисельника менша за степінь 

 xy   

y 

x 
0 

Рисунок 3.2 

-1 

1 
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знаменника; V4. відрізняються на один; V5. інша 

відповідь. 

2. Які з наведених нижче інтегралів приводяться до 

інтегрування раціональних дробів: 

V1.  dxcbxaxxR 2, ; V2.   dxbaxxR
k

),( 1 ; 

V3.  dxxaxR  22, ; V4. 
 dxbxa

dx

sincos
; V5. інша 

відповідь. 

3. Інтеграл  dxxxxxR
k mk mk m

),,,( 3 32 21 1  раціоналізується 

підстановкою ntx  , де n  

V1. сума чисел 321 ,, kkk ; V2. найбільше з чисел 

321 ,, kkk ; V3. найменше з чисел 321 ,, kkk ; V4. найменше 

спільне кратне 321 ,, kkk ; V5. інша відповідь. 

4. Інтеграл 
 cbxaxx

dx
2

 береться за допомогою 

підстановки:  

V1. 2tx  ; V2. 
t

x
1

 ; V3. caxt  2 ; V4. caxt  2 ; 

V5. інша відповідь. 

5. Невизначений інтеграл   dxx21  дорівнює   

V1. C
x


 21

1
; V2. C

x




3

212
; V3. C

x




3

)21(2 3

; 

V4. C
x




3

)21( 3

; V5. інша відповідь.  

6. У яких випадках інтеграл    dxbxax
pnm

 

раціоналізується  
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V1. 
n

m 1
 ціле число V2. 

m

n 1
 ціле число; V3. p  ціле 

число; V4. p
m

n


1
 ціле число V5. інша відповідь. 

7. Невизначений інтеграл 
22 3 3

dx

x x 
  дорівнює 

V1. C
x

arctg 
3

2

2

1
; V2. Cxx 










2

3

4

3
ln

2

; 

V3. C
x

x






34

34
ln

2

1
; V4. C

x

x






32

32
ln

2

1
; V5. інша відповідь. 

8. Визначити інтеграли для знаходження яких потрібно 

застосувати тригонометричні підстановки 

V1. 
 254 2 xxx

dx
; V2. 

 74 2xx

dx
; V3. 

 74 2x

xdx
; 

V4. 
 93

2

x

dxx
V5. інша відповідь. 

9. Знайти невизначені інтеграли: а) 
 254 2 xxx

dx
; 

б)  dx
x

x

2cos

2sin 3

; в) 


dx
x

x
2

2 16
; г) 

 1cossin xx

dx
; 

д) 



dx

xx

x
3

6

11

1
; е)  xdx2sin 6

; ж)    xx

dx
22 cos7sin2

. 
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ЛЕКЦІЯ 4 

План лекції: 

1. Введення поняття визначеного інтегралу, означення 

та його властивості. 

2. Обчислення визначеного інтегралу. Теорема Ньюто-

на–Лейбніца. Основні методи інтегрування визна-

ченого інтегралу 

3. Невласні інтеграли: по нескінченному проміжку 

(першого роду) та від необмежених функцій 

(другого роду). 

 

1 Введення поняття визначеного інтегралу, озна-

чення та його властивості 

Розглянемо задачу щодо знаходження площі криволі-

нійної трапеції. Нехай ми маємо криволінійну трапецію  

ABCD  (рисунок 4.1), що 

обмежена зверху лінією 

)(xfy  , при цьому 

функція задана на відріз-

ку  ba;  та додатна, 

  0xf . Знайдемо пло-

щу S  криволінійної тра-

пеції. Основа цієї 

трапеції належить осі x0 , 

праворуч та ліворуч відповідно обмежена прямими ax  , 

bx   та зверху – кривою  xfy  . Як відомо зі шкільного 

курсу математики, площа фігури дорівнюватиме сумі 

площин декількох фігур з яких вона складається. Тож, 

у 

0 

y=f(x) 

b a  

Рисунок 4.1  

S 

А  

В  С 

D 
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будь-який багатокутник можна розбити на трикутники або 

прямокутники. Потім за допомогою граничного переходу 

за площами правильних вписаних та описаних багато-

кутників можна визначити площу, але при цьому слід 

враховувати геометричні властивості фігури. 

Для вирішення поставленої задачі, обчислення площі 

зазначеної фігури (рисунок 4.1), розіб’ємо відрізок  ba;  

точками bxxxax n  ,....,,, 210 . У кожній точці ділення 

проведемо перпендикуляр до перетину з графіком функції 

 xfy   (рисунок 4.2, а). Таким чином, трапецію буде 

розбито на n  частинних трапецій. На кожному відрізку 

 10 , xx ,  21, xx ,…,  nn xx ,1  виберемо довільну точку i  та 

проведемо прямі, які паралельні осі y0 , до перетину з 

лінією  xfy   й отримаємо значення функції в цій точці, 

тобто  if   (рисунок 4.2, б). 

 

 
 

Складемо суму,  що матиме вигляд  

 



n

i
ii xf

1

  

у 

f( 1 ) 

0 

y=f(x) 

b=xn  a 1
 a1     a2 

Рисунок 4.2, б 

у 

0 

y=f(x) 

b=xn 
a=x0  a1   a2 

Рисунок 1  

Рисунок 4.2, а 

х 
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та будемо її називати інтегральною сумою для функції 

 xfy   на відрізку  ba; . Ця сума залежить як від спосо-

бу розбиття так й від вибору точок i . Очевидно, що вираз 

  ii xf   є площею прямокутника, а їх сума є не що інше як 

площа сходинкової фігури. Площа такої фігури буде 

вважатися наближеним значенням площі заданої кри-

волінійної трапеції ABCD . Зрозуміло, що це значення буде 

тим більш точнішим, чим більшою буде кількість точок 

розбиття ( n ) та чим меншим буде довжина частинного 

інтервалу ( ix ), на які розбивається відрізок. 

Далі буде доведено, що будь-яка фігура, яка відповідає 

наведеним у прикладі умовам криволінійній трапеції 

ABCD , матиме площу в наведеному вищі сенсі. 

Розглянемо ще одну задачу, яка полягає у визначенні 

маси лінійного неоднорідного стриженя, який належить осі 

x0  та обмежується відрізком  ba; . Щільністю розподілу 

маси вздовж стриженя нехай буде неперервна функція від 

x : )(x . 

Для  вирішення цієї задачі повторимо дії з задачі зна-

ходження площі трапеції. Розіб’ємо відрізок  ba;  точками 

ix ),...1( ni   та довільним чином виберемо точку на кожно-

му з отриманих частинних відрізків, це точки i . Оскільки 

всередині відрізку  ii xx ;1  функція щільності )(x  змі-

нюється достатньо мало, то масу частини стриженя на 

цьому відрізку можна вважати такою, що приблизно дорів-

нює ii x)( , де 1 iii xxx . Тоді маса усього стриже-

ня m  буде приблизно дорівнювати сумі усіх його частин: 
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



n

i
ii x

1

)( . Щоб досягти більш точного значення, слід 

перейти до границі, коли найбільший частинний відрізок 

прямує до нуля, тобто  





n

i
ii

x
xm

i 10max
)(lim  . 

Означення 1. Якщо границя інтегральної суми при 

ixmax , що прямую до нуля, існує, кінцева та не залежить 

від способу вибору точок ix  та точок i , то цю границю 

називають визначеним інтегралом від функції )(xf  на 

відрізку  ba;  та позначають 
b

a

dxxf )( . Сама функція )(xf  

називається інтегрованою на відрізку  ba; , тобто 





n

i
ii

x

b

a

xdxxf
i 10max

)(lim)(  , 

ba;  – нижня та верхня границі інтегрування відповідно. 

Підсумовуючи вищевикладене та беручи до уваги 

наведене означення визначеного інтегралу, ми можемо 

стверджувати, що площа плоскої фігури, яка обмежена 

зверху графіком неперервної функції 0)(  xfy , знизу 

віссю x0 , праворуч та ліворуч відповідно прямими ax  , 

bx   є невизначений інтеграл 


b

a

dxxfS )( .                             (4.1) 

Поняття визначеного інтегралу є важливим інстру-

ментом математичного дослідження та допомагає вирішен-

ню різноманітних задач геометрії, фізики, економіки і т.п., 
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як: обчислення площі фігури, обчислення маси стриженя, 

обчислення роботи змінної сили, знаходження шляху за 

відомою швидкістю та інші. 

Теорема 1. Якщо функція )(xfy   неперервна на від-

різку  ba; , то вона інтегрована на цьому відрізку. 

Зауваження 1. Якщо відрізок  ba; , на якому задана 

функція )(xfy  , можна розбити на кінцеве число частин-

них відрізків, на кожному з яких вона неперервна чи моно-

тонна, то така функція інтегрована на цьому відрізку. 

Властивості визначеного інтегралу. 

1. Постійний множник можна винести за знак визна-

ченого інтегралу:   

dxxfcdxxfc
b

a

b

a

  )()( , constc  . 

2. Визначений інтеграл від суми (або різниці) функцій 

дорівнює сумі визначених інтегралів від кожного доданку:  

   
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

3. Якщо функція )(xfy   інтегрована на кожному з 

відрізків  ca; ,  bc;  ( bca  ), то вона інтегрована на від-

різку  ba;  та 

  
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( ,  bac ; . 

4. Згідно з означенням визначеного інтегралу маємо: 

 
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( ;  0)( 
a

a

dxxf . 
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5. Якщо на відрізку  ba; , ba  , функції )(xfy   та 

)(xgy   інтегровані та задовольняють на цьому відрізку 

нерівності )()( xgxf  , то  

 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

6. Справедлива нерівність 

dxxfdxxf
b

a

b

a

  )()( , ( ba  ), 

або у випадку, коли a  необов’язково менше за b  

dxxfdxxf
b

a

b

a

  )()( . 

7. Похідна від визначеного інтегралу  

  )(xfdxxf
b

a















 . 

8. Теорема про середнє. 

Теорема 2 (про оцінку визначеного інтегралу). Зна-

чення визначеного інтегралу міститься між добутком най-

меншого та найбільшого значення підінтегральної функції 

на довжину інтегралу інтегрування: 

  )()( abMdxxfabm
b

a

  , 

де m , M  – найменше та найбільше значення функції )(xf  

  Mxfm  . 

Геометричний зміст теореми полягає в тому, що 

площа криволінійної трапеції aABCb  (рисунок 4.3) більша 

площі прямокутника з основою що дорівнює основі цієї 
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трапеції і висотою, що 

дорівнює найменшої ор-

динаті трапеції (ординаті 

точки C ), та менша за 

площу прямокутника з 

такою ж основою і висо-

тою, що дорівнює най-

більшій ординаті (ординаті 

точки B ). 

Приклад 1. Оцінити визначений інтеграл 
2

4

sin


 x

x
. 

Розв’язання: Функція xsin  на відрізку 








4
;

2


 прий-

має відповідні значення 











1;

2

2
, тож функція 

x

xsin
 

прийматиме значення 
4

4sin




 та 

2

2sin




 і буде спадаючою  


















 

424

4sinsin

2

2sin

42

2

4









 

 x

x
; 

44

4sinsin

42

2sin 2

4









 



  dx
x

x
; 







 

 4

4

2

2sin

4

2
1

2

4

  dx
x

x
; 

2

2sin

2

1
2

4

 


 x

x
. 

у 

0 

y=f(x) 

b a 

Рисунок 4.3  
х 

A 

B 

C 
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Тож, як бачимо, значення заданого визначеного 

інтегралу знаходиться між числами 5,0  та 7,0 . 

2 Обчислення визначеного інтегралу. Формула 

Ньютона–Лейбніца. Основні методи інтегру-

вання визначеного інтегралу 

Для обчислення визначених інтегралів користуються 

формулою Ньютона–Лейбніца: 

  )()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 , )()( xfxF  .    (4.2) 

Приклад 2. Обчислити визначені інтеграли:  

а) dxx




2

1

345 ; б) dx
x

x 











2

0

3

3

7
. 

Розв’язання:  

а)  
5ln75

24
55

5ln3

1

5ln

5

3

1
5 2

2

1

342

1

34  





x

xdx ; 

б) 












  

2

0

342

0

2

0

31
2

0

3

4

3

3
7

3

7 x

x

dx
dxxdx

x
x  

.
3

5
ln4

2

23
3ln75ln70

4

23
3ln7

334
2

0






 x

 

Розглянемо метод заміни змінної у визначеному інте-

гралі. 

Метод заміни змінної у визначеному інтегралі вико-

нується на тих самих умовами як й в невизначеному, але 

зверніть увагу на наступне зауваження. 
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Зауваження 2. Під час введення нової змінної у визна-

ченому інтегралі слід вказати нові границі інтегрування, 

тому повертатися до первинної змінної не має сенсу. 

Приклад 3. Обчислити визначений інтеграл 


1

0
6

2

1 x

dxx
. 

Розв’язання: 
 



















0

,1

,3

,

11

2

3

1

0
23

21

0
6

2

b

a

t

t

dxxdt

xt

x

dxx

x

dxx
 

12
0

3

1
1

3

1

3

1

13

1 1

0

1

0
2





  arctgarctg

t

dt
arctgt . 

Приклад 4. Обчислити інтеграл  
3

0

29 dxx . 

Розв’язання: 













23

3
arcsin

,0
3

0
arcsin

,cos99

,cos3

,
3

arcsin,sin3

9
223

0

2


b

a

t

t

tx

tdtdx

x
ttx

dxx  

  
2

0

2

0

2
2

0

2 2cos1
2

9
cos9cos3cos9



dtttdttdtt  




 

2

9
2cos

2

9

2

9
2sin

4

9

2

9
2

0

2

0

2

0

2

0

   ttdttdt . 
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Також використовується й метод інтегрування части-

нами у визначеному інтегралі. Формула приймає такий 

вигляд 

 
b

a

b

a

b

a
vduudv uv . 

Приклад 5. Обчислити інтеграл   
1

0

)1ln( dxx . 

Розв’язання: 












xv
x

dx
du

dxdv

xu

dxx
,

1

,

),1ln(

)1ln(
1

0

 

 








1

0

1

0

1

0
2ln

1

11
2ln

1
)1ln( dx

x

x

x

xdx
xx  

12ln22ln
1

1

1

11

0

1

0

1

0

1

0

)1ln( 






   xxdx

x
dx

x

x
. 

Приклад 6. Обчислити інтеграл  
2/

0

4 5cos


dxxe x .  

Розв’язання: застосуємо метод інтегрування частинами  













x

x

x

ev

dxxdu

dxedv

xu

dxxe

4

4

2/

0

4

4

1

,5sin5

,

,5cos

5cos

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









 

x

x

xx

ev

dxxdu

dxedv

xu

xdxexe

4

4
2

0

4

2

0

4

4

1

,5cos5

,

,5sin

5sin
4

5
5cos

4

1 

  





  xdxexe xx 5cos

4

1
55sin

4

1

4

5

4

1 2

0

42

0

4



 


2

0

4
2

5cos
4

1

16

25

16

5

4

1 

xdxe
e x . 

Як бачимо це зворотній інтеграл, тож після перетво-

рень про які йшла мова в лекції 2, отримаємо відповідь: 

41

45
5cos

4

1 22

0

4 



e

xdxe x . 

3 Невласні інтеграли: по нескінченному проміжку 

(першого роду) та від необмежених  функцій 

(другого роду) 

Натепер нами вивчене поняття визначеного інтегралу 


b

a

dxxf )(  для випадку кінцевого проміжку  ba;  та обмеже-

ної функції )(xf . 

Розглянемо інтеграл від функції )(xf  на проміжку 

 ;a , тобто для ax  , інтегрованої у будь-якій точці його 

частини  Aa; , тобто 
A

a

dxxf )( . 

Означення 2. Границя інтегралу 
A

a

dxxf )(  (кінцева або 
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нескінчена), коли A  називається інтеграл від функції 

)(xf  з границями інтегрування від a  до   та 

позначається 







A

aa
A

dxxfdxxf )(lim)( . 

У випадку коли границя кінцева, то кажуть, що інтег-

рал збігається, а функція )(xf  інтегрованою на нескінче-

ному проміжку  ;a . У протилежному випадку, цей 

інтеграл розбігається. Визначений інтеграл того вигляду є 

невласним інтегралом першого роду або називають невлас-

ний інтеграл з необмеженими границями. Аналогічно 

визначається невласний інтеграл: 





b

A

b

A
dxxfdxxf )(lim)( . 

Усі методи інтегрування розглянуті нами раніше 

можуть бути використані під час дослідження невласних 

інтегралів на збіжність. 

Приклад 7. З’ясувати чи збігається заданий інтеграл 




0
2 12x

xdx
. 

Розв’язання: застосуємо метод заміни змінної та візь-

мемо до уваги наведене вище означення невласного інтег-

ралу на нескінченому проміжку  ;a , отримаємо: 












 



 t
A

A

A

A

ba

t

dt

t

dt

tt

xdx
dt

xdxdt

xt

x

xdx
ln

1
11

2

0
2

limlim
4

1

,1

,
4

,4

,12

12
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      


AA
AAA

lnlim1lnlimlnlim . 

Заданий інтеграл розбігається, оскільки ми отримали 

нескінчену границю. 

Приклад 8. З’ясувати чи збігається заданий інтеграл 




1
5x

dx
 

Розв’язання: згідно з означенням маємо: 



























4

1

4

1
limlimlim

4

1
1

5

1
5

4

4

A
dxx

x

dx

A

A

A

A

A

x
, 

враховуючи, що 0
4

1
lim

4


 AA
, ми отримаємо остаточну відпо-

відь для нашого інтегралу: 

4

1

1
5




x

dx
. 

Отже, заданий інтеграл збігається. 

Зауваження 3. Якщо )()( xxf   та інтеграл 


a

dxx)(  

збігається, то інтеграл 


a

dxxf )(  також збігається (ознака 

порівняння). 

Приклад 9. За допомогою ознаки порівняння показа-

ти, що інтеграл 


1
91 x

dx
 збігається. 

Розв’язання: виконаємо деякі перетворення у підінтег-

ральній функції, а саме 
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 
9

3

9

999 1
1

1

1

1

1

1

x
x

x

xxx








. 

Коли x  існує функція 
3

1
)(

x
x  така, що 

3

9

3

1

1
1

1

x

x
x





, 

дослідимо на збіжність невласний інтеграл першого роду 

від функції )(x , тобто 

2

1
limlim

22

1

1
1

3
1

3
 





 x

A
A

AA x

dx

x

dx
, 

який, як бачимо, збігається. Тоді, згідно з ознакою 

збіжності, робимо висновок, що заданий інтеграл 




1
91 x

dx
 також збігається та його значення менше за 5,0 . 

Якщо функція )(xf  визначена і неперервна на всій 

числовій осі, то можна розглядати невласний інтеграл на 

проміжку   ;  











0

0

)()()( dxxfdxxfdxxf . 

Цю рівність слід розуміти у такому сенсі: якщо кожен 

з невласних інтегралів праворуч збігаються, то, згідно з 

означенням, й інтеграл ліворуч збігається. 

Геометричний зміст збіжного невласного інтегралу, 



62 




a

dxxf )( , у випадку 

коли 0)( xf , слід 

розуміти як площу 

необмеженої (нескін-

ченої) області, яка 

розташована між лінія-

ми )(xfy  , ax   та 

віссю абсцис 0y  

(рисунок 4.4). Якщо інтеграл розбігається, то говорити про 

площу фігури не можна. 

Наприклад, нескінченій трапеції, що обмежена гіпер-

болою 
x

y
1

 , додатною віссю абсцис та прямою 1x , не 

можна визначити площу, оскільки  






 x
x

dx
ln

1
1

. 

Невласні інтеграли першого роду часто зустрічаються 

в механіці та електростатиці у зв’язку з обчисленням по-

тенціалу. 

Наприклад, нехай ми маємо матеріальну точку масою 

m , яка рухається з початкової точки з абсцисою 1x  у 

нескінченість. Визначимо роботу сили тяжіння P . Для від-

шукання роботи цієї сили, пригадаємо як вона визна-

чається. Згідно з законом Ньютона величина сили тяжіння 

знаходиться 
2x

m
kP  , де k  – стала, а робота, щодо перемі-

щення точки з початкової до будь-якої точки – з формули  

x 

y 

а 




a

dxxf )(  

Рисунок 4.4 

y=f(x) 
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kmdx
x

m
kA  


1
2

 

Мінус виникає тому, що напрямок сили тяжіння про-

тилежний руху матеріальної точки, тому з цієї ж причини 

робота буде також від’ємною. Якщо точка буде рухатися у 

протилежному напрямку, то знак роботи зміниться на до-

датний. 

Така робота називається потенціалом сили тяжіння 

матеріальної точки. 

Розглянемо тепер невласні інтеграли другого роду або, 

як їх ще називають, інтеграли від функцій, що мають не 

скінчені розриви. 

Означення 3. Невласним інтегралом другого роду від 

функції )(xf  неперервної, коли bxa   та необмеженої 

коли bx , називається границя інтегралу 
b

a

dxxf )( , коли 

0 , тобто 











b

a

b

a

dxxfdxxf )(lim)(
0

, 0 . 

Якщо вказана границя існує, то невласний інтеграл 

збігається, навпаки –  розбігається. 

Аналогічно, якщо функція )(xf  має нескінчений роз-

рив на лівому кінці ax   проміжку  ba; , то 







b

a

b

a

dxxfdxxf



)(lim)(

0
. 

Якщо функція )(xf  має нескінчений розрив у деякій  

точці c , bca  , тоді за означенням маємо: 
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  
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

Якщо обидва інтеграли у правій частині  збігаються, то 

інтеграл ліворуч також збігається; якщо хоча б один з них 

розбігається – розбігається. 

Приклад 10. Дослідити на збіжність невласний інтег-

рал 


1

1
4x

dx
. 

Розв’язання: на відрізку  1;1  існує точка 0x , в якій 

підінтегральна функція 
4

1

x
 має розрив, то скористаємось 

вищезазначеним та запишемо заданий інтеграл у вигляді 

суми таких інтегралів: 

 


1

0
3 4

0

1
3 4

1

1
3 4 x

dx

x

dx

x

dx
. 

З’ясуємо питання збіжності для кожного з них окремо:  

3lim
0

1
3 40

0

1
3 4

 









 x

dx

x

dx
; 

3lim
1

0
3 40

1

0
3 4

 





 x

dx

x

dx
. 

Таким чином, ми отримали, що обидва інтеграли 

збігаються, звідси робимо висновок, що заданий інтеграл 




1

1
4x

dx
 збігається також. 

Зауважимо, що якщо лінія )(xfy   має у точці bx   

асимптоту, то обмежена нею трапеція буде нескінченою. 
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Як це зображено на 

рисунку 4.5.  

Якщо існує невлас-

ний інтеграл від функ-

ції )(xf , то вважають, 

що він визначає площу 

нескінченої трапеції, у 

протилежному випадку 

трапеція площі не має. 

 

Завдання для самоконтролю за лекцією 4 

 

1.  Яка з вказаних нижче задач не приводить до по-

няття визначеного інтегралу:  

V1. задача про площу криволінійної трапеції; 

V2. задача про кутовий коефіцієнт дотичної до кривої; 

V3. задача про роботу змінної сили; V4. задача про масу 

неоднорідного лінійного стержня; V5. інша відповідь.  

2.  Вставити пропущене слово. 

Під час введення нової змінної у визначеному 

інтегралі слід _________________________ 

V1. не вказувати нові границі інтегрування; V2. зали-

шити без змін границі інтегрування; V3. вказати нові гран-

иці інтегрування та повернутися до старої змінної; V4. вка-

зати нові границі інтегрування; V5. інша відповідь. 

3. Формула інтегрування частинами у визначеному 

інтегралі має вигляд 

V1.  
b

a

b

a

b

a
vduudv uv ; V2.   duvuvdvu ; V3.  

b

a

b

a

vduuvudv ;  

x 

y 

а 


b

a

dxxf )(  

y=f(x) 

b 

Рисунок 4.5 
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V4.   vduudv
b

a

b

a
uv ; V5. інша відповідь. 

4. Якщо функція )(xf  визначена й інтегрована на про-

міжку  Aa; , такого, що aA , то інтеграл 


a

dxxf )(  нази-

вається 

V1. визначеним інтегралом; V2. невизначеним інтегра-

лом; V3. невласним інтегралом 2-го роду; V4. невласним 

інтегралом 1-го роду; V5. інша відповідь. 

5. Щоб інтеграл 
b

a

dxxf )(  був невласним 2-го роду 

підінтегральна функція )(xf  на  ba;  має бути  

V1. обмеженою; V2. необмеженою; V3. визначеною; 

V4. неперервною; V5. інша відповідь. 

6. Невласний інтеграл 




dxxf )(  буде збіжним, якщо 

буде збіжним: 

V1. кожний з інтегралів 


0

)( dxxf  та 


0

)( dxxf ; 

V2. хоча б один з інтегралів 


0

)( dxxf  та 


0

)( dxxf ; 

V3. 


0

)( dxxf ; V4. 


0

)( dxxf ; V5. інша відповідь. 

7. Якщо на відрізку  ba; , ba  , функції )(xfy   та 

)(xgy   інтегровані та задовольняють на цьому відрізку 

нерівності )()( xgxf  , то  
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V1.  
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( ; V2.  
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( ;  

V3.  
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( ; V4.   
b

a

b

a

dxxgdxxf 0)()( ; 

 V5. інша відповідь. 

8. Вставити пропущене слово.  

Визначений інтеграл від суми функцій дорівнює 

__________  визначених  інтегралів  від кожної функції.  

V1. добутку; V2. частці; V3. різниці; V4. сумі; 

V5. інша відповідь. 

9. Вставити пропущене слово. 

Значення визначеного інтеграла __________ від позна-

чення змінної інтегрування. 

V1. залежить; V2. не залежить; V3. залежить від обра-

ного методу інтегрування; V4. інколи не залежить; 

V5. інша відповідь. 

10. Обчислити невласні інтеграли або довести їх 

розбіжність: 

а) 


 
;

1022 xx

dx
 б) 

e

xx

dx/1

0

;
ln

 в) 


0

dxxex
. 
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ЛЕКЦІЯ 5 

План лекції: 

1 Геометричні застосування визначеного інтегралу: 

обчислення площі плоскої фігури, довжини дуги 

кривої. 

2 Обчислення об’єму тіла обертання та площі його 

поверхні  

3 Фізичні застосування визначеного інтегралу: маса, 

статичні моменти, моменти інерції та координати 

центра мас плоскої дуги. 

4 Методи наближеного обчислення визначених  

інтегралів. 

 

1 Геометричні застосування визначеного інтегра-

лу: обчислення площі плоскої фігури, довжини 

дуги кривої 

Як було з’ясовано на лекції 4, визначений інтеграл 


b

a

dxxf )(  це число, яке дорівнює площі криволінійної трапе-

ція (формула 4.1). Ця трапеція зверху обмежена кривою 

)(xfy  , знизу віссю абсцис, праворуч та ліворуч прямими 

ax  , bx   (дивись рисунок 4.1).  

Приклад 1. Обчислити площу фігури, обмеженої 

лініями 1 xey , 0y , 2lnx . 

Розв’язання. Для знаходження площі цієї фігури засто-

суємо формулу 
b

a

dxxfS )( . Як відомо з умови задачі 

2ln0  x , 0)( xf . Тож, обчислення площі заданої фігу-
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ри полягає у звичайному обчисленні визначеного інтегра-

лу, а саме: 

 
 















 
1

0
2

2

2

2

22

2

2ln

0 1
2

1,0
1

2
,1ln

1lnln,1

1,1

1 dt
t

t

tt
t

tdt
dxtx

tete

tete

dxeS

ba

xx

xx

x  

 
2

2
1

1
12

1

0

1

02
2













  arctgttdt

t
 (кв.од.). 

Продовжимо розглядати питання обчислення площі 

плоскої фігури. Нехай фігура 

(рисунок 5.1) площу якої пот-

рібно знайти обмежена такими 

лініями:  

)(xfy   0)( xf , ax  , bx  , 

0y . 

Як бачимо з рисунку 5.1, ця 

фігура розташована під віссю 

абсцис, тому площу такої фігури слід знаходити за 

формулою (5.1):  


b

a

dxxfS )( .                                   (5.1) 

Приклад 2. Обчислити площу фігури, обмеженої 

лініями 2 xy , 0x , 2x . 

Розв’язання. Фігура, площу якої ми будемо шукати, 

x 

y 

)(xfy   

0 
b 

Рисунок 5.1   

a 

S 
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зображена на рисунку 5.2. 

Згідно з формулою (5.1) об-

числимо її площу: 

 





2

2
2 2

0

2

0

)2(
x

dxxS  

   
2

1

2

20

2

22
22







  (кв.од.). 

Нехай задана фігура, яка 

обмежена лініями )(1 xfy   

та )(2 xfy   ( )()( 21 xfxf  ) 

(рисунок 5.3), тоді площу 

фігури визначають за 

формулою (5.2): 

  
b

a

dxxfxfS )()( 12 .   (5.2) 

Приклад 3. Обчислити площу фігури, обмеженої 

лініями 24 xy  , xy 3 . 

Розв’язання. Побудуємо 

фігуру (рисунок 5.4) та 

знайдемо границі інтегру-

вання. Для цього розв’я-

жемо систему рівнянь: 









;3

,4 2

xy

xy
 

x 

)(2 xfy   

0 
b 

Рисунок 5.3   

a 

S )(1 xfy   

y 

x 

y 2 xy  

0 2 

2 

Рисунок 5.2   

S 

x 

y 

 

0 

xy 3  

Рисунок 5.4 

24 xy   S 
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







;3

,0432

xy

xx
    









;3

,1,4 21

xy

xx
       









.3,12

,1,4

21

21

yy

xx
 

Знаходимо площу фігури за формулою (5.2): 

  













2

3

3

1
4

2

3

3
434

1

4

231

4

2 xx
xdxxxS  

6

77
16

3

64
16 








  (кв.од.). 

Якщо на відрізку  ba;  функція )(xfy  , що зверху 

обмежує криволінійну трапецію, є кусочно-монотонною 

(рисунок 5.5), при цьому  bac ; , то площу шуканої 

фігури слід знаходити, як 

 
b

c

c

a

dxxfdxxfSSS )()( 2121 .               (5.3) 

 

 

 
 

Нехай на відрізку  ba;  задана неперервна функція 

)(xfy   загального виду (рисунок 5.6). Припустимо, що 

відрізок  ba;  можна розбити на кінцеве число інтервалів, 

x 

y 
)(xfy   

0 
b 

Рисунок 5.6   

  a 

S1 

S2 

S3 

x 

y 

0 

 S1 

Рисунок 5.5   

 S2 

)(1 xfy   

b c a 

)(2 xfy 
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таких що на кожному з них функція )(xfy   буде знако-

сталою й не дорівнюватиме нулю, тоді площу фігури 

знаходимо так 

 
b

d

d

c

c

a

dxxfdxxfdxxfSSSS )()()(321 .           (5.4) 

Приклад 4. Обчислити площу фігури, обмеженої лі-

ніями xy 4 , xy  , 4x , 0x . 

Розв’язання. Побудуємо фігуру (рисунок 5.7). 

Як бачимо )(xfy  , яка 

обмежує задану фігуру, є 

кусочно-монотонною, верхня 

лінія складається з двох ліній: 

прямої xy   та гіперболи 

xy 4 . Тож, для знаход-

ження площі заданої фігури 

скористаємось формулою 

(5.3). Спочатку знайдемо 

координати точки перетину графіків функцій, для цього 

прирівняємо їх: 

xy 4 , xy  , xx 4 , 04  xx , 042 x , 2x . 

Таким чином, маємо три значення 0a , 4b , 2c , 

але значення 2x  не задовольняє умові задачі (як це 

видно з рисунку 5.7). Отже, площа заданої фігури 

обчислюється так: 

2ln42ln4
4 4

2

2

0

4

2

2

0

21

2

2

  xdx
x

xdxSSS
x

 (кв.од.). 

x 

y 

x
y

4
  

0 

 S1 

Рисунок 5.7   

 S2 

xy   

b c a 
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Приклад 5. Обчислити площу фігури, яка обмежена 

лініями 








;cos6

,sin4

tx

ty
 32y , ( 32y ). 

Зауваження 1. Як бачимо одна з ліній (яка є еліпсом) 

задана параметричними рівняннями: )(tyy  , )(txx  , 

тому у таких випадках ми будемо використовувати форму-

лу (5.5): 

 
2

1

)()(
t

t

dttxtyS .                                (5.5) 

Розв’язання. Побудуємо задану фігуру (рисунок 5.8). 
 

Фігура, площу якої 

нам потрібно знай-

ти є фігура CBO1
. 

ЇЇ площа це є різни-

ця між площею фі-

гури CDABO1
 та 

площею фігури 

ABCD . Фігура 

ABCD  є прямокутником, площу якого знайти легко, якщо 

відомі величини його сторін. Сторона aCDAB   

дорівнює ординаті точок B  та C , а оскільки ці точці 

знаходяться на прямій 32y , то їх ордината 32 , а 

отже: 32a . Сторона ODAObAD  , величина 

ODAO  та дорівнює абсцисі точки D . Знайдемо її. 

Абсциса цієї точки така сама як й абсциса точки C , яка 

лежить одночасно на прямій 32y  та на еліпсі, рівняння 

якого нам відомо. Ординату точки C  ми знаємо, тож  

32y  

-6   А           О              D     6 

       В          О1  4          C      

Рисунок 5.8 

S CBO1  



74 

підставимо її в рівняння еліпсу, отримаємо:  









;cos6

,sin432

tx

t
 








;cos6

,3

tx

t 
 








;3cos6

,3





x

t
3x . 

Отримали, що 3ODAO , тоді 6 bAD . 

Площа прямокутника ABCD  тоді дорівнюватиме:  

36326  baSABCD
 (кв.од.) 

Для знаходження площі фігури CDABO1
 скорис-

таємось тим фактом, що вона є симетричною фігурою, та 

знайдемо лише половину цієї площі, як то площу фігури 

CDOO1
 за допомогою формули (5.5). Спочатку знайдемо 

диференціал функції )(txx  , тобто: 

  tdtdxtdx sin6cos6 


 , 

тоді площу фігури CDOO1
 знайдемо так: 

 
2

3

)sin6(sin4)()(
2

1

1





dtttdttxtyS
t

t

CDOO  

(мінус ми ставимо тому, що обхід від точки C  )
3

(


t  до 

точки 1O  )
2

(


t  відбувається у протилежному напряму 

руху годинникової стрілки) 

332612)2cos1(12sin212 2sin
2

3

2

3

2

3

2

3

2    















ttdtttdt , 

отже, площі фігури CDABO1  

 33222
11

 CDOOCDABO SS  (кв. од.). 
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Остаточно площа шуканої фігура CBO1
 знайдемо так: 

364312364
11

 ABCDCDABOCBO SSS  , 

364
1

 CBOS  (кв.од.). 

Приклад 5. Обчислити площу фігури, яка обмежена 

лініями  cos  та  sin , 20   . 

Зауваження 2. Лінії, які обмежують фігуру площу якої 

нам потрібно знайти, задано в полярній системі координат, 

то в якості основної фігури прийматимемо так званий 

криволінійний сектор. Через це для знаходження площі цієї 

фігури будемо застосовувати відповідну формулу: 






2

1

2

2

1
dS , де 

21   . 

Розв’язання. Побудуємо 

цю фігуру в полярній 

системі координат та 

визначимо точки перетину 

цих ліній, які й будуть 

границями інтегрування. 

Як бачимо з рисунку 5.9, 

площа заданої фігури 

може бути знайдена як 

сума двох площин 1S  та 

2S . Тож, спочатку знайдемо окремо ці площина, а потім 

обчислимо їх суму.  

 
164

1
2cos1

4

1
sin

2

1

2

2sin
4

0

4

0

4

0

2

1










 







 ddS , 

  

2  

0 

Рисунок 5.9 

 sin  

1 

4  

 cos

 

S  2S

 

1S  
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 
164

1
2cos1

4

1
cos

2

1

2

2sin
2

4

2

4

2

4

2

2



















 







 ddS , 

81616
21


 SSS (кв.од.). 

Нехай )(xfy   непе-

рервна функція разом зі свої-

ми похідними )(xf  . Такі 

лінії будемо називати 

гладкими (рисунок 5.10).  

Довжиною дуги кривої 

називатимемо границю, до 

якої прямує довжина впи-

саної в неї ламаної під час 

необмеженого зростання 

числа її ланцюжків, за умови прямування довжини 

найбільшого з них до нуля. 

Якщо ми будемо розраховувати довжину кожного з 

цих ланцюжків й додавати їх, ми прийдемо до визначеного 

інтегралу. Тож, визначений інтеграл застосовують для об-

числення довжини дуги кривої. 

Тоді, якщо задана функція )(xfy  ,  bax ; , то дов-

жина дуги обчислюється за формулою: 

dxyl
b

a

  21 ;                               (5.6) 

якщо задана функція )(ty  , )(tx    ;t , то 

довжина дуги обчислюється за формулою 

x 

y 

)(xfy   

0 
  b 

Рисунок 5.10   

a 

ix  
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dtyxl  




22
;                            (5.7) 

якщо задана функція )(  ,  21; , то довжина 

дуги обчислюється за формулою: 






dl  
2

1

22 .                           (5.8) 

Обчислення довжини дуги називають спрямленням. 

Приклад 6. Обчислити довжину однієї арки циклоїди 

(зображення лінії подано у додатку Д), якщо вона задана 

параметричними рівняннями:  

)cos1(2 ty  , )sin(2 ttx  . 

Розв’язання: задана функція є параметричною, то для 

обчислення довжини арки циклоїди скористаємось форму-

лою (5.7). Перш за все знайдемо похідні ty  та tx : 

tyt sin2 , )cos1(2 txt  , 2sin16cos88 222 ttyx  . 

Точка, що рухається, описує одну арку циклоїди, коли 

параметр t  змінюється від нуля до 2  (додаток Д). 

Знайдемо довжину цієї арки: 

 
2

cos

2

0

2

0

2

0

222 82sin42sin16
t

dttdttdtyxl






160cos8
2

2
cos8 


 (од. довжини). 

Приклад 7. Знайти довжину кардіоїди )cos1(3    

(додаток Д). 
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Розв’язання: змінюючи полярний кут   від 0  до  , 

ми отримаємо половину шуканої довжини дуги. Знайдемо 

  та обчислимо довжину: 

 sin3)cos1(3  , 

2
cos9)cos1(18sin9)cos1(9 22222 

  , 

  
 










0 0

222 12
2

cos6
2

cos92
2

1

c

dddl  

(од. довжини). 

2 Обчислення об’єму тіла обертання та площі його 

поверхні 

Нехай на відрізку  ba;  задана неперервна знако-

постійна функція  xfy  . Знайдемо об’єм тіла, отрима-

ного обертанням фігури навколо осі абсцис (рисунок 5.11).  

 

a   xi-1               zi                xi                                       b 

Рисунок 5.11   

у 

х 
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Для знаходження об’єму скористаємось методом про-

ектування криволінійної трапеції на вісь абсцис. Розіб’ємо 

відрізок  ba;  на елементарні відрізки довільними точками 

bxxxxa n  ...210 , та на кожному відрізку  ii xx ;1  

довільним чином виберемо iz  ni ,...2,1 . Тоді деяке набли-

ження для шуканого об’єму дасть сума   

i

n

i
i xzf




1

2 )(  

– це об’єм циліндра з висотою 1 iii xxx  та радіусом 

основи )( izf . 

Очевидно, що наближення до шуканого об’єму xV  

буде тим ближчим, чим менша довжина відрізка розбиття 

ix , тому шуканий об’єм xV  знайдемо як границю 

i

n

i
i

x
x xzfV

i





1

2

0max
)(lim  , 

де ixmax  – максимальна довжина відрізка розбиття. А це і  

є визначений інтеграл, тобто   


b

a

x dxxfV )(2 .           (5.9) 

Приклад 8. Обчислити об’єм 

тіла, отриманого обертанням фі-

гури, обмеженої лініями  
xey 2 , 0y , 0x , 1x . 

Розв’язання. Побудуємо тіло, 

яке буде отримано під час обер-

тання фігури, обмеженої зазначе-

ними лініями (рисунок 5.12). Обчислимо його об’єм 

x 

y 

1 

1 0 

Рисунок 5.12 
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  










 

 4

1

0

4
1

0

22 1
1

44 e
edxeV xx

x


  (куб.од). 

Інколи для обчислення об’єму тіла обертання навколо 

осі ординат зручніше користуватися іншою формулою 

(5.10), яку легко отримати завдяки заміні змінної x  на y  у 

формулі (5.9), тобто:  


d

c

y dyyV )(2  або 
b

a

y dxxxfV )(2 .           (5.10) 

Приклад 9. Обчислити об’єм 

тіла, отриманого обертанням фігу-

ри, обмеженої лініями 2xy  , 

3xy  . 

Розв’язання. Об’єм тіла (рису-

нок 5.13), яке отримано обертанням 

фігури знаходимо як різницю між 

зовнішнім об’ємом зовнV , який утворює лінія 3xy   та об’є-

мом внутрішнім внV , який утворює лінія 2xy  . 

   
1025

3

25

3
1

0

2351

0

221231 
 



















  

xx
dyyyVy (куб.од). 

Приклад 10. Обчислити об’єм 

тіла, отриманого обертанням фігу-

ри, обмеженої лініями  
24 xy  , xy 3 , 0x . 

Розв’язання. Побудуємо фігуру 

обмеженої лініями 24 xy  , xy 3 , 

0x  (рисунок 5.14). Як бачимо, 

x 

y 

0 

Рисунок 5.14 

у=4-х2 

у=3х 

x 

y 

1 

1 0 

Рисунок 5.13 

y=x3 

y=x2 



81 

об’єм шуканого тіла треба знаходити як різницю між 

більшим (об’єм зовнішнього тіла) та меншим (об’ємом 

внутрішнього тіла) об’ємами. Але спочатку знайдемо 

точки перетину графіків заданих функцій. Для цього 

розв’яжемо систему рівнянь  









;3

,4 2

xy

xy
 








;3

,0432

xy

xx
 








.4,1

,12,3

21

21

xx

yy
 

Друга точка з координатами  12;4   не задовольняє 

умові задачі, оскільки тіло обмежено віссю ординат. Отже, 

0a , 1b  – границі інтегрування. Знайдемо поступово 

зовнV  та внV , застосовуючи формулу (5.9):  

    












 

1

0

531

0

42
1

0

22

53

2
162164

xx
xdxxxdxxVзовн   

).(
15

203
одкуб


 ;   

1

0

1

0

32 339  xdxxVвн (куб.од). 

Остаточно: 
15

158
3

15

203 



xV (куб.од). 

Нехай нам дана 

поверхня, яка утво-

рена обертанням 

кривої )(xfy   

навколо осі x0  

(рисунок 5.15). Виз-

начимо площу цієї 

поверхні на відрізку 

 ba; . Функцію 

     a   x1      xi-1           zi          xi                    b             

Рисунок 5.15   

у 

х 

ix  

iy  Mi-1 

Mi 

il

 
M1 

А 

В 
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)(xfy   будемо вважати неперервною та такою що має 

неперервну похідну в усіх точках цього відрізку. 

Скористаємось тим же методом розбиття відрізку  ba;  

довільними точками ix  та проведемо хорди 
1AM , 

21MM , 

…, ii MM 1 , BM n 1  довжини яких позначимо через 
1l , 

2l , …, nl . Зрозуміло, що кожна 

хорда довжини il  під час обертання 

опише усічений конус (рисунок 5.16), 

поверхня якого 
iп

S  дорівнюватиме 

i
ii

п l
yy

S
i




 

2
2 1 . 

Але 

2

2
22

1
i

i
iiii

x

y
xyxl




 . 

Згідно з теоремою Лагранжа, 

отримаємо: 

)(
)()(

1

1
i

ii

ii

i

i zf
xx

xfxf

x

y













 , де iii xzx 1 ; 

тоді 

)(1
2

2 21
ii

ii
п zfx

yy
S

i



  . 

Площа поверхні буде утворюватися описаною лама-

ною, яка складатиметься з окремих ланцюгів (хорд), тому 

вона дорівнює сумі: 

)(1
2

2 2

1

1
ii

n

i

ii
п zfx

yy
S 


 



  

    xi-1                         xi                                 

Рисунок 5.16   

 

ix  

iy  Mi-1 

Mi 

il  
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або  

  ii

n

i
iiп xzfxfxfS  


 )(1)()( 2

1
1 . 

Границя цієї суми, коли найбільший з ланцюгів 

ламаної ix  прямує до нуля й називається площею поверхні 

обертання. Хоча зазначена нами сума не є інтегральною 

сумою, оскільки тут з’являються декілька точок відрізку 

( ix , 1ix , iz ), але доведено, що границя цієї суми таки 

дорівнює границі інтегральної суми для функції )(xfy  . 

Тож, остаточно для обчислення площі поверхні обертання 

застосовують таку формулу: 

  dxxfxfS
b

a

п

2
)(1)(2   .                (5.11) 

Приклад 11. Обчислити площу поверхні сферичного 

поясу, який утворено обертанням навколо осі x0  дуги кола 

з центром у початку координат та радіусом 5 . 

Розв’язання. Як відомо рівняння кола з центром у по-

чатку координат та радіусом 5  має такий вигляд: 

2522  yx , тоді 22 25 xy  , функція, яка задана неявно, 

а її похідна дорівнює: xyy  , 
225 x

x

y

x
y







 . 

Обчислимо площу сферичного поясу за формулою (5.11):  

)(50252
25

1252

2

2

2 abdxdx
x

x
xS

b

a

b

a

п 
















   . 

Якщо вважати вираз  ab  висотою H  цього поясу,  
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то отримаємо, що HSп 50 , у випадку, коли 102  rH , 

площа сфери дорівнює 500пS . 

3 Фізичні застосування визначеного інтегралу: 

маса, статичні моменти, моменти інерції та 

координати центру мас плоскої дуги  

Маса неоднорідного стриженя, розташованого на від-

різку  ba;  осі x0  та має лінійну щільність )(x , яка є не-

перервною функцією на цьому відрізку, обчислюється за 

формулою 


b

a

dxxm )( .                               (5.12) 

Приклад 12. Обчислити масу частини стриженя, який 

має щільність xxx  3)( , на відрізку  2;1 . (Виконати 

самостійно). 

Якщо дуга плоскої кривої задана рівнянням )(xfy  , 

де  bax ;  та має щільність )(x ,  bax ; , то статичні 

моменти xM , yM  цієї дуги відносно координатних осей 

обчислюю відповідно за формулами: 

  dxxfxfxM
b

a

x  
2

)(1)()( ,   dxxfxxM
b

a

y  
2

)(1)( . (5.13) 

У випадку, якщо крива, щільність якої однорідна 

1)( x , буде задана параметричними рівняннями 

)(ty  , )(tx    21;ttt , то формули матимуть наступ-

ний вигляд:  
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    dttttM
t

t

x  
2

1

22
)()()(  , 

    dttttM
t

t

y  
2

1

22
)()()(  .                 (5.14) 

В аналітичній геометрії було розглянуто задачу зна-

ходження координат центру тяжіння системи матеріальних 

точок як середнє арифметичне відповідних координат то-

чок. Ми матимемо систему матеріальних точок ),( iii yxA , 

кожна з яких має певну масу im  ( )...,2,1 ni  . Координати 

центру тяжіння цієї системи ),( cc yxO  знайдуться за фор-

мулами: 








n

i
i

n

i
ii

c

m

mx

x

1

1 , 








n

i
i

n

i
ii

c

m

my

y

1

1                   (5.15) 

При цьому добутки iimx  та iimy , тобто добуток маси 

точки на відстань (для точок, що розташовані по одну 

сторону від осі ця відстань береться зі знаком плюс, а по 

іншу сторону – зі знаком мінус) цієї точки від деякої осі, 

називаються статичними моментами точки iA  відносно 

осі. Суму статичних моментів точок називають статичним 

моментом системи. Таким чином, центр тяжіння можна 

визначити як таку точку, що у випадку зосередження всієї 

маси системи в цій точці, її статичний момент відносно 

будь-якої осі дорівнює відповідному статичному моменту 

всієї системи.  


n

i
im

1

 – це маса дуги, яка складається з мас 
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окремих частин цієї дуги, кожна з яких може бути 

знайдена як добуток щільності на довжину цієї частини. 

Таким чином, маса дуги знаходиться за формулою 


b

a

dlxm )( , де dl  диференціал дуги, який обчислюється з 

огляду на спосіб завдання рівняння лінії (дивись: 

обчислення довжини дуги кривої). 

Координати центру тяжіння однорідної пластинки 

(якщо 1)( x ) обчислюються так: 

 

 








b

a

b

ay

c

dxxf

dxxfx

m

M
x

2

2

)(1

)(1

,  

 

 








b

a

b

ax
c

dxxf

dxxfxf

m

M
y

2

2

)(1

)(1)(

.                (5.16) 

Приклад 13. Визначити координати центру тяжіння 

однорідної дуги астроїди 13232  yx  (додаток Д), яка 

розташована у першій чверті. 

Розв’язання. Для зручності обчислення запишемо рів-

няння заданої астроїди (додаток Д) у вигляді параметрич-

них рівнянь, тобто 









ty

tx
3

3

sin

cos
. 

Знайдемо масу дуги за формулою 
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    
2

1

22
)()(

t

t

b

a

dtttdlm  , 

  tttt cossin3sin)( 23 


 ,   tttt sincos3cos)( 23 


 ; 

   
2

3
2sin

2

3
cossin3)()(

2

0

2

0

2

0

22
 



 tdttdttdtttm . 

Тепер обчислимо статичні моменти xM , yM  цієї дуги: 

   
5

3
cossin3)()()(

2

1

2

1

422
  dtttdttttM

t

t

t

t

y  , 

   
5

3
cossin3)()()(

2

1

2

1

422
  dtttdttttM

t

t

t

t

x   

Тоді 

5

2

23

53


m

M
x

y

c
, 

5

2

23

53


m

M
y x

c , 

А отже координати центру тяжіння: 








5

2
,

5

2
O . 

Для системи матеріальних точок ),( iii yxA , масою im  

( )...,2,1 ni  , можна визначити поняття моменту інерції та 

вказати формули для їх обчислення. Моменти інерції дуги 

плоскої кривої )(xfy  , де  bax ;  та яка має щільність 

)(x ,  bax ;  відносно координатних осей обчислюється 

за формулами: 

  dxxfxfxI
b

a

x  
22 )(1)()( ,   dxxfxxI

b

a

y  
22 )(1)( ; 

а також відносно точки початку координат: 
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    dxxfxfxxI
b

a

O  
222 )(1)()( .               (5.17) 

Якщо крива, щільність якої однорідна, тобто 1)( x , 

буде задана параметричними рівняннями )(ty  , )(tx   

 21;ttt , то моменти інерції відносно осей координат 

обчислюють за формулами: 

    dttttI
t

t

x  
2

1

222 )()()(  ,     dttttI
t

t

y  
2

1

222 )()()(  . 

Момент інерції криволінійної трапеції відносно осей 

та початку координат буде мати вигляд: 

dxxfxfI
b

a

x  )()(
3

1 2
, dxxxfI

b

a

y 
2)( , 

dxxfxxfI
b

a

 







 )(

3

1
)(

3

1 22

0 .                 (5.18) 

Приклад 14. Обчислити момент інерції еліпсу 

ty sin4 , tx cos3  відносно осі y0 . 

Розв’язання. Застосуємо формулу  

dxxxfI
b

a

y 
2)( .  

Візьмемо до уваги, що еліпс є центральносиметричною фі-

гурою, а також те, що 44  x  або для параметру 

матимемо 
22


 t , з огляду на вищесказане ми будемо 

вести обчислення на проміжку 
2

0


 t , тобто розглянемо 

чверть еліпсу, отримаємо: 
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     
2

0

22
2

0

2
cossin4108sin3cos3sin44



tdttdttttI y  

  




27542cos154
2

2sin
2

0

2

0

 









t
tdtt . 

Продовжуючи досліджувати питання застосування 

визначеного інтегралу в фізиці пригадаємо, що тиск рідини 

на занурену в неї у горизонтальному положенні пластину 

на глибину h  від поверхні рідини обчислюється за зако-

ном Паскаля: ghSP  , де g  – прискорення вільного 

падіння ( 28,9 смg  ),   – щільність рідини, S  – площа 

пластини (обчислення якої є геометричним застосуванням 

визначеного інтегралу). Якщо пластина занурена в рідину 

в вертикальному положенні, то сила тиску рідини на 

одиницю площі змінюється з глибиною занурення. Тиск 

рідини на вертикальну пластину, обмежену лініями 

)(xfy  , ax  , bx  , 0y  обчислюється також за допо-

могою визначеного інтегралу, а саме за формулою (5.19): 


b

a

dxxxfgP )( .                         (5.19) 

Тиск рідини на вертикальну пластину, обмежену лі-

ніями )(1 xfy  , )(2 xfy  , ax  , bx   обчислюється за 

формулою: 

  
b

a

dxxfxfxgP )()( 12 .                    (5.20) 

Приклад 15. Знайти силу тиску рідини на пластину, 

вертикально занурену в рідину, якщо пластина має форму 
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напівкола радіусом 4 , 

діаметр якого знаходиться на 

поверхні води (рисунок 5.17). 

Розв’язання. Сила тиску 

рідина на напівколо чисельно 

дорівнює подвійному тиску 

яке зазнає чверть цього кола. 

Рівняння його дуги має вид: 216 xy  , тоді знайдемо за 

формулою (5.20) шуканий тиск: 

3

128

0,16

,2

,16

162
16

0

2

4

0

2 g
dttg

tt

xdxdt

xt

dxxxgP

ba


 







  . 

4 Методи наближеного обчислення визначених  

інтегралів 

Для обчислення визначеного інтегралу від неперервної 

функції )(xfy   та визначеної на відрізку  ba; , коли її 

первісна відома зазвичай можна користуються формулою 

Ньютона-Лейбніца (4.2). Нажаль, інколи первісна може 

бути невідомою і тоді постає питання про наближене 

обчислення визначених інтегралів. Існує декілька способів 

досягнення мети, а саме: квадратурні формули прямоку-

тників та трапецій (формула лівих прямокутників, формула 

правих прямокутників, формула трапецій) та квадратурна 

формула Симпсона (формула парабол). Розглянемо їх.  

Вираз 












 


N

i

ii
b

a

xx
f

N

ab
dxxf

1

1

2
)(              (5.21) 

222 Rxy   

Рисунок 5.17 

R=4 
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називається квадратурною 

формулою прямокутників. 

Таким чином, шукана 

площа фігури (рисунок 

5.18), що обмежена віссю 

абсцис, кривою )(xfy   та 

прямими ax  , bx   

приблизно дорівнює сумі 

площ прямокутників. 

 

Зауваження 3. Якщо функція )(xf  додатна і 

зростаюча, то формула лівих прямокутників (5.22) 

 110 ...)( 


 n

b

a

yyy
N

ab
dxxf              (5.22) 

відповідає площі сходинкової фігури, яка складається з 

вписаних прямокутників; а формула правих прямокутників 

(5.23): 

 n

b

a

yyy
N

ab
dxxf 


 ...)( 21               (5.23) 

відповідає площі сходинкової фігури, яка складається з 

описаних прямокутників. 

Похибка при обчисленні за формулою прямокутників 

буде тим меншою, чим більшим буде число ділень N  (тоб-

то чим меншим буде крок 
N

ab
x


 ) 

Інший спосіб наближеного обчислення визначеного ін-

тегралу який приводить до квадратурної формули трапе-

цій. Полягає він в тому, що відрізок  ba;  розбивається на 

y 

   а=х0     x1 

Рисунок 5.18 

y=f(x) 

xn=b 

x 
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рівні частини точками 
N

ab
iaxi


  та наближено обчис-

люється визначений інтеграл за формулою трапецій: 




 


N

i

ii
b

a

xfxf

N

ab
dxxf

1

1

2

)()(
)( .         (5.24) 

За формулою (5.24) площа криволінійної фігури наб-

лижено вичерпується площами прямолінійних трапецій. 

Зрозуміло, що число N  обирається довільним чином, 

але слід пам’ятати, що чим більшим буде це число, та як 

наслідок крок 
N

ab
x


  буде меншим, тим з більшою 

точністю сума у правій частині формули (5.24) буде 

наближуватися до значення визначеного інтегралу у лівій 

частині формули (5.24). 

У випадку, коли 

відрізок  ba;  розбитий на 

парне число рівних час-

тин, тобто mN 2  

( ,..2,1m ), площу криво-

лінійної трапеції, що виз-

начається лініями 

)(xfy  , ax  , bx  , 

можна замінити площею 

криволінійної трапеції, яка знаходиться під графіком 

параболи )(xL  (рисунок 5.19).  

Для цього можна скористатися квадратурною 

формулою Симпсона:   

)(xfy   
y 

x 0 

Рисунок 5.19 

а 
2

ab   b 

)(xL  
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 


  ))(...)()((4)()(
3

)( 1310 nn

b

a

xfxfxfxfxf
N

ab
dxxf  

))(...)()((2 242  nxfxfxf .                     (5.25) 

Зауваження 4. З точки зору практичного застосування 

складність обчислень що за формулами прямокутників що 

за формулою Симпсона однакова. Але, якщо функція )(xf  

достатньо гладка, то похибка наближення за формулою 

Симпсона при достатньо великому N  значно менша за 

відповідну похибку за формулою прямокутників. 

Приклад 16. Обчислити інтеграл dxx 
2

0

31  за допо-

могою формул трапеції та формул Симпсона, розбивши 

відрізок інтегрування на 10 частин (обчислення проводити 

з округленням до третього десяткового знаку). Відповіді 

порівняти. 

Розв’язання. Розіб’ємо відрізок інтегрування  2;0  на 

десять рівних части, тобто маємо: 0a , 2b , 10N . 

2,0
10

02








N

ab
x . 

Згідно з формулою 
N

ab
iaxi


  отримаємо 

значення аргументів: 

02,0000 x ; 2,02,0101 x ; 4,02,0202 x ; 

6,02,0303 x ; 8,02,0404 x ; 12,0505 x ; 

2,12,0606 x ; 4,12,0707 x ; 6,12,0808 x ; 

8,12,0909 x ; 22,010010 x . 
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Обчислимо значення підінтегральної функції 

31 xy    при кожному значенні x : 

101 3

0 y ;   003,12,01
3

1 y ;   032,14,01
3

2 y ;  

  103,16,01
3

3 y ;   23,18,01
3

4 y ; 414,111 3

5 y ;  

  652,12,11
3

6 y ;   935,14,11
3

7 y ;   257,26,11
3

8 y ; 

  614,28,11
3

8 y ;   321
3

10 y . 

За формулою трапецій (5.24) заданий інтеграл 

наближено буде дорівнювати: 








 23,1103,1032,1003,1

2

31
2,01

2

0

3 dxx  

 248,3614,2257,2935,1652,1414,1  . 

За формулою Симпсона (5.25): 

  )614,2935,1414,1103,1003,1(43
30

2
1

2

0

3 dxx  

142,3618,47066,0))257,2652,123,1032,1(2  . 

Даний інтеграл можна обчислити тільки наближеними 

методами. 

 

Завдання для самоконтролю за лекцією 5 

 

1. Вставити пропущене слово. 

Якщо )(xfy   неперервна функція разом зі своїми 

похідними )(xf  , то таку лінію називають __________  
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V1. гладкою; V2. прямою; V3. кривою; V4. правльною; 

V5. інша відповідь. 

2. Встановити невірні твердження. 

Визначений інтеграл застосовують для обчислення: 

V1. площі трапеції ; V2. моменту сили; V3. моменту 

інерції; V4. щільності пластини; V5. усі вірні. 

3. Площа криволінійної трапеції, розташованої під 

віссю x0 , тобто обмежена кривою )(xfy  , при цьому 

0)( xf , буде  

V1. додатною; V2. від’ємна; V3. нульова; V4. не-

можливо обчислити; V5. інша відповідь 

4. Площа криволінійної трапеції, обмеженої кривою, 

заданою рівняннями )(tyy  , )(txx  , де 
21 ttt  , та 

віссю , x0  обчислюється за формулою: 

V1. 
2

1

)(
t

t

dxxfS ; V2.  
2

1

)()(
t

t

dttxtyS ; V3.  
2

1

)()(
t

t

dttxtyS ; 

V4.  
2

1

)()(
t

t

dttxtyS ; V5. інша відповідь. 

5. Інтеграл 
a

a

dxxf )(  дорівнює:  

V1. 1; V2. )(xf ; V3.  ; V4. 0 ; V5. інша відповідь. 

6. Довжина дуги кривої, яка задана в полярних коор-

динатах обчислюється за формулою: 

V1. 
2

1

2




 dl ; V2.  
2

1

22




 dl ; V3.  
2

1

21




 dl ;  
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V4.  
2

1

12




 dl ; V5. інша відповідь. 

7. Яка з наведених формул не належить до формул 

наближеного обчислення визначеного інтегралу:  

V1. формула прямокутників; V2. формула трапецій; 

V3. формула Ньютона-Лейбніца; V4. формула Симпсона; 

V5. інша відповідь. 

8. Площа поверхні, утвореної обертанням кривої, 

заданої  рівнянням )(xfy  , де bxa  , навколо осі x0 , 

обчислюється за формулою: 

V1.  
b

a

п dxxfS )(12 2 ; V2.  
b

a

п dxxfxfS )(1)(2 2 ;  

V3. 
b

a

п dxxfS )(2 2 ; V4.   
b

a

п dxxfxfS
2

)(1)(2 ; 

V5. інша відповідь. 

9. Сила тиску рідина (питома вага якої c ) на верти-

кальну пластину, яка знаходиться в рідині, обчислюється 

за формулою: 

V1. 
b

a

dxxxf
c

P )(
1

; V2. 
b

a

dxxfxcP )(2
; V3.  

b

a

dxxfxcP )(2
; 

V4. 
b

a

dxxxfcP )( ; V5. інша відповідь. 

10. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями: 

а) xy 92  , xy 3 ; б) 
4

2x
y


 , xy 2 , 2x . 

11. Обчислити об’єм тіла, отриманого обертання 

фігури обмеженої лініями 194 22  yx , 123  xy . 
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12. Знайти поверхню тіла обертання дуги синусоїди 

xy sin , якщо 20  x . 

13. Обчислити роботу, яку потрібно витратити, щоб 

викачати воду з вертикальної циліндричної діжки, радіус 

основи якої R  , висота H . 

14. Знайти центр тяжіння поверхні напівкулі. 

15. Обчислити довжину дуги евольвенти кола від 

точки  0tA  до точки  2tM  (примітка: рівняння цієї 

лінії можна знайти у додатку Д). 

16. Обчислити (з точністю до 0001,0 ) довжину дуги 

кривої  sin1 , якщо 
62





 . 

17. Обчислити об’єм тіла обертання фігури 

  cos12   навколо полярної осі. 

18. Обчислити об’єм тіла обертання фігури, утвореної 

між лініями 22 xy   та 0322  xy , навколо осі абсцис. 

19. Обчислити об’єм тіла обертання астроїди у якої 

7a  навколо осі ординат (примітка: рівняння цієї лінії 

можна знайти у додатку Д). 
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ВІДПОВІДІ 

на завдання для самоконтролю  

лекція 1 

1. V1; 2. V5; 3. V3; 4. V3; 5. V1, V3; 6. V2; 7. V3; 

8. V2; 9. V3; 10. V1, 11. V1. 

лекція 2 

1. V1, V2; 2. V2; 3. V2; 4. V3; 5. V3; 6. V4; 7. V1; 

8. V2; 9. V2, 10. V2. 

лекція 3 

1. V3; 2. V1, V2, V4; 3. V4; 4. V2; 5. V4; 6. V1, 

V3; 7. V3; 8. V2. 

лекція 4 

1. V2; 2. V5; 3. V1; 4. V3; 5. V2; 6. V1; 7. V2; 

8. V4; 9. V2. 

лекція 5  

1. V1; 2. V2, V4; 3. V1; 4. V3; 5. V4; 6. V2; 7. V3; 

8. V4; 9. V4; 12.  12ln24  ; 13. 
2

22HcR
; 

14. на осі симетрії на відстані 
2

R
 від основи; 

15. a2 . 
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ДОДАТКИ 

 

ДОДАТОК А 

 

Основні формули тригонометрії  

 

Тригономет-

ричні  

тотожності 

1cossin 22  xx ; 1ctgtg  xx ; 

x

x
x

cos

sin
tg  ;   

x
x

2

2

cos

1
tg1  ; 

x

x
x

sin

cos
ctg  ;

x
x

2

2

sin

1
ctg1   

Формули 

додавання 

yxyxyx sincoscossin)(sin  ; 

yxyxyx sincoscossin)(sin  ; 

yxyxyx sinsincoscos)(cos  ; 

yxyxyx sinsincoscos)(cos  ; 

yx

yx
yx

tgtg1

tgtg
)(tg




 ;

yx

yx
yx

ctgctg

1ctgctg
)(ctg




 ; 

yx

yx
yx

tgtg1

tgtg
)(tg




 ;

yx

yx
yx

ctgctg

1ctgctg
)(ctg




  
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Формули 

подвійного 

аргументу 

xxx cossin22sin  ; 

xxx 22 sincos2cos  ; 

x

x
x

2tg1

tg2
2tg


 ;

x

x
x

ctg2

1ctg
2ctg

2 
  

Формули 

половинного 

аргументу 

2

cos1

2
sin 2 xx 

 ;
2

cos1

2
cos2 xx 

 ; 

x

xx

cos1

cos1

2
tg2




 ;

x

xx

cos1

cos1

2
ctg2




 ; 

x

x

x

xx

sin

cos1

cos1

sin

2
tg





 ;

x

x

x

xx

sin

cos1

cos1

sin

2
ctg





  

Формули 

зниження 

степеня 
2

2cos1
sin 2 x

x


 ;
2

2cos1
cos2 x

x


  

Формули 

перетво-

рення суми в 

добуток 

2
cos

2
sin2sinsin

yxyx
yx


 ; 

2
sin

2
cos2sinsin

yxyx
yx


 ; 

2
cos

2
cos2coscos

yxyx
yx


 ; 

2
sin

2
sin2coscos

yxyx
yx


  
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Формули 

перетво-

рення 

добутку в 

суму 

 )cos()cos(
2

1
sinsin yxyxyx  ; 

 )cos()cos(
2

1
coscos yxyxyx  ; 

 )sin()sin(
2

1
cossin yxyxyx   

Запис 

тригономе-

тричних 

функцій 

через 

тангенс 

половинного 

кута 

2
tg1

2
tg2

sin
2 x

x

x



 ; 

2
tg1

2
tg1

cos
2

2

x

x

x





 ; 

2
tg1

2
tg2

tg
2 x

x

x



 ; 

2
tg2

2
tg1

ctg

2

x

x

x



  

Формули 

зведення 

xx cos
2

sin 










; xx sin

2
cos 











; 

xx cos
2

sin 










; xx sin

2
cos 











; 

xx cos
2

3
sin 











; xx sin

2

3
cos 











; 

xx cos
2

3
sin 











; xx sin

2

3
cos 











; 

  xx sin2sin  ;   xx cos2cos  ; 

  xx sin2sin  ;   xx cos2cos  ; 

  xx sinsin  ;   xx coscos  ;  
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ДОДАТОК Б 

 

Таблиця похідних функції 

 

Формули  похідних  

Ч.ч. Функція  Похідна  

1 2 3 

1  Стала функція   0C   

2  Степенева функція    uuau aa 
 1

  

2а  x  1'x   

2б  u  
  u

u
u 


2

1

 

2в  
u

1

 
u

uu












2

11

  

3  Показникова функція    uaaa uu 


ln   

3а  Експонента    uee uu 


  

4  Логарифмічна функція    u
au

ua




ln

1
log

  

4а  Натуральний логарифм    u
u

u 
 1

ln
  

5  Синус    uuu 


cossin   

6  Косинус    uuu 


sincos   
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1 2 3 

7  Тангенс    u
u

utg 


2cos

1

  

8  Котангенс    u
u

uctg 


2sin

1

  

9  Арксинус    u
u

u 





21

1
arcsin

  

10  Арккосинус    u
u

u 





21

1
arccos

 

11  Арктангенс    u
u

uarctg 





21

1

  

12  Арккотангенс    u
u

uarcctg 





21

1
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ДОДАТОК В 

 

Основні диференціали  

 

0Cd    duuud cossin   

  duuud 1      duuud sincos   

  duabaud    
u

du
utgd

2cos
  

  cbuaud 2  

  dubau  2  
 

u

du
uctgd

2sin
  

 
u

du
ud

2
   

21
arcsin

u

du
ud


  

 
u

du
ud ln   

21
arccos

u

du
ud


  

  duaaad uu ln   
21 u

du
uarctgd


  

  dueed uu    
21 u

du
uarcctgd


  
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ДОДАТОК Г 

 

Таблиця невизначених інтегралів 

 

Основні невизначені інтеграли 

1 Cdu  0   5 Cuduu  cossin  

2 C
u

duu 








1

1

 6 Cuduu  sincos  

2а Cudu   7 Cutg
u

du
 2cos

 

2б Cu
u

du
 2  8 Cuctg

u

du
 2sin

 

2в C
uu

du


1
2

 9 C
a

u

ua

du



 arcsin

22

 

3 Cu
u

du
 ln   10 

Cbuu
bu

du





2

2
ln

 

4 C
a

a
dua

u
u 

ln
 11 C

a

u
arctg

aau

du





1
22

 

4а Cedue uu   12 C
au

au

aau

du








 ln

2

1
22

 
Додаткові невизначені інтеграли 

1 C
u

tg
u

du


2
ln

sin
 2 C

u
tg

u

du








 


42
ln

cos
 

3 Cuduutg  cosln  4 Cuduuctg  sinln  

5  Cuchduush   6 Cushduuch   

7 
Cuth

uch

du
 2

 8 
Cucth

ush

du
 2
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9 
2222

2

1
auuduau 2 2 21

ln
2

a u u a C    

10 
2222 1

uau
a

duua 21
arcsin

2

u
a C

a
  

11 C
ba

bueabueb
dubue

auau
au 




 22

sincos
sin  

12 C
ba

buebbuea
dubue

auau
au 




 22

sincos
cos  
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ДОДАТОК Д  

 

Зображення деяких кривих та їх рівняння 

 

Циклоїда  








)cos1(

)sin(

tay

ttax
 

 

Рисунок Д.1 

 

 

Астроїда: 323232 ayx   або 








tay

tax
3

3

sin

cos
 

 
Рисунок Д.2 
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Кардіоїда  )cos1(   a    

 

Рисунок Д.3 

 
 

Евольвента кола 








)cos(sin

)cossin(

tttay

tttax
 

 

  
Рисунок Д.4
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Логарифмічна спіраль   kae  

 

 
Рисунок Д.5 

 

 

Трипелюсткова троянда  3sina  

 

 
Рисунок Д.6 
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Спіраль Архімеда  a  

 

 
Рисунок Д.7 

 

 

 

Декартів лист  axyyx 333   або 





23 cossin

cossin




a
 

 

 
Рисунок Д.8 
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Строфоїда пряма  
xa

xa
xy




 ,  

( a - відстань до асимптоти, 0Sa  ) 

 

  
Рисунок Д.9 

 

 

 

Лемніската Бернулі   )(2 222222 yxcyx  , 

( c - відстань між фокусами) або  cosc  

 

 

Рисунок Д.10 
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