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ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ 
 
Вивчення дисципліни «Вища та прикладна математика (Дослідження 

операцій 1)» передбачено освітньо-професійною програмою підготовки бакала-
вра за напрямом 6.030601 – Менеджмент. Зміст дисципліни ґрунтується на необ-
хідності підготовки фахівців, що мають теоретичну базу та практичні навички з 
використання математичних методів обґрунтування рішень в управлінні еконо-
мічними системами. 

Метою вивчення дисципліни «Вища та прикладна математика (Дослі-
дження операцій 1)» є формування системи базових знань в області методології 
постановки задач, побудови економіко-математичних моделей та методів їх ро-
зв'язання і аналізу. В результаті вивчення курсу студенти повинні оволодіти 
прийомами з побудови економіко-математичних оптимізаційних моделей а та-
кож методами розв'язання задач різної складності. 

У процесі вивчення дисципліни «Вища та прикладна математика (Дослі-
дження операцій 1)» студент має виконати контрольну роботу, яка полягає у 
розв’язанні шості завдань, що охоплюють усі теми курсу. Через великий обсяг 
обчислень під час розрахунків рекомендується використовувати табличний 
процесор Microsoft Excel. 

У методичних вказівках наведені основні теоретичні положення і розгля-
нуті на прикладах характерні етапи розв’язання завдань. 

Розрахунково-графічну роботу треба оформити відповідно до встановле-
них вимог. Завдання мають обов'язково відповідати номеру варіанта, містити 
умови розв'язуваних завдань, необхідні розрахунки та пояснення і висновки. 

Номер варіанту розрахунково-графічної роботи треба обирати за остан-
ньою цифрою номера залікової книжки студента. Розрахунково-графічна робо-
та повинна бути виконана в термін, призначений навчальним графіком. Напри-
кінці роботи необхідно навести літературу, якою студент користувався під час 
розв’язання завдань. 

На титульному аркуші треба чітко написати назву дисципліни, варіант за-
вдання, прізвище, ім’я та по батькові студента, вказати курс, спеціальність 
і факультет. 

 
1 ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ 

 
Оптимізаційні задачі управління запасами 

Під час розв’язання завдання 1 потрібно побудувати модель управління 
запасами та визначити всі відомі змінні. На підставі моделі обчислити оптима-
льні розмір замовлення та період поставки продукту, визначити мінімум функ-
ції витрат управління за формулою 
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Оптимальний обсяг замовлення в моделі без дефіциту та миттєвому по-
повненні запасу 
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якщо запізнювання між розміщенням замовлення та реальним надходженням 
запасу L<t*0, то точка поновлення замовлення становить Lr одиниць. Якщо 
L>t*0, то розраховують ефективний термін виконання замовлення Lеф 

0*t*kLLэф −= , 

де k - найбільше ціле 
0*t

Lk ≤ , 

тоді точка поновлення замовлення дорівнює Lефr одиниць. 
Оптимальний обсяг замовлення в моделі з дефіцитом 

ρ
*n*n~ = , 

де  
32

3

cc
c
+

=ρ  - щільність збитків через незадоволений попит. 

Приклад 1. Виробнича ділянка витрачає деталі з інтенсивністю 
160 од./день. Вартість зберігання однієї деталі на складі становить 0,3 грн., 
штраф за дефіцит дорівнює 4,8 грн., вартість замовлення 750 грн. 

Визначити оптимальні параметри моделей без дефіциту і з дефіцитом 
(об’єм замовлення n*, величину дефіциту s* і тривалість відсутності запасу, пе-
ріод поповнення t*0, мінімальну вартість витрат) за умов, якщо поповнення за-
пасу відбувається миттєво та якщо термін виконання замовлення дорівнює 
1 тижню. 

Розв’язання. Елементи моделі наступні: попит r=160 одиниць/день, вар-
тість замовлення становить c1=750 грн., вартість зберігання однієї одиниці на 
складі c2=0,3 грн./день, реальний термін виконання замовлення L= 7 днів, 
штраф за дефіцит c3=4,8 грн./день. 

Для моделі без дефіциту та миттєвого поповнення запасу оптимальний 
об’єм визначається наступним чином 
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Оптимальна тривалість циклу становить 
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Мінімальні сумарні витрати на день 
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Оптимальна стратегія полягає в наступному: замовляти 895 одиниць  
кожні 6 днів. Дана стратегія забезпечить мінімальні сумарні витрати на день в 
сумі 268,25 грн. 

Якщо термін виконання замовлення дорівнює 1 тижню, 
L=7 днів >t*0 =6 днів, розрахуємо ефективний термін виконання замовлення Lеф. 
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Визначимо найбільше ціле 
6
7

≤k , k=1, тоді ефективний термін виконання 

замовлення 
деньLэф 16*17 =−= . 

Таким чином, точка поновлення замовлення становить 
Lефr=1*160=160 одиниць. Оптимальна стратегія формулюється в такий спосіб: 
замовити 895 одиниць при зниженні запасу до 160 одиниць. 

Для моделі з дефіцитом визначимо щільність збитків через незадоволе-
ний попит 

94,0
8,43,0

8,4

32

3 =
+

=
+

=
cc

c
ρ , 

тоді оптимальний об’єм замовлення 
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Оптимальна величина дефіциту 
.86894,0*923~*~ одns === ρ  

Тривалість часу, протягом якого запас деталей буде відсутній, становить 
.36,06*)94,01()1( 0 дняt =−=− ρ  

Оптимальна стратегія для моделі з дефіцитом формулюється в такий спо-
сіб: замовити 923 одиниці при зниженні запасу до 160 одиниць. Ця стратегія за-
безпечує тривалість часу, протягом якого запас деталей буде відсутній, 0,36 дня 
і мінімум сумарної функції витрат в одиницю часу 
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Задачі упорядкування та координації 

Пропоноване для розв’язання завдання 3 є завданням з календарного 
планування. Потрібно побудувати сітковий графік та визначити його часові ха-
рактеристики, виявити всі повні шляхи та критичний шлях. 

Сіткова модель - це план виконання певного комплексу робіт. 
Вихідною подією називається подія, що не має попередніх подій. Завер-

шальною називається подія, що не має наступних подій. 
Шлях – це будь-яка послідовність робіт у сітковому графіку, у якій кінце-

ва подія кожної роботи збігається з початковою подією наступної за нею робо-
ти. Повний шлях L – це шлях від вихідної події I до завершальної J. Критичним 
шляхом Lкр називається повний шлях з максимальною тривалістю. 

Сіткову модель будують за наступними правилами: 
- мережа має тільки одну початкову подію і тільки одну кінцеву подію; 
- мережу викреслюють ліворуч праворуч. Бажано, щоб кожна подія з бі-

льшим порядковим номером зображувалася праворуч щодо попередньої. Кожна 
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робота має виходити з події з меншим номером і входити в подію з більшим 
номером; 

- якщо в процесі виконання роботи починається інша робота, що викорис-
товує результат певної частини першої роботи, то перша робота розбивається 
на дві; 

- якщо n робіт починаються та закінчуються тими самими подіями, то для 
встановлення однозначної відповідності між цими роботами і кодами необхідно 
ввести (n-1) фіктивних робіт, що не мають тривалості в часі; 

- у сітці не має бути подій, у які не входить жодної роботи, окрім вихідної 
події; 

- у сітці не має бути подій, з яких не виходить жодної роботи, окрім заве-
ршальної події; 

- події потрібно нумерувати так, щоб номер початкової події кожної робо-
ти був менше номера кінцевої події цієї роботи; 

- у ланцюзі не має бути замкненого контуру. 
Для вихідної події Tp0 = 0. Для всіх інших подій ранній термін настання 

визначається за формулами 

{ }niLnipi TLmaxT =         або       
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∑
=

n

i
ijpi tmaxT

0
, 

де max - максимум береться за всіма роботами (ij) шляхів, що передують 
події i. 

Якщо подія j має кілька попередніх шляхів, то для визначення раннього 
терміну здійснення події j можна скористатися формулою [ ])j,i(tTmaxT piijpi += . 

Для завершальної події пізній термін настання дорівнює довжині критич-
ного шляху Тпк=ТLкр, для всіх інших подій: 

LciLciLккпi TmaxTT −=              або            
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= ∑
k

i
ijLккпi tmaxTT , 

де LккT  - тривалість критичного шляху. 
Резерв часу настання події i Ri – це проміжок часу, на який можна від-

строчити настання події i без порушення термінів завершення проекту в цілому. 
Початкові та кінцеві події критичних робіт мають нульові резерви часу. 

Ri=Tпi-Tрi. 
Ранній термін початку роботи tрнij збігається з раннім терміном настання 

попередньої події I, тобто 
tрнij=Tрi, 

тоді ранній термін закінчення роботи tроij визначається за формулою 
tроij=Tрi + tij. 

Оскільки робота не може скінчитися пізніше за припустимий пізній тер-
мін своєї кінцевої події j, пізній термін її закінчення визначається співвідно-
шенням 

tпоij=Tпj, 
а пізній термін початку роботи tпнij визначається за формулою 

tпнij=Tпj - tij. 
Розрізняють чотири види резервів часу робіт. 



 7

Повний резерв часу роботи Rij показує, на який час можна збільшити три-
валість tij окремої роботи ij, щоб при цьому довжина максимального зі шляхів, 
що проходять через цю роботу, не перевищила б довжини критичного шляху: 

Rij=Tпj - Tрi - tij. 
Вільний резерв часу роботи ij Rcij - це частина повного резерву, що збері-

гається в неї за умови, що кінцева подія роботи відбудеться в самий ранній те-
рмін, тобто це резерв часу тільки даної роботи, що дозволяє збільшити її трива-
лість, не викликавши змін ранніх термінів здійснення початкової та кінцевої 
подій інших робіт: 

Rcij=Tpj-Tpi-tij. 
Частковий резерв часу роботи ij Rчij - це максимальний запас часу, на який 

можна затримати початок роботи або, якщо вона почалася в ранній термін, збі-
льшити її тривалість, не змінюючи ранніх термінів початку наступних робіт: 

Rчij=Rij-Rсj = Tпj-Tпi-tij. 
Незалежний резерв часу роботи ij Rнij - це запас часу, при якому всі попе-

редні роботи закінчуються в пізній термін, а всі наступні – починаються в ран-
ній термін. Використання цього резерву не впливає на величину резервів часу 
інших робіт: 

Rнij=Rij-Ri-Rj = Tрj-Tпi-tij. 
Резерв трудових ресурсів (виконавців робіт) mij↓: 

ijij

ij
ijij R,t

Q
mm

50+
−↓= . 

Всі некритичні шляхи сіткового графіка мають резерви часу. Резерв часу 
шляху RL дорівнює різниці між довжиною критичного і некритичного шляхів 

RL=Tкр – TL. 
Коефіцієнт напруженості роботи - відношення тривалості незбіжних від-

різків шляху, одним з яких є шлях максимальної тривалості, що проходить че-
рез роботу ij, а іншим – критичний шлях: 

LккLкк

LккmaxL
нij 'TT

'TT
K

−

−
= , або 

LккLкк

ij
нij 'TT

R
K

−
−= 1 , 

де Lкк'T  - величина відрізка досліджуваного шляху, що збігається з крити-
чним шляхом; 

LккT  - тривалість критичного шляху; 

maxLT  - тривалість максимального, але не критичного шляху, що прохо-
дить через дану роботу; 

Rij – повний резерв часу роботи. 
Сіткові графіки оптимізують за термінами, за використовуваними ресур-

сами та за вартістю. 
Для виявлення можливості скорочення часу розробки використовують 

метод дослідження ненапружених шляхів, який може виконуватися як без ура-
хування, так і з урахуванням впливу на вартість розробки. 
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Приклад 2. Відповідно до даних таблиці 1.1 побудувати сітковий графік. 
Для сіткового графіку знайти: 

1) всі повні шляхи та визначити критичний шлях; 
2) розрахувати ранні та пізні терміни відбуття подій; 
3) розрахувати ранні та пізні терміни початку та закінчення робот; 
4) визначити резерви часу повних шляхів; 
5) визначити резерви часу подій; 
6) визначити резерви часу робот (повні, часткові, вільні та незалежні); 
7) визначити коефіцієнти напруженості робот. 
 

Таблиця 1.1 – Вихідні дані 

№ п/п Робота 
i-j 

Тривалість 
виконання 
роботи tij діб 

№ з/п Робота 
i-j 

Тривалість 
виконання 
роботи tij діб 

1 0-1 22 10 4-5 34 
2 0-2 34 11 5-11 26 
3 0-3 19 12 6-11 36 
4 1-4 26 13 7-6 39 
5 1-5 16 14 9-7 24 
6 2-6 34 15 9-10 9 
7 2-7 29 16 8-10 19 
8 3-9 13 17 10-11 46 
9 3-8 29    

 

Розв’язання. На підставі індексів та тривалостей робот побудуємо сітко-
вий графік, дотримуючись відповідних правил (рис. 1.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.1 – Сіткова модель 
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Визначимо всі можливі повні шляхи сіткової моделі (рис. 1.1), які уявимо 
як ланцюжки подій від початкової до кінцевої події: 

Шлях L1:0 - 1 - 4 - 5 - 11; 
Шлях L2:0 - 1 - 5 - 11; 
Шлях L3:0 - 2 - 6 - 11; 
Шлях L4:0 - 2 - 7 - 6 - 11; 
Шлях L5:0 - 3 - 9 - 10 - 11; 
Шлях L6:0 - 3 - 9 - 7 - 6 - 11; 
Шлях L7:0 - 3 - 8 - 10 - 11. 

Можливих шляхів сім. Обчислимо тривалості шляхів за формулою 

∑
=

=
==

Ji

Ii
jiLi tT , 

де ti-j – тривалості робіт даного шляху (у добах). 
1LT  = 22 + 26 + 34 + 26 = 108 діб; 
2LT  = 22 + 16 + 26 = 64 доби; 
3LT  = 34 + 34 + 36 = 104 доби; 
4LT  = 34 + 29 + 39 + 36 = 138 діб; 
5LT  = 19 + 13 + 9 + 46 = 87 діб; 
6LT  = 19 + 13 + 24 + 39 + 36 = 131 доба; 
7LT  = 19 + 29 + 19 + 46 = 113 діб. 

Виділимо на сітковому графіку критичний шлях Lкр, тобто шлях L4 з най-
більшою тривалістю 4LT  = 138 діб. 

Розрахуємо резерв часу RLi для кожного шляху Li за формулою 
RL = TLкр-TLi. Дані зведемо у таблицю 1.2. 

 

Таблиця 1.2 - Тривалості та резерви шляхів 
Шлях Li TL, діб RL, год 

1 108 138-108=30 
2 64 138-64=74 
3 104 138-104=34 
4 138 0 
5 87 138-87=51 
6 131 138-131=7 
7 113 138-113=25 

 
Розрахуємо характеристики подій. При визначенні ранніх термінів на-

стання подій Тpi рухаємося за графіком ліворуч праворуч і використовуємо 
формулу 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∑
=

n

i
ijpi tmaxT

0
. 

При визначенні пізніх термінів настання подій Тпi рухаємося за графіком 
праворуч ліворуч і використовуємо формулу 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= ∑
k

i
ijLккпi tmaxTT . 
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Обчислені характеристики представимо в таблиці 1.3. 
 

Таблиця 1.3 - Ранні та пізні терміни настання подій 
Подія i Трi Тпi 

0 0 0,0 
1 22 112-(36+24)=72 
2 34 102-max{34; 39+29}=34 
3 19 138- max{46+9+13; 

46+19+29}=44 
4 22+26=48 112-34=78 
5 max{22+26+34; 22+16}=82 138-26=112 
6 max{34+34; 34+29+39; 

19+13+24+29}=102 
138-36=102 

7 max{34+29; 19+13+24}=63 102-39=63 
8 19+29=48 92-19=73 
9 19+13=22 138- max{36+39+24; 

46+9}=39 
10 max{19+13+9; 

19+29+19}=67 
138-46=92 

11 max{82+26; 102+36; 
67+46}=138 

138 

 

Обчислимо резерви часу настання подій i Ri. Резерв часу настання події i – 
це проміжок часу, на який може бути відстрочене настання події i без порушен-
ня термінів завершення проекту в цілому. Початкові та кінцеві події критичних 
робіт мають нульові резерви часу. 

Ri=Tпi-Tрi. 
Обчислення зведемо у таблицю 1.4. 
 

Таблиця 1.4 - Резерви подій 
Подія i Ri  

0 0 
1 72-22=50 
2 34-34=0 
3 44-19=25 
4 78-48=30 
5 112-82=30 
6 102-102=0 
7 63-63=0 
8 73-48=25 
9 39-22=17 
10 92-67=25 
11 0 

 

Обчислимо системні характеристики робіт. Ранній термін початку роботи 
tрнij збігається з раннім терміном настання попередньої події I, тобто 



 11

tрнij=Tрi, 
тоді ранній термін закінчення роботи tроij визначається за формулою 

tроij=Tрi + tij. 
Оскільки робота не може скінчитися пізніше припустимого пізнього тер-

міну своєї кінцевої події j, пізній термін її закінчення визначається виразом 
tпоij=Tпj, 

а пізній термін початку роботи tпнij визначається за формулою 
tпнij=Tпj - tij. 

Розрахунки наведено у таблиці 1.5. 
 

Таблиця 1.5 – Ранні та пізні терміни початку та закінчення робот 

Ро
бо
та

 
i-j

 

Т
ри
ва
лі
ст
ь,

 t i
j 

Ра
нн

ій
 т
ер
м
ін

 
по
ча
тк
у 

t р
нi

j 

Ра
нн

ій
 т
ер
м
ін

 
за
кі
нч
ен
ня

 
t р
оi

j 

П
із
ні
й 
те
рм

ін
 

за
кі
нч
ен
ня

 
t п
оi

j 

П
із
ні
й 
те
рм

ін
 

по
ча
тк
у 

t п
нi

j 

0-1 22 tрн0-1=Tр0=0 0+22=22 tпо0-1=Tп1=72 72 – 22=50 
0-2 34 tрн0-2=Tр0=0 0+34=34 tпо0-2=Tп2=34 34 – 34=0 
0-3 19 tрн0-3=Tр0=0 0+19=19 tпо0-3=Tп3=44 44 – 19=25 
1-4 26 tрн1-4=Tр1=22 22+26=48 tпо1-4=Tп4=78 78 – 26=52 
1-5 16 tрн1-5=Tр1=22 22+16=38 tпо1-5=Tп5=112 112 – 16=96 
2-6 34 tрн2-6=Tр2=34 34+34=68 tпо2-6=Tп6=102 102 – 34=68 
2-7 29 tрн2-7=Tр2=34 34+29=63 tпо2-7=Tп7=63 63 – 29=34 
3-9 13 tрн3-9=Tр3=19 19+13=32 tпо3-9=Tп9=39 39 – 13=26 
3-8 29 tрн3-8=Tр3=19 19+29=48 tпо3-8=Tп8=73 73 – 29=44 
4-5 34 tрн4-5=Tр4=48 48+34=82 tпо4-5=Tп5=112 112 – 34=78 
5-11 26 tрн5-11=Tр5=82 82+26=108 tпо4-11=Tп11=138 138 – 26=112 
6-11 36 tрн6-11=Tр6=102 102+36=138 tпо6-11=Tп11=138 138 – 36=102 
7-6 39 tрн7-6=Tр7=63 63+39=102 tпо7-6=Tп6=102 102 – 39=63 
9-7 24 tрн9-7=Tр9=22 22+24=46 tпо9-7=Tп7=63 63 – 24=39 
9-10 9 tрн9-10=Tр9=22 22+9=31 tпо9-10=Tп10=92 92 – 9=83 
8-10 19 tрн8-10=Tр8=48 48+19=67 tпо8-10=Tп10=92 92 – 19=73 
10-11 46 tрн10-11=Tр10=67 67+46=113 tпо10-11=Tп11=138 138 – 46=92 

 

Обчислимо резерви часу робот. Повний резерв часу роботи Rij показує, на 
який час можна збільшити тривалість tij роботи ij, щоб довжина максимального 
з шляхів, що проходять через цю роботу, не перевищила б довжини критичного 
шляху. Повний резерв часу роботи обчислимо за формулою 

Rij=Tпj - Tрi - tij. 
Вільний резерв часу роботи - це та частина повного резерву, що зберігаєть-

ся в неї за умови, що кінцева подія роботи відбудеться в самий ранній термін: 
Rcij=Tpj-Tpi-tij. 

Частковий резерв часу роботи - це максимальний запас часу, на який мо-
жна затримати початок роботи або, якщо вона почалася в ранній термін, збіль-
шити її тривалість, не змінюючи ранніх термінів початку наступних робіт: 

Rчij=Rij-Rсj = Tпj-Tпi-tij. 
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Незалежний резерв часу роботи - це запас часу, при якому всі попередні ро-
боти закінчуються в пізній термін, а всі наступні – починаються в ранній термін: 

Rнij=Rij-Ri-Rj = Tрj-Tпi-tij. 
Результати обчислень зведемо у таблицю 1.6. 
 

Таблиця 1.6 – Резерви часу робіт 

Ро
бо
та

 
i-j

 
Т
ри
ва
лі

ст
ь,

 t i
j 

П
ов
ни

й 
ре
зе
рв

, 
R

ij 

Ві
ль
ни
й 

ре
зе
рв

, 
R

ci
j 

Ч
ас
тк
о-

ви
й 

ре
зе
рв

, 
R
чi

j 

Н
ез
ал
е-

ж
ни
й 
ре

-
зе
рв

, R
нi

j 

0-1 22 Tп1-Tр0-t0-1= 
=72-0-22=50 

Tp1-Tp0-t0-1= 
=22-0-22=0 

Tп1-Tп0-t0-1= 
=72-0-22=50 
Rij-Rсj =50-0=50 

Tр1-Tп0-t0-1= 
=22-0-22=0 
R0-1-R0-R1= 
=50-0-50=0 

0-2 34 Tп2-Tр0-t0-2= 
=34-0-34=0 

Tp2-Tp0-t0-2= 
=34-0-34=0 

Tп2-Tп0-t0-2= 
=34-0-34=0 
Rij-Rсj =0-0=0 

Tр2-Tп0-t0-2 = 
=34-0-34=0 
R0-2-R0-R2= 
=0-0-0=0 

0-3 19 Tп3-Tр0-t0-3= 
=44-0-19=25 

Tp3-Tp0-t0-3= 
=19-0-19=0 

Tп3-Tп0-t0-3= 
=44-0-19=25 
Rij-Rсj =25-0=25 

Tр3-Tп0-t0-3 = 
=19-0-19=0 
R0-3-R0-R3= 
=25-0-25=0 

1-4 26 Tп4-Tр1-t1-4= 
=78-22-26=30 

Tp4-Tp1-t1-4= 
=48-22-26=0 

Tп4-Tп1-t1-4= 
=78-72-26=-20 
Rij-Rсj =30-0=30 

Tр4-Tп1-t1-4 = 
=48-72-26=-50 
R1-4-R1-R4= 
=30-50-30=-50 

1-5 16 Tп5-Tр1-t1-5= 
=112-22-16=74 

Tp5-Tp1-t1-5= 
=82-22-16=44 

Tп5-Tп1-t1-5= 
=112-72-16=24 
Rij-Rсj =74-44=30 

Tр5-Tп1-t1-5 = 
=82-72-16=-6 
R1-5-R1-R6= 
=74-50-0=24 

2-6 34 Tп6-Tр2-t2-6= 
=102-34-34=34 

Tp6-Tp2-t2-6= 
=102-34-34=34 

Tп6-Tп2-t2-6= 
=102-34-34=34 
Rij-Rсj =34-34=0 

Tр6-Tп2-t2-6 = 
=102-34-34=34 
R2-6-R2-R6= 
=34-0-0=34 

2-7 29 Tп7-Tр2-t2-7= 
=63-34-29=0 

Tp7-Tp2-t2-7= 
=63-34-29=0 

Tп7-Tп2-t2-7= 
=63-34-29=0 
Rij-Rсj =0-0=0 

Tр7-Tп2-t2-7 = 
=63-34-29=0 
R2-7-R2-R7= 
=0-0-0=0 

3-9 13 Tп9-Tр3-t3-9= 
=39-19-13=7 

Tp9-Tp3-t3-9= 
=22-19-13=-10 

Tп9-Tп3-t3-9= 
=39-44-13=-18 
Rij-Rсj =7+10=17 

Tр9-Tп3-t3-9 = 
=22-44-13=-35 
R3-9-R3-R9= 
=7-25-17=-35 

3-8 29 Tп8-Tр3-t3-8= 
=73-19-29=25 

Tp8-Tp3-t3-8= 
=48-19-29=0 

Tп8-Tп3-t3-8= 
=73-44-29=0 
Rij-Rсj =25-0=25 

Tр8-Tп3-t3-8 = 
=48-44-29=-25 
R3-8-R3-R8= 
=25-25-25=-25 

4-5 34 Tп5-Tр4-t4-5= 
=112-78-34=0 

Tp5-Tp4-t4-5= 
=82-48-34=0 

Tп5-Tп4-t4-5= 
=112-78-34=0 
Rij-Rсj =0-0=0 

Tр5-Tп4-t4-5 = 
=82-78-34=-30 
R4-5-R4-R5= 
=0-30-30=-60 
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Продовження таблиці 1.6 

Ро
бо
та

 
i-j

 
Т
ри
ва

-
лі
ст
ь,

 t i
j 

П
ов
ни

й 
ре
зе
рв

, R
ij 

Ві
ль
ни
й 

ре
зе
рв

, R
ci

j 

Ч
ас
тк
ов
ий

 
ре
зе
рв

, R
чi

j 

Н
ез
ал
еж

-
ни
й 
ре
зе
рв

, 
R
нi

j 

5-11 26 Tп11-Tр5-t5-11= 
=138-82-26=30 

Tp11-Tp5-t5-11= 
=138-82-26=30 

Tп11-Tп5-t5-11= 
=138-112-26=0 
Rij-Rсj =30-30=0 

Tр11-Tп5-t5-11 = 
=138-112-26=0 
R5-11-R5-R11= 
=30-30-0=0 

6-11 36 Tп11-Tр6-t6-11= 
=138-102-36=0 

Tp11-Tp6-t6-11= 
=138-102-36=0 

Tп11-Tп6-t6-11= 
=138-102-36=0 
Rij-Rсj =0-0=0 

Tр11-Tп6-t6-11 = 
=138-102-36=0 
R6-11-R6-R11= 
=0-0-0=0 

7-6 39 Tп6-Tр7-t7-6= 
=102-63-39=0 

Tp6-Tp7-t7-6= 
=102-63-39=0 

Tп6-Tп7-t7-6= 
=102-63-39=0 
Rij-Rсj =0-0=0 

Tр6-Tп7-t7-6 = 
=102-63-39=0 
R7-6-R7-R6= 
=0-0-0=0 

9-7 24 Tп7-Tр9-t9-7= 
=63-22-24=17 

Tp7-Tp9-t9-7= 
=63-22-24=17 

Tп7-Tп9-t9-7= 
=63-39-24=0 
Rij-Rсj =17-17=0 

Tр7-Tп9-t9-7 = 
=63-39-24=0 
R9-7-R9-R7= 
=17-17-0=0 

9-10 9 Tп10-Tр9-t9-10= 
=92-22-9=61 

Tp10-Tp9-t9-10= 
=67-22-9=36 

Tп10-Tп9-t9-10= 
=92-39-9=44 
Rij-Rсj =61-36=25 

Tр10-Tп9-t9-10 = 
=67-39-9=19 
R9-10-R9-R10= 
=61-17-25=19 

8-10 19 Tп10-Tр8-t8-10= 
=92-48-19=25 

Tp10-Tp8-t8-10= 
=67-48-19=0 

Tп10-Tп8-t8-10= 
=92-73-19=0 
Rij-Rсj =25-0=25 

Tр10-Tп8-t8-10 = 
=67-73-19=-25 
R8-10-R8-R10= 
=25-25-25=-25 

10-11 46 Tп11-Tр10-t10-11= 
=138-67-46=25 

Tp11-Tp10-t10-11= 
=138-67-46=25 

Tп11-Tп10-t10-11= 
=138-92-46=0 
Rij-Rсj =25-25=0 

Tр11-Tп10-t10-11 = 
=138-92-46=0 
R10-11-R10-R11= 
=25-25-0=0 

 

Обчислимо коефіцієнт напруженості роботи, що являє собою відношення 
тривалості незбіжних відрізків шляху, одним з яких є шлях максимальної три-
валості, що проходить через роботу ij, а іншим – критичний шлях: 

LkpLkp

LkpL
нij TT

TT
K

'
'max

−

−
= , або 

LkpLkp

ij
нij TT

R
K

'
1

−
−= , 

де LkpT '  - величина відрізку досліджуваного шляху, що збігається з крити-
чним шляхом; 

LkpT  - тривалість критичного шляху; 
maxLT  - тривалість максимального, але не критичного шляху, що прохо-

дить через дану роботу. 
Визначимо для кожної роботи тривалість відрізка шляху, що збігається з 

критичним шляхом, та тривалість максимального не критичного шляху, що 
проходить через дану роботу. Результати зведемо у таблицю 1.7. 
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Таблиця 1.7 – Коефіцієнти напруженості робіт 

Робота 
i-j tij Rij НомерLmax maxLT  LkpT '  

LkpLkp

LkpL
нij TT

TT
K

'
'max

−

−
=

0-1 22 50 L1, L2 max{108, 64}=108 0 Kн0-1=(108-0)/
/(138-0)=0,78 

0-2 34 0 L3, L4 max{104, 138}=138 34 Kн0-2=(138-34)/
/(138-34)=1,0 

0-3 19 25 L5, L6 max{87, 131}=131 39+36=75 Kн0-3=(131-75)/
/(138-75)=0,89 

1-4 26 30 L1 108 0 Kн1-4=(108-0)/
/(138-0)=0,78 

1-5 16 74 L2 64 0 Kн1-5=(64-0)/ 
/(138-0)=0,464 

2-6 34 34 L3 104 34+36=70 Kн2-6=(104-70)/
/(138-70)=0,5 

2-7 29 0 L4 138 34+29+39+ 
+36=138 

Kн2-7=(138-138)/
/(138-138)= 

3-9 13 7 L5, L6 max{87, 131}=131 39+36=75 Kн3-9=(131-75)/
/(138-75)=0,89 

3-8 29 25 L7 113 0 Kн3-8=(113-0)/
/(138-0)=0,82 

4-5 34 0 L1 108 0 Kн4-5=(108-0)/
/(138-0)=0,78 

5-11 26 30 L1, L2 max{108, 64}=108 0 Kн5-11=(108-0)/
/(138-0)=0,78 

6-11 36 0 L3, L4, L6 max{104, 138, 
131}=131 39+36=75 Kн6-11=(131-75)/

/(138-75)=0,89 

7-6 39 0 L4,L6 max{138, 131}=131 39+36=75 Kн7-6=(131-75)/
/(138-75)=0,89 

9-7 24 17 L6 131 39+36=75 Kн9-7=(131-75)/
/(138-75)=0,89 

9-10 9 61 L5 87 0 Kн9-10=(87-0)/ 
/(138-0)=0,63 

8-10 19 25 L7 113 0 Kн8-10=(113-0)/ 
/(138-0)=0,82 

10-11 46 25 L5,L7 max{87, 113}=113 0 Kн10-11=(113-0)/
/(138-0)=0,82 

 

Чим нijK  ближче до одиниці, тим складніше виконати дану групу робіт у 
встановлений термін; чим менше нijK , тим більши резерви має цей шлях у сітці. 
На підставі обчислених значень нijK  виділимо три зони: критичну ( нijK >0,8), пі-
дкритичну (0,6≤ нijK ≤0,8) і резервну ( нijK <0,6) (табл. 1.8). 
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Таблиця 1.8 – Розподілення робот за зонами напруженості 

 
Критична зона 

( нijK >0,8) 

Підкритична 
зона 

(0,6≤ нijK  ≤0,8) 

Резервна зона 
( нijK <0,6) 

Ро
бо
ти

 
0-2 0-1 1-5 
0-3 4-5 2-6 
1-4 5-11  
2-7 9-10  
3-9   
3-8   
6-11   
7-6   
9-7   
8-10   
10-11   

 

Отже резервами часу для оптимізації сіткового графіка за часом мають 
лише дві роботи: 1-5 (R1-5=74 доби) та 2-6 (R2-6=34 доби). 

 
Задачі та моделі заміни 

Задача заміни обладнання збігається до визначення оптимального терміну 
його експлуатації. При цьому критерієм ефективності може бути прибуток від 
експлуатації обладнання (задача максимізації прибутку) або витрати на обслу-
говування обладнання (задача мінімізації витрат). 

Елементи моделі динамічного програмування визначаються в такий спо-
сіб. Етап i подається порядковим номером року i, n,i 1= . Параметром стану є 
вік обладнання. На початку першого року експлуатації обладнання нове й S0=0, 
у наступні роки Si=t. Варіантами розв'язання на i-му етапі є альтернативи: про-
довжити експлуатацію або замінити механізм на початку i-го року. Можливе 
управління на кожному кроці має якісні ознаки: зберегти експлуатацію облад-
нання без ремонту хс, відремонтувати обладнання та продовжувати його екс-
плуатацію хр і замінити обладнання новим хз. 

На початку кожного року приймається рішення або про експлуатацію об-
ладнання ще один рік, або про заміну його новим. 

Позначення: r(t) - прибуток від експлуатації t-літнього механізму; c(t) - 
витрати на його обслуговування протягом року; р(t) - вартість продажу облад-
нання, що експлуатувалося t років; Р - вартість нового обладнання, що залиша-
ється незмінною протягом всіх n років. 

У задачі максимізації прибутку від експлуатації обладнання критерій 
ефективності wi, якому на i-му кроці відповідає умовне оптимальне управління 
xi(S), обчислюється на підставі рекурентного виразу 
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У задачі мінімізації витрат на експлуатацію обладнання критерій ефекти-
вності wi обчислюється на підставі наступного рекурентного виразу: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−+
++

=
+

+

.обладнаннязамінитиякщо),(w)t(p)(cP
,обладнанняатиексплуатувякщо),t(w)t(c

min)t(w
i

i
i 10

1

1

1 . 

Отже, функція цілі wi(t) на i-му етапі виражається як функція наступного ета-
пу. 

Стан системи Si на етапі i – це інформація, що зв'язує етапи один з одним, 
при цьому оптимальні рішення для етапів, що залишилися, можуть прийматися 
без повторної перевірки того, як були отримані рішення на попередніх етапах. 
Таке визначення стану системи дозволяє розглядати кожний етап окремо й га-
рантує, що рішення є припустимим на кожному етапі. 

Сформулюємо порядок дій під час розв’язання задачі заміни.  
1. Вибрати параметри (фазові координати), що характеризують стан керо-

ваної системи S перед кожним кроком. 
2. Розділити операцію управління на етапи (кроки). 
3. Визначити набір крокових управлінь xi для кожного кроку та обмежен-

ня, що накладаються на них. 
4. Записати функцію цілі для i-го кроку 

)x,S(fw iiii 1−=  
та обчислити значення показника ефективності на i-му кроці при управлінні xi, 
якщо перед цим система була у стані Si-1. 

5. Записати функції зміни стану системи 
n,i),x,S(S iiii 11 == −ϕ  

і визначити, як зміниться стан S на i-му кроці при управлінні xi. 
6. Записати основне рекурентне рівняння динамічного програмування, що 

виражає умовний оптимум wi(S), починаючи з i-го кроку 
{ }))x,S(i(w)x,S(fmax)S(w iiiiiixii 11 +++= ϕ , 

де xi – умовне оптимальне управління на i-му кроці; 
))x,S(i(w)S(w iiii 11 ++= ϕ  - вже відома функція цілі наступних кроків, у її 

вираз треба підставити змінений стан S. 
7. Зробити умовну оптимізацію останнього n-го кроку, задаючись низкою 

станів S, з яких можна за один крок дійти до кінцевого стану, обчислюючи для 
кожного з них умовний оптимум цільової функції за формулою: 

{ })x,S(fmax)S(w nnnxnn = , 

та визначити умовне оптимальне управління xn(S), для якого цей оптимум дося-
гається. 

8. Зробити умовну оптимізацію (n-1)-го, (n-2)-го та інших кроків за реку-
рентною формулою { }))x,S(i(w)x,S(fmax)S(w iiiiiixii 11 +++= ϕ , покладаючи у ній 
i=(n-1), (n-2),…, і для кожного з кроків відзначити умовне оптимальне управ-
ління xi(S), при якому досягається оптимум. 

Слід зазначити, що стан системи в початковий момент S0, як правило, ві-
домий. Тому на останньому кроці зворотного прогону оптимум цільової функ-
ції є оптимумом всієї операції 



 17

W*=w1(S0). 
9. Зробити безумовну оптимізацію управління, для чого взяти знайдене 

оптимальне управління на першому кроці х*1=х1(S0) і змінити стан системи за 
формулою n,i),ix,iS(iiS 11 =−=ϕ . Для знову знайденого стану знайти опти-
мальне управління на другому кроці х*2, і так до кінця. 

Приклад 3. Визначити графічним методом оптимальний термін заміни об-
ладнання. Дана первісна вартість обладнання Р=4000 грн., його ліквідаційна вар-
тість р(t)=Р*2-t, вартість утримання обладнання c(t)=0,1Р(t+1) віком t років про-
тягом року, термін експлуатації обладнання, наприкінці якого воно продається, 
складає 5 років. Як критерій оптимальності прийняти сумарні витрати на експлу-
атацію обладнання з урахуванням первісної покупки та наступного продажу. 

Розв’язання. Маємо задачу мінімізації витрат. Відповідно до динамічної 
моделі задачі про заміну обладнання етапи визначаються порядковими номера-
ми років n,i 1= , отже процес управління розбиваємо на 5 етапів За параметр 
стану приймаємо вік обладнання t. На початку першого року експлуатації обла-
днання нове й S0=0, у наступні роки Si=t. Варіантами розв'язання на i-му етапі є 
альтернативи: продовжити експлуатацію або замінити обладнання на початку i-
го року. Можливе управління на кожному кроці має якісні ознаки: зберегти 
експлуатацію обладнання хс або замінити обладнання новим хз. У задачі мінімі-
зації витрат на експлуатацію обладнання критерій ефективності wi обчислюєть-
ся на підставі рекурентного виразу: 

⎭
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З цього виразу видно, що функція цілі wi(t) на i-му етапі виражена як фу-
нкція наступного етапу. 

Управління на кожному кроці обирається із змінних хс і хз. Рівняння ста-
нів мають вигляд 
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звідки видно, що якщо до початку i-го кроку Si-1=t, і експлуатація обладнання 
триває, тобто хi=хс, то вік обладнання збільшується на одиницю. Якщо ж облад-
нання замінюють новим, то на початку i-го кроку його вік t=0, а наприкінці - t=1. 

Визначимо показник ефективності i-го кроку з урахуванням того, що як-
що експлуатація обладнання триває, тобто хi=хс, то мають місце витрати тільки 
на утримання обладнання c(t)=0,1*4000(t+1). Якщо ж обладнання замінюється 
новим, тобто хi=хз, то витрати включають Р=4000 грн. на покупку нового обла-
днання за винятком ліквідаційної вартості проданого обладнання, вік якого t 
років р(t)=Р*2-t = 4000*2-t, і витрат на утримання нового обладнання протягом 
року c(t)=400, тобто 4000+400-4000*2-t. Маємо 
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Нехай w*i – умовні оптимальні витрати на експлуатацію обладнання з i-го 
до 5-го кроку, за умови, що до початку i-го кроку обладнання має вік t років. 
Запишемо для функцій w*i рекурентні співвідношення (рівняння Беллмана): 
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де 4000*2-(t+1) – ліквідаційна вартість обладнання віком t років. Або 
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де i=4,3,2,1. 
Складемо таблицю 1.9, помістивши до неї вихідні розрахункові дані. 
 

Таблиця 1.9 - Розрахункові дані задачі 
Вік обладнання, років Вартість утримання 

c(t)=400(t+1), грн. 
Залишкова вартість 

р(t)=Р*2-t, грн. 
0 400 4000 
1 800 2000 
2 1200 1000 
3 1600 500 
4 2000 250 
5 2400 125 

 

Зобразимо схему процесу управління на рисунку 1.2. На осі абсцис відк-
ладатимемо етапи рішення i (5 кроків), а на осі ординат - вік обладнання t. У 
кружках цифри вказують стан обладнання S= t. 

На початку першого року обладнання є новим (t=0), і протягом першого 
року воно знаходиться в експлуатації. Наприкінці першого року вік t=1, ми мо-
жемо або зберегти експлуатацію обладнання (С), і тоді наприкінці другого року 
його вік стане t=2, або замінити його новим (З), і тоді наприкінці другого року 
його вік t=1. Такий самий підхід використовується на початку кожного наступ-
ного року. Якщо однорічне обладнання замінюють на початку другого або тре-
тього років, то обладнання, що його замінило, на початок наступного року так 
само буде однорічним. Наприкінці п'ятого року все обладнання продається. 

Зробимо розрахунок витрат у відповідності із схемою процесу управління 
на рисунку 1.2. Почнемо з останнього 5-го кроку та переміщатимемось до поча-
тку процесу. У кружках запишемо значення сумарних витрат, а над стрілками - 
значення витрат управління. 

На 5-му етапі ми маємо 5 можливих станів обладнання S5=(1, 2, 3, 4, 5). 
Оскільки все обладнання продається, запишемо в кружки відповідну ліквіда-
ційну вартість з від’ємним знаком, оскільки критерієм ефективності є витрати 
(рис. 1.3). 

Визначимо витрати, зроблені при переході із стану S4 у стан S5. 
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Потім для кожного стану обчислимо сумарні витрати та занесемо 
у таблицю 1.10. 
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Рисунок 1.2 - Схема процесу управління 
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Таблиця 1.10 – Розрахунки на етапі 5 
Вік t 

(стан Si) 
Управління хс 
w5=400*(t+1) 

Управління хз 
w5=4000+400- 

-4000*2-t 

Сумарні витрати, 
w5(t) 

Оптимум 

w*5(t) Рішення

1 400(1+1)=800 
4000+400- 

-4000*2-1=2400 
min{800-1000; 
2400-2000}=-200 -200 С 

2 400(2+1)=1200 
4000+400- 

-4000*2-2=3400 
min{1200-500; 
3400-2000} =700 700 С 

3 400(3+1)=1600 
4000+400- 

-4000*2-3=3900 
min{1600-250; 
3900-2000}=1350 1350 C 

4 400(4+1)=2000 
4000+400- 

-4000*2-4=4150 
min{2000-125; 
4150-2000}=1875 1875 C 

 

Далі виберемо з них найменші та запишемо в кружки 4-го етапу. Умовні 
оптимальні управління виділимо подвійними лініями. 

На 4-му етапі маємо 4 можливі стани обладнання S4=(1, 2, 3, 4). Витрати, 
зроблені при переході із стану S3 у стан S4, і умовні оптимальні управління на-
ведені в таблиці 1.11 та нанесені на рисунку 1.3. 

 

Таблиця 1.11 - Розрахунки на етапі 4 
Вік t 

(стан Si) 
Управління хс 
w4=400*(t+1) 

Управління хз 
w4=4000+400-4000*2-t 

Сумарні витрати, 
w4(t) 

Оптимум 

w*4(t) Рішення

1 400(1+1)=800 
4000+400- 

-4000*2-1=2400 
min{800+700; 
2400-200}=1500 1500 С 

2 400(2+1)=1200 
4000+400- 

-4000*2-2=3400 
min{1200+1350; 
3400-200}=2400 2400 З 

3 400(3+1)=1600 
4000+400- 

-4000*2-3=3900 
min{1600+1875; 
3900-200}=3475 3475 С 

 

На 3-му етапі маємо 3 можливі стани обладнання S3=(1, 2, 3). Витрати, 
зроблені при переході із стану S2 у стан S3, і оптимальні рішення наведені в таб-
лиці 1.12. 

 

Таблиця 1.12 - Розрахунки на етапі 3 
Вік t 

(стан Si) 
Управління хс 
w3=400*(t+1) 

Управління хз 
w3=4000+400- 

-4000*2-t 

Сумарні витрати, 
w3(t) 

Оптимум 

w*3(t) Рішення

1 400(1+1)=800 
4000+400- 

-4000*2-1=2400 
min{800+240; 
2400-2200}=3200 3200 С 

2 400(2+1)=1200 
4000+400- 

-4000*2-2=3400 
min{1200+3475; 
3400+2200}=4675 4675 С 

 

На 2-му етапі - 2 можливих стана обладнання S2=(1, 2). Витрати, зроблені 
при переході із стану S1 у стан S2, і оптимальні рішення наведені в таблиці 1.13. 
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Рисунок 1.3 - Розв’язання задачі графічним методом 
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Таблиця 1.13 - Розрахунки на етапі 2 
Вік t 

(стан Si) 
Управління хс 
w2=400*(t+1) 

Управління хз 
w2=4000+400- 

-4000*2-t 

Сумарні витрати, 
w2(t) 

Оптимум 

w*2(t) Рішення

1 400(1+1)=800 
4000+400- 

-4000*2-1=2400 
min{800+4675; 
2400+3200}=5475 5475 С 

 
На 1-му етапі є один можливий стан обладнання S1=1. Витрати, зроблені 

при переході із стану S0 у стан S1, і оптимальне рішення наведені в таблиці 1.14. 
 

Таблиця 1.14 - Розрахунки на етапі 1 
Вік t 

(стан Si) 
Управління хс 
w1=400*(t+1) 

Управління хз 
w1=4000+400- 

-4000*2-t 

Сумарні витрати, 
w1(t) 

Оптимум 

w*1(t) Рішення

1 400(0+1)=400  
4000+400+5475 = 

=9875 9875 С 
 
У результаті здійснення умовної оптимізації отримані в точці S0=0 зна-

чення мінімальних витрат на експлуатацію обладнання протягом 5 років. Пере-
міщаючись з точки S0=0 за подвійними стрілками, побудуємо оптимальну трає-
кторію управління (на рисунку 1.3 відзначена червоним). Вектор оптимального 
управління має вигляд: 

х=(хС, хС, хЗ, хС, хС), 
відповідно до якого обладнання варто експлуатувати протягом перших двох ро-
ків, потім замінити новим. 
 

Задачі масового обслуговування 
Стани системи масового обслуговування в загальному випадку опису-

ються диференціальними рівняннями станів, де невідомими змінними є імовір-
ності станів. Щоб вирішити диференціальні рівняння та знайти імовірності ста-
нів, необхідно задатися початковими умовами. У результаті вирішення визна-
чаються імовірності станів як функції часу: 

t)(e)t(p μλ

μλ
λ

μλ
μ +−

+
+

+
=0 , 

t)(e)t(p μλ

μλ
λ

μλ
λ +−

+
+

+
=1 . 

При t→∞ в системі встановлюється граничний стаціонарний режим, на 
протязі якого система випадково змінює свої стани, але їхні імовірності вже не 
залежать від часу. Ці імовірності називають фінальними імовірностями станів. 
Фінальну імовірність стану розуміють як середній відносний час знаходження 
системи в цьому стані. 

Характеристиками одноканальної системи масового обслуговування з ві-
дмовами є: 

- відносна пропускна здатність системи q 
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q = p0 = 
μλ

μ
+

, 

де p0 - імовірність того, що в момент t канал вільний і заявка, що надійш-
ла, буде обслуженою; 

- абсолютна пропускна здатність А - це середнє число заявок, які може 
обслужити система масового обслуговування в одиницю часу: 

μλ
λμλ
+

== qA ; 

- імовірність відмови в обслуговуванні заявки дорівнює імовірності стану 
«канал зайнятий»: 

μλ
λ

μλ
μ

+
=

+
−=−== 11 01 ppPвідм , 

цю величину Pвідм інтерпретують як середню частку необслужених заявок серед 
тих, що надійшли. 

Приклад 4. Є одноканальна СМО з відмовами, що являє собою один 
пост. Заявка, що прибуває в момент, коли пост зайнятий, одержує відмову в об-
слуговуванні. Інтенсивність потоку заявок λ = 1,0 од./годину. Середня трива-
лість обслуговування - 1,8 години. Потік заявок і потік обслуговувань є найпро-
стішими. Потрібно визначити відносну пропускну здатність q; абсолютну про-
пускну здатність А; імовірність відмови Pвідм , а також порівняти фактичну про-
пускну здатність СМО з номінальною, яка б мала місце, якби кожна заявка об-
слуговувалась точно 1,8 години і заявки надходили одна за одною без перерви. 

Розв’язання. Визначимо інтенсивність потоку обслуговувань: 
5550

81
11 ,
,tоб
===μ . 

Обчислимо відносну пропускну здатність: 
3560

55501
5550 ,
,

,q =
+

=
+

=
λμ

μ . 

Величина q=0,356 означає, що система в середньому обслуговуватиме 
35,6% заявок, що надходять у СМО. 

Абсолютну пропускну здатність знайдемо за формулою 
356013560 ,*,qA === λ . 

Це означає, що система здатна обслужити в середньому 0,356 заявок на 
годину. 

Імовірність відмови: 
6440356011 ,,qPвідм =−=−= . 

Це означає, що 64,4% заявок, що надійшли, одержать відмову в 
обслуговуванні. 

Визначимо номінальну пропускну здатність системи: 
5550

81
11 ,
,t

A
об

=== , од./год. 
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Виявляється, що Аном в 1,5 рази перевищує фактичну пропускну здатність, 
обчислену з урахуванням випадкового характеру потоку заявок і часу обслуго-
вування ( 56,1

356,0
555,0

==
A

Aном ). 

 
Задачі з умовами невизначеності та конфлікту 

Прийняття рішень в умовах невизначеності, як і в умовах ризику, вимагає 
визначення альтернативних дій, яким відповідають «платежі», що залежать від 
станів природи. У задачі прийняття рішень з m можливими діями та n станами 
природи формують матрицю платежів  

 ω1 ω2 … ωn 

a1 v(a1, ω1) v(a1, ω2) … v(a1, ωn) 

a2 v(a2, ω1) v(a2, ω2) … v(a1, ωn) 

… … … … … 

am v(am, ω1) v(am, ω2) … v(am, ωn) 

де елемент ai представляє i-й можливий розв'язок, а елемент ωj - j-й  
стан природи. Плата або дохід, пов'язаний з розв'язком ai і станом ωj  
дорівнює v(ai, ωj).  

Відмінність між прийняттям рішень в умовах ризику та невизначеності 
полягає в тому, що в умовах невизначеності імовірнісний розподіл, що відпові-
дає станам ωj невідомий. У цьому випадку для аналізу ситуації, пов'язаної з 
прийняттям рішень, використовують спеціальні критерії: критерій Лапласа, мі-
німаксний критерій Вальда, критерій Севіджа та критерій Гурвіца. Ці критерії 
відрізняються за ступенем консерватизму особи, що приймає рішення. 

Якщо імовірності станів природи q1, q2,...,qm відомі, то обирають  
рішення i0, для якого 

∑∑
=≤≤=

=
m

j
jijni

m

j
jji qamaxqa

111
0 . 

У випадках, коли імовірності qi, 1
1

=∑
=

m

j
jq  невідомі, для їхньої оцінки за-

стосовують принцип недостатньої підстави Лапласа і вважають всі стани при-
роди рівноімовірними. За критерієм Лапласа найкращим рішенням є те, що за-
безпечує найбільше математичне сподівання прибутку за варіантами рішення 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∑
=

n

j
jiai
),a(v

n
max

1

1 ω . 

Якщо значення імовірностей qj важко визначити, то використовують пев-
ні припущення, або критерії, про стани природи. 
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Критерій Вальда припускає, що природа діє щонайгірше, тобто протисто-
їть. Тоді вибір збігається до вибору найкращої альтернативи з найгірших. Якщо 
величина v(ai, ωj) є прибутком, то відповідно до максимінного критерію за оп-
тимальне обирається рішення, що забезпечує  { }),a(vminmax jijai

ω
ω

. 

Якщо величина v(ai, ωj) являє собою витрати, використовують мінімакс-
ний критерій { }),a(vmaxmin jijai

ω
ω

. 

Критерій мінімального ризику Севіджа рекомендує вибрати стратегію 
прийняття рішення, за якою величина ризику rij є мінімальною в найнесприят-
ливій ситуації, тобто шукається ijji

rmaxmin  або 

{ }
{ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−

−−
=

.втратиvякщо,),a(vmin),a(v

,прибутокvякщо),,a(v),a(vmax
),a(r

jkakjш

jijkak
ji ωω

ωω
ω  

Значення ризику rij є різницею між виграшем bj, що мав би місце, якщо j-й 
стан природи був відомим, і виграшем аij, тобто rij=bj-aij. Матриця R=(rij) назива-
ється матрицею ризику, її елементи визначають так: у кожному стовпці матриці Р 
вибирають максимальний елемент bj і з нього віднімають всі елементи стовпця. 

В основі критеріїв Вальда і Севіджа лежить песимістична оцінка дій; вона 
зм'якшується в критерії Гурвіца, відповідно до якого вибирається стратегія { }),(min)1(),(maxmax jijjijai

avav ωλωλ
ωω

−+  або ]max)1(min[max ijjijji
aa λλ −+ , 

де 0≤λ≤1. 
Вибір значення λ суб'єктивний, при λ=1 критерій збігається з критерієм 

Вальда. Тому, чим більше треба підстрахуватися, тим ближче до одиниці оби-
рається значення λ. 

Приклад 5. Фірма вирішує, яку з чотирьох видів продукції доцільніше ви-
готовляти. Визначено вплив п'яти факторів на прибуток, що відбиває матриця 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

11144812
91061820

1321765
10814710

P , 

де рядки відповідають видам продукції. 
Визначити за критеріями Вальда, Севіджа, Гурвіца (λ=0,5) найвигіднішу 

продукцію. Стани природи вважати рівноімовірними. Обчислити максимальне 
значення математичного сподівання прибутку. 

Розв’язання. Скористаємось максимінним критерієм { } 74657 == },,,{max)a(minmax
ijijai ω

, 

отже, максимальний з мінімальних прибуток відповідає i=1, тобто першому ря-
дку і отже першому виду продукції. 

Для використання критерію Севіджа замінимо матрицю прибутків 
v(ai, ωj) матрицею ризиків r(ai, ωj). Для визначення елементів матриці ризиків в 
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кожному стовпчику оберемо максимальний елемент та з нього віднімемо всі 
елементи стовпчика: 

2710108
411800
0071215
31301110

=R . 

Обчислимо { } 10}10,11,15,13{min)(maxmin ==
ijijai

r
ω

, що відповідає четвертому 

рядку i=4. 
Скористаємось критерієм Гурвіца. За умовою задачі λ=0,5, тоді рішенню, 

обраному за критерієм Гурвіца, відповідає  { } { } 139;13;13;5,10max),(min5,0),(max5,0max ==+
aijijjijai

avav ωω
ωω

, 

де елементи обчислюємо за рядками. Отже найкращі рішення за критерієм Гур-
віца відповідають другому та третьому рядкам (i=2 або i=3). 

За критерієм Лапласа найкращим рішенням є те, що забезпечує 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∑
=

n

j
jiai
),a(v

n
max

1

1 ω , 

тобто потрібно обрати найбільше математичне сподівання прибутку за варіан-
тами рішення 

{ } ,,,;,;,;,max

,,,max

ai

ai

6128961241089
5

11144812
5

91061820
5

1321765
5

10814710

==

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++++++++++++++++

 

що знову відповідає i=3. 
Отже аналіз ситуації за критеріями дає підставу обрати третій вид продукції. 
 

Задачі теорії ігор 
Розв’язання гри з матрицею 2хm можна знайти графічним способом. Ма-

триця має вигляд 

m

m

aaa
aaa

P
22221

11211

L

L
= , 

тобто перший гравець має дві чисті стратегії або змішану з імовірностями р і 
1-р. 

Розв’язання ігри треба починати з відшукання сідлової точки. Для цього 
відповідно до співвідношення jijiij aaa 0000 ≤≤  у кожному рядку знаходять 
мінімальний елемент і перевіряють, чи є він максимальним у своєму стовпці. 
Якщо він є таким, то представляє сідлову точку. Якщо вона існує, то визнача-
ється пара чистих стратегій для гравців. Інакше відшукуються оптимальні змі-
шані стратегії. Відповідно до співвідношення 

ν===

==

)q,i(Hmax)q,i(Hmaxmin

)j,p(Hminmax)j,p(Hmin

iiq

jpj

0

0

 

маємо 
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])[(minmax

)]1([minmax

221110

21110

jjjmjp

jjmjp

apaa

papa

+−=

=−⋅+⋅=

≤≤≤≤

≤≤≤≤
ν

. 

З цього виразу випливає, що для графічного розв’язання гри на відрізку 
[0,1] треба побудувати m лінійних функцій L=(alj-a2j)p+a2j, j=1,m, знайти їх ни-
жню огинаючу, що відповідає операції 

mj≤≤1
min , і на цій огинаючий знайти точку 

максимуму М. Абсциса точки визначає стратегію р0, ордината - ціну гри v. 
Оскільки нижня огинаюча є опуклою кусочно-лінійною функцією, то точка ма-
ксимуму лежить на перетині двох прямих, або через неї проходить пряма, що 
паралельна осі абсцис (рис. 1.4). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
а б 
Рисунок 1.4 – Приклади пошуку максимуму 

 
В першому випадку (рис. 1.4, а) другий гравець використовує дві чисті 

стратегії 2 і 3 (тобто q1 = 0) в оптимальній стратегії, у другому - одну (2). 
Щоб одержати значення р0, q0j, вирішують системи рівнянь для визначен-

ня координат точки М. Для графіка на рисунку 1.4, а визначимо р0 з рівнянь 
(j = 2,3): 

.)(
,)(

232313

222212

ν
ν

=+⋅−
=+⋅−

apaa
apaa

 

Значення q2, q3 (q1=0) знаходимо з рівнянь: 
a12q2+a13q3=v, 

a22q2+a23q3=v,     q2+q3=1, 
або 

(a12 - a22)q2 + (a13 - a23)q3 = 0, 
q2+q3=1. 

Для графіка на рисунку 1.4, б перший гравець має нескінченно багато оп-
тимальних стратегій р0, 1-р0. В другого гравця є чиста оптимальна стратегія 
j0=2, причому ціна гри v=а12=а22, що випливає з рівняння a22q2+a23q3=v при 
q2 = 1, q3 = 0. 

 

j=1 

j=2 

j=3 

M 

p 0 

L 

p0 

v 

j=1 

j=2 

j=3 

M2 

p 0 

L 

p0 

v M1 
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Для часткового випадку - гри 2x2 (m=2), вирішуючи системи рівнянь 

ν
ν

=+⋅−
=+⋅−

232313

222212

ap)aa(
,ap)aa(
 

та 
a12q2+a13q3=v, 

a22q2+a23q3=v,     q2+q3=1, 
при j = 1,2, можна знайти оптимальні стратегії: 

0

2122

21122211

2122
001 A

aa
aaaa

aapp −
=

−−+
−

== , 
0

2122

0

1211
002 1

A
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A
aapp −
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01 A

aaq −
= ,  

0

2111
0102 1

A
aaqq −

=−= , 

0

21121122

A
aaaa −

=ν , 

де A0=a11+a22 -a12-a21. 
Для ігри nх2 матриця виграшів має вигляд 

21

2221

1211

nn aa

aa
aa

P
LLL

= ; 

])[(maxmin 121110 iiiniq
aqaa +−=

≤≤≤≤
ν . 

Аналогічно попередньому на відрізку [0,1] будують n лінійних функцій 
(аi1-ai2)q+ai2, i = 1,n, далі знаходять їхню верхню огинаючу і на ній - точку міні-
муму М (рис. 1.5). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.5 - Приклад пошуку мінімуму 
Величина q0 визначається з рівнянь (i = 1,2): 

(a11-al2)q + al2=v, 
(a2l-a22)q + a22=v, 

j=1 

j=2 

j=3 

M 

p 0 

L 

p0 

v 
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тобто q01=q0,  q02=l-q0. 
Значення р1, р2 (р3=0) визначаються за співвідношеннями 

a11pl + a21p2=v, 
a12pl + a22p2=v, pl + p2=1. 

При розв’язанні ігор 2хm, nх2 гравці, що користуються m (або n) чистими 
стратегіями, застосовують змішану стратегію з комбінації двох чистих страте-
гій. Ця властивість є справедливою і для довільної гри nхm, що використову-
ється в алгоритмах пошуку оптимальних стратегій (метод Шеплі-Сноу). 

Приклад 6. Вирішимо графічним способом гру з матрицею 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−−
0251

1430 . 

Розв’язання. Маємо матрицю розмірами 2x4. Відповідно до рівностей 

])[(minmax

)]1([minmax
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визначимо прямі L=(alj-a2j)p+a2j, j=1,4, 
L1(j =1):   (а11-а21)р + а21=(0-(-1))р + (-1)=p-1, 
L2(j =2):   (а12-а22)р + а22=(-3-(-5))р +(-5)=2p-5, 
L3(j=3):   (а13-а23)р + а23=(-4-(-2))р + (-2)=-2p-2, 
L4(j=3):   (а14-а24)р + а24=(1-0)р + 0=p. 

Побудуємо графік з прямими (рис. 1.6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 1.6 –Розв’язання задачі 

Абсцису р0 точки М, де перетинаються прямі L2 і L3 знайдемо з рівняння 
2р - 5 = -2р - 2, 4p= 3,  р = р0=р01=3/4, тоді р02=1-3/4=1/4. Ціну гри визначимо як 
ординату точки М   v=2*3/4 - 5 =-3,5, або v=-2*3/4 - 2 =-3,5. 
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Враховуючи, що якщо р0i >0, то H(i,q0) = v, знаходимо значення q2, q3 
(q1=q4=0) з рівняння: 

a22q2+a23q3=v,     q2+q3=1, 
-5q2-3q3=-7/2, 

-5q2-3(1-q2)=-7/2, 
q2=q3=1/2. 

Остаточно ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

4
1,

4
3

0p , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0,

2
1,

2
1,00q , ν=-3,5. 

 
 



 31

2 ІНДИВІДУАЛЬНІ ЗАВДАННЯ ДЛЯ  
РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНОЇ РОБОТИ 

 

Завдання 1 
Цех витрачає деталі з інтенсивністю d од./день. Вартість зберігання однієї 

деталі на складі становить e грн., штраф за дефіцит дорівнює f грн., вартість за-
мовлення g грн. Числові значення змінних за варіантами наведені у таблиці 2.1. 

 

Таблиця 2.1 - Числові значення змінних за варіантами 
Варіант d e f g Варіант d e f g 

1 200 0,4 3,6 1000 6 180 0,5 2,7 800 
2 120 0,4 4,3 700 7 140 0,6 6,9 850 
3 330 0,9 2,5 800 8 220 0,5 4,0 950 
4 260 0,2 1,8 900 9 300 0,8 5,6 1200 
5 160 0,3 4,8 750 10 280 0,8 2,7 1050 

 

Відповідно до вихідних даних, що наведені в таблиці 2.1, та за варіантом 
визначити оптимальні параметри моделей без дефіциту і з дефіцитом (об’єм за-
мовлення n*, величину дефіциту s* і тривалість відсутності запасу, період по-
повнення t*0, мінімальну вартість витрат) за умов: 

1) якщо поповнення запасу відбувається миттєво; 
2) якщо термін виконання замовлення 1 тиждень (обчислити точку 

замовлення). 
 

Завдання 2 
Відповідно до даних таблиці 2.3 та за варіантом побудувати сітковий 

графік. Для сіткового графіку знайти: 
1) всі повні шляхи та визначити критичний шлях; 
2) розрахувати ранні та пізні терміни відбуття подій; 
3) розрахувати ранні та пізні терміни початку та закінчення робот; 
4) визначити резерви часу повних шляхів; 
5) визначити резерви часу подій; 
6) визначити резерви часу робот (повні, часткові, вільні та незалежні); 
7) визначити коефіцієнти напруженості робот. 
 

Таблиця 2.3 - Числові значення змінних за варіантами 

№ п/п Робота 
i-j 

Тривалість 
виконання 
роботи tij діб 

№ п/п Робота 
i-j 

Тривалість 
виконання 
роботи tij діб 

1 2 3 4 5 6 
Варіант 1 

1 0-1 18 10 4-5 30 
2 0-2 30 11 5-11 22 
3 0-3 15 12 6-11 32 
4 1-4 22 13 7-6 35 
5 1-5 12 14 9-7 20 
6 2-6 30 15 9-10 5 
7 2-7 25 16 8-10 15 
8 3-9 9 17 10-11 42 
9 3-8 25    
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Продовження таблиці 2.3 
1 2 3 4 5 6 

Варіант 2 
1 0-1 19 10 4-5 31 
2 0-2 31 11 5-11 23 
3 0-3 16 12 6-11 33 
4 1-4 23 13 7-6 36 
5 1-5 13 14 9-7 21 
6 2-6 31 15 9-10 6 
7 2-7 26 16 8-10 16 
8 3-9 10 17 10-11 43 
9 3-8 26    

Варіант 3 
1 0-1 20 10 4-5 32 
2 0-2 32 11 5-11 24 
3 0-3 17 12 6-11 34 
4 1-4 24 13 7-6 37 
5 1-5 14 14 9-7 22 
6 2-6 32 15 9-10 7 
7 2-7 27 16 8-10 17 
8 3-9 11 17 10-11 44 
9 3-8 27    

Варіант 4 
1 0-1 21 10 4-5 33 
2 0-2 33 11 5-11 25 
3 0-3 18 12 6-11 35 
4 1-4 25 13 7-6 38 
5 1-5 15 14 9-7 23 
6 2-6 33 15 9-10 8 
7 2-7 28 16 8-10 18 
8 3-9 12 17 10-11 45 
9 3-8 28    

Варіант 5 
1 0-1 22 10 4-5 34 
2 0-2 34 11 5-11 26 
3 0-3 19 12 6-11 36 
4 1-4 26 13 7-6 39 
5 1-5 16 14 9-7 24 
6 2-6 34 15 9-10 9 
7 2-7 29 16 8-10 19 
8 3-9 13 17 10-11 46 
9 3-8 29    
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Продовження таблиці 2.3 
1 2 3 4 5 6 

Варіант 6 
1 0-1 17 10 4-5 29 
2 0-2 29 11 5-11 21 
3 0-3 14 12 6-11 31 
4 1-4 21 13 7-6 34 
5 1-5 11 14 9-7 19 
6 2-6 29 15 9-10 4 
7 2-7 24 16 8-10 14 
8 3-9 8 17 10-11 41 
9 3-8 24    

Варіант 7 
1 0-1 16 10 4-5 28 
2 0-2 28 11 5-11 20 
3 0-3 13 12 6-11 30 
4 1-4 20 13 7-6 33 
5 1-5 10 14 9-7 18 
6 2-6 28 15 9-10 3 
7 2-7 23 16 8-10 13 
8 3-9 7 17 10-11 40 
9 3-8 23    

Варіант 8 
1 0-1 15 10 4-5 27 
2 0-2 27 11 5-11 19 
3 0-3 12 12 6-11 29 
4 1-4 19 13 7-6 32 
5 1-5 9 14 9-7 17 
6 2-6 27 15 9-10 2 
7 2-7 22 16 8-10 12 
8 3-9 6 17 10-11 39 
9 3-8 22    

Варіант 9 
1 0-1 14 10 4-5 26 
2 0-2 26 11 5-11 18 
3 0-3 11 12 6-11 28 
4 1-4 18 13 7-6 31 
5 1-5 8 14 9-7 16 
6 2-6 26 15 9-10 1 
7 2-7 21 16 8-10 11 
8 3-9 5 17 10-11 38 
9 3-8 21    
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Продовження таблиці 2.3 
1 2 3 4 5 6 

Варіант 10 
1 0-1 13 10 4-5 25 
2 0-2 25 11 5-11 17 
3 0-3 10 12 6-11 27 
4 1-4 17 13 7-6 30 
5 1-5 7 14 9-7 15 
6 2-6 25 15 9-10 0 
7 2-7 20 16 8-10 10 
8 3-9 4 17 10-11 37 
9 3-8 20    

 
Завдання 3 

Визначити за графічним методом оптимальний термін заміни обладнання. 
Дана первісна вартість обладнання Р, його ліквідаційна вартість р(t)=Р*2-t, вар-
тість утримання обладнання c(t)=0,1Р(t+1) віком t років протягом року, термін 
експлуатації обладнання, наприкінці якого воно продається, складає n років. Як 
критерій оптимальності прийняти сумарні витрати на експлуатацію обладнання 
з урахуванням первісної покупки та наступного продажу. 

 

Таблиця 2.4 - Числові значення змінних за варіантами 
Варіант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Р 8000 7000 6000 5000 4000 8000 7000 6000 5000 4000 
n 5 4 6 8 5 5 4 6 8 5 

 
Завдання 4 

Одноканальна СМО з відмовами являє собою один пост щоденного об-
слуговування для мийки автомобілів. Заявка - автомобіль, що прибув в момент, 
коли пост зайнятий, - одержує відмову в обслуговуванні. Інтенсивність потоку 
автомобілів становить λ автомобілів на годину. Середня тривалість обслугову-
вання дорівнює tоб годин. Потік автомобілів і потік обслуговувань 
є найпростішими. 

 

Таблиця 2.2 - Числові значення змінних за варіантами 

Варіант 
Інтенсивність 

потоку 
заявок λ 

Середня три-
валість обслу-
говування tоб 

Варіант 
Інтенсивність 

потоку 
заявок λ 

Середня три-
валість обслу-
говування tоб 

1 0,5 0,7 6 2,8 0,5 
2 0,8 1,0 7 1,0 0,8 
3 1,0 1,8 8 1,5 1,0 
4 1,5 0,7 9 2,0 1,8 
5 2,0 0,5 10 2,0 1,5 

 
 
Потрібно визначити відносну пропускну здатність q; абсолютну пропуск-
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ну здатність А; імовірність відмови Pвідм, а також порівняти фактичну пропуск-
ну здатність СМО з номінальною, що мала б місце, якщоб кожен автомобіль 
обслуговувався точно 1,8 години і автомобілі надходили один за одним без 
перерви. 

 
Завдання 5 

Фермерське господарство обирає, яку з чотирьох видів сільськогосподар-
ських культур вирощувати. Вплив п’яти станів погоди на урожай задано матри-
цею прибутків Р 

Варіант 1 

11144812
91061820

1321765
10814710

=P . 

Варіант 2 

11144812
91061820

10814710
1321765

=P . 

Варіант 3 

11144812
1321765

10814710
91061820

=P . 

Варіант 4 

91061820
1321765

10814710
11144812

=P . 

Варіант 5 

13168914
101181922
1523987
121016911

=P . 

Варіант 6 

13168914
101181922
121016911
1523987

=P . 

Варіант 7 

13168914
1523987
121016911
101181922

=P . 

Варіант 8 

101181922
1523987
121016911
1168914

=P . 

Варіант 9 

10134711
8951719
1220654
1071369

=P . 

Варіант 10 

10134711
1220654
1071369
8951719

=P . 

  

Скористатися критеріями Вальда, Севіджа, Гурвіца (α=0,5) і Лапласа для 
визначення найвигіднішої культури. О обчислити максимальний прибуток. 

 
Завдання 6 

Вирішити графічним способом ігри з матрицями: 
Варіант 1 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
36 . 

Варіант 2 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
65
94 . 

Варіант 3 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
13
13 . 

Варіант 4 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

830
125 . 

Варіант 5 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−−
0251

1430 . 

Варіант 6 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

108
64
20

. 

Варіант 7 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

11
23

32
. 

Варіант 8 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

741
236 .

Варіант 9 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
810
810 . 

Варіант 10 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

119
75
31

. 
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