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ВСТУП 
 

Пропоноване видання адресоване викладачам і студентам 
для проведення самостійних та контрольних робіт в аудиторії, 
підготовки до контрольних та самостійних робіт вдома. 

Весь матеріал курсу поділено на теми. Кожна тема містить 
одну або декілька контрольних, кожна з яких має 10 варіантів. 
Контрольні та самостійні роботи пронумеровані у порядку зрос-
тання складності. 
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1. ВИЗНАЧНИКИ, МАТРИЦІ, СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ 
АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 

 
Контрольна робота призначена для різнобічної перевірки 

знань за темою. Для написання студентами роботи за дві години 
викладач може вибрати 5 завдань (наприклад, завдання 1, 4, 5, 
пункти а), б) завдання 3). 

 
1. Обчислити вказані вирази для заданих матриць A  та B . 
2. Обчислити визначник: 
а) розкладаючи його за елементами рядка; 
б) розкладаючи його за елементами стовпця; 
в) приводячи його до трикутного вигляду. 
3. Розв’язати систему рівнянь:  
а) матричним методом; 
б) за формулами Крамера; 
в) методом Гауса. 
4. Розв’язати однорідну систему рівнянь. 
5. Розв’язати систему рівнянь. 
 

Варіант 1 
 

1. 

















−
−=

















=
465

103

453

,

812

713

301

BA ; BABA +2, . 

2. 

0443

1211

1123

0022

−
−

−
−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 2 7;

3 1;

3 5 6 14.

x x x

x x x

x x x

− − = −
 + + = −
− + + =
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4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 6 0;

4 3 7 0;

2 0.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
 − + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 11;

3 2 4 15;

4 3 7 19.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
 + − =

 

 
Варіант 2 

 

1. 

















−−=
















=
734

214

502

,

122

013

376

BA ; ABAB 2, + . 

2. 

1231

3122

1605

0213

−
−

−
. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1;

8 3 6 2;

4 3 3.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
− − + = −

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0;

3 2 0;

2 0.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 + + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 5 4;

4 6 10 8;

4 5 7 6.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
 + − =
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Варіант 3 
 

1. 















 −
=

















−=
035

213

123

,

314

131

232

BA ; ABBA +3, . 

2. 

3413

1203

2324

1432

−

−
−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 6;

2 3 4 20;

3 2 5 6.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − =
 − − =

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 5 0;

2 3 0;

2 2 0.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − =
 − + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 5;

2 8 6 10;

2 6 5 7.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 − + =

 

 
Варіант 4 

 

1. 















 −
=

















−=
173

112

210

,

121

201

213

BA ; ABBA −5, . 
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2. 

0232

0132

3221

3211

−
−

−−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 5;

2 3 1;

2 3 11.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + + =
 + + =

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 0;

5 2 0;

4 0.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 − + =
 − + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 1;

2 5 1;

2.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − = −
 − − = −

 

 

Варіант 5 
 

1. 

















−
−−

=














 −
=

210

123

674

,

011

351

158

BA ; ABAB +5, . 

2. 

1213

4122

6032

1421

−−
−

−−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 7;

2 3 1;

3 2 6.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + + =
 + + =
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4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 5 0;

2 3 2 0;

2 2 3 0.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 + + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2;

2 3 1;

3 2 1.

x x x

x x x

x x x

− + = −
 + + = −
 − − = −

 

 

Варіант 6 
 

1. 

















−
−

−
=

















=
323

504

234

,

110

231

162

BA ; ABAB 23, − . 

2. 

1105

2140

3412

1234

−
−

−−
−−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 2 8;

2 3 4;

5 0.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 − − = −
 + + =

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

8 7 0;

3 5 4 0;

4 3 3 0.

x x x

x x x

x x x

− + =
 + − =
 − + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 5;

2 2;

4 2 2 4.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − − =
 − − =

 

 
 



10  

Варіант 7 
 

1. 

















−
=















−
=

231

720

103

,

730

529

1116

BA ; BAAB −2, . 

2. 

3102

4213

1132

4021

−
−

−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1;

2 2 4;

4 4 2.

x x x

x x x

x x x

+ + = −
 − + = −
 + + = −

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

7 6 0;

3 3 4 0;

4 3 5 0.

x x x

x x x

x x x

− − =
 − + =
 − − =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 3;

4 6 2 6;

3 2 1.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
 − + = −

. 

 
Варіант 8 

 

1. 

















=
















−−=
350

343

111

,

7110

111

496

BA ; ABBA +3, . 
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2. 

2124

0133

1102

4321

−
−

−
−−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 3;

2 4 3 2;

3 3 7.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
 − − = −

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 0;

5 4 6 0;

3 2 5 0.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − =
 + − =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 8;

3 1;

3 13 5 13.

x x x

x x x

x x x

+ + =
 − − =
 + + =

 

 
Варіант 9 

 

1. 

















−
−=

















=
465

103

453

,

123

454

321

BA ; BABA +2, . 

2. 

0443

1220

1523

1022

−
−

−−
−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 3 1;

2 4 3;

3 5 2.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 − + =
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4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0;

2 0;

2 3 0.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + + =
 − + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 5;

3 9 6 15;

5 7 6 9.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 − + =

. 

 
Варіант 10 

 

1. 

















−−=
















−−
=

734

214

502

,

122

687

876

BA ; ABAB 2, + . 

2. 

1235

3622

1635

0213

−
−

. 

3. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0;

2 3 7 4;

5 14.

x x x

x x x

x x x

+ − =
 + − = −
 + + =

 

4. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0;

4 2 0;

3 7 3 0.

x x x

x x x

x x x

− − =
 + + =
 + + =

 

5. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 5;

4 2 3;

8 4 2 6.

x x x

x x x

x x x

− + =
 − + =
 − + =
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2. ВЕКТОРИ 

 

  Контрольна робота призначена для перевірки вміння та 
навичок з розв’язання типових задач за темою. Розрахована на 
одну годину. 

 
Варіант 1 

 
1. За даними координатами точок )3;4;2(A , )4;1;3( −B , 

)2;2;1(−C  знайти: 

а) довжину вектора CBABa 36 −= ; 

б) скалярний добуток векторів a  і ACb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ABC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та CBc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )1,2,3( −=a , )2,1,1( −−=b , 

)3,1,2( −=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)5,6,11( −=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 2 
 

1. За даними координатами точок )6;4;2(A , )1;5;3(−B , 

)4;5;4( −−C  знайти: 

а) довжину вектора CBABa 52 += ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і BCb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ACB ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

1 
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е) змішаний добуток векторів a , b  та ABc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )0,1,2(=a , )2,1,1( −=b , 

)1,2,2( −=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)7,7,3( −=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 3 
 

1. За даними координатами точок )4;5;3(A , )3;2;4( −B , 

)7;4;2(−C  знайти: 

а) довжину вектора CBACa 3−= ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і ABb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута BAC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та CBc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )2,1,1( −=a , )1,2,2( −=b , 

)7,7,3( −=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)0,1,2(=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 4 
 

1. За даними координатами точок )4;3;2( −−A , )2;1;3( −B , 

)4;2;4(C  знайти: 

а) довжину вектора CBABa += 6 ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і ACb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ACB ; 
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д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та ABc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )1,2,2( −=a , )7,7,3( −=b , 

)0,1,2(=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)2,1,1( −=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 5 
 

1. За даними координатами точок )1;4;3(A , )6;2;5( −B , 

)7;2;4( −C  знайти: 

а) довжину вектора BCCAa 38 += ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і ACb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ABC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та ACc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )7,7,3( −=a , )0,1,2(=b , 

)2,1,1( −=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)1,2,2( −=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 6 
 

1. За даними координатами точок )7;6;4(A , )1;4;2( −B , 

)2;4;3( −−C  знайти: 

а) довжину вектора CBACa += 4 ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і BAb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
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г) косинус кута ABC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та CBc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )2,1,1( −−=a , )3,1,2( −=b , 

)5,6,11( −=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)1,2,3( −=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 7 
 

1. За даними координатами точок )2;3;1(A , )1;4;2( −−B , 

)2;3;1( −C  знайти: 

а) довжину вектора CAABa 9−= ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і BCb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ABC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та ABc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )3,1,2( −=a , )5,6,11( −=b , 

)1,2,3( −=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)2,1,1( −−=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 8 
 

1. За даними координатами точок )3;4;2( −A , )4;1;3( −B , 

)2;2;1( −−C  знайти: 

а) довжину вектора CBABa 32 −= ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і ACb = ; 
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в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ABC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та BCc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )5,6,11( −=a , )1,2,3( −=b , 

)2,1,1( −−=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)3,1,2( −=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 9 
 

1. За даними координатами точок )5;4;2(A , )3;2;1( −B , 

)4;2;1( −−C  знайти: 

а) довжину вектора BACAa 73 −= ; 

б)  скалярний добуток векторів a  і ACb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ABC ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та ABc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )1,2,1(=a , )3,1,0(=b , 

)1,2,1(−=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)2,1,1( −−=d  у цьому базисі. 
 

Варіант 10 
 

1. За даними координатами точок )4;1;3( −A , )3;4;2(B , 

)2;2;1(−C  знайти: 

а) довжину вектора BCABa 45 += ; 
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б)  скалярний добуток векторів a  і ACb = ; 

в) проекцію вектора a  на вектор b ; 
г) косинус кута ACB ; 

д) векторний добуток векторів a  і b ; 

е) змішаний добуток векторів a , b  та CAc = ; 
є) площу трикутника АВС; 
ж) об’єм піраміди АВСО. 

2. Довести, що вектори )4,2,1(−=a , )3,1,7(=b , 

)1,2,1(=c  утворюють базис і знайти координати вектора 

)3,1,0(=d  у цьому базисі. 
 
 
    Контрольна робота призначена для перевірки вміння та 

навичок з розв’язання нестандартних задач за темою. Розрахо-
вана на дві години. 

 
Варіант 1 

 

1. Знайти кут між векторами n  і m , якщо =а 1, ,5=b  

( ) 3/2, π=∠ ba , .3,2 abmban −=+=  

2. Знайти ;ba ×  dca ⋅⋅ , якщо kjia −+= 2 ,  

kib 32 += , jic −= 3 , .bad −=  

3. Чи компланарні вектори (2;3; 1)a = −r
, (1; 1;3)b = −

r
, 

(1;9; 11)с = −r
? 

4. Знайти проекцію вектора AB  на вектор CD , якщо 
)3;1;2(−A , )7;1;2( −B , )5;2;11( −C , )3;5;0(D . 

5. Дана піраміда з вершинами )0;0;0(O , )0;0;3(1A , 

)0;3;2(2A , )3;2;1(3A . Обчислити довжину висоти, яка проведе-

на з вершини  O  на грань 321 AAA . 

6. Дано вершини трикутника )3;2;3( −A , )1;1;5( −B  і 

2 
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)1;2;1( −C . Визначити його зовнішній кут при вершині A . 

7. Дано точки )3;2;1(A , )0;2;1(−B , )1;2;3(C , BK  – висота 

ABC∆ . Обчислити довжину відрізка AK . 
 

Варіант 2 
 

1. 1=а , ,3=b  ( ) 6/5, π=∠ ba , ,2ban +=  .bam −=  

Знайти .mn ×  

2. Знайти cпр
d

, dba ⋅⋅ , якщо kjia 423 +−= , 

kjb −= , bac += 2 , .abd −=  

3. Чи можна провести площину через точки )4;1;2(A , 

)5;3;1(−B , )4;1;0( −C , )3;0;8(D ? 

4. Обчислити площу паралелограма, якщо )4;3;2(−A , 

)1;4;5(−B , )2;3;1( −C  – три його вершини. 

5. Дана піраміда з вершинами )1;2;1(O , )2;0;2(1A , 

)0;3;1(2A , )1;3;1(3 −A . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини O  на грань 321 AAA . 

6. Задано трикутник )1;1;1(A , )2;1;5( −B , )1;9;7(C . Знайти 

координати точки D  перетину бісектриси кута A  зі стороною 
CB . 

7. Дано )5;2;1( −A , )7;4;3( −B , )0;1;1(C , )3;1;2( −−D , точка 

O  ділить відрізок AB  навпіл. Знайти довжину перпендикуляра, 
опущеного з вершини A  на площину OCD . 

 
Варіант 3 

 
1. Задані вектори kjia −+= 2 , kib 23 += , bac −= 2 , 

.3bad +=  Знайти ( )bc ,∠ , .da ×  

2. 3=а , ,4=b  ( ) 4/, π=∠ ba , ,5 ban +=  
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.32 bam −=  Знайти mпрn . 

3. Дано точки )3;1;2(A , )1;2;3( −B , )1;2;3(C , )2;0;(xD . 

При якому значенні x  вектори DАСАВА ,,  компланарні? 

4. При яких значеннях α  і β  вектори kjia 4−+α=  і 

kjib 23 +β+−=  колінеарні? 

5. Дана піраміда з вершинами )4;0;1(−O , )2;1;0(1 −A , 

)1;3;2(2A , )3;2;1(3 −A . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини O  на грань 321 AAA . 

6. Дано вершини трикутника )2;1;1( −A , )2;6;5( −B , 

)1;3;1(C . Обчислити довжину висоти, яка проведена з вершини 

B  на AC . 
7. Задані точки )3;2;1(A , )1;2;3( −B , )2;1;1(C , )3;0;5(D , 

KL  – середня лінія ABD∆ , ABKL . Знайти площу перерізу 

піраміди ABCD  площиною CKL . 
 

Варіант 4 
 

1. Знайти ;db × ac ⋅ , якщо kjia −+= 23 , kib 4+= , 

bac += 2 , .abd −=  

2. Дано вектори kjia 32 ++= , kjb −= , jic 43 += . 

Знайти об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах cba ,, . 

3. 2=а , ,3=b  ( ) 3/, π=∠ ba , bac += 2 , 

.baxd −⋅=  Знайти  x , якщо dc⊥ . 
4. Довести, що точки )1;2;1(A , )3;1;0(B , )1;2;1(−C , 

)3;1;2(D  належать одній площині. 

5. Дана піраміда з вершинами )0;0;0(O , )1;0;3(1 −−A , 

)1;0;0(2A , )3;2;2(3A . Обчислити довжину висоти, яка проведе-

на з вершини O  на грань 321 AAA . 
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6. Дано дві вершини трикутника )2;1;4( −−A , )16;5;3( −B . 

Знайти третю вершину C , якщо середина сторони AC  лежить 
на осі Oy , а середина сторони BC  – на площині Oxz . 

7. Дано точки )3;2;1(A , )1;4;3( −−B , )1;3;2(C , )1;0;1(−D , 

точка O  ділить відрізок AB  навпіл, CDOK ⊥ . Знайти довжи-
ну відрізка OK . 

 
Варіант 5 

 

1. Знайти кут між векторами n  і m , якщо 3=а , ,8=b  

( ) 6/, π=∠ ba , .2,3 abmban −=+=  

2. Знайти ;dс × dba ⋅⋅ , якщо kjia −+= 2 , 

kib 32 += , jic −= 3 , .abd −=  

3. Знайти x , якщо dc ⊥ , 3=а , ,4=b  ( ) 3/2, π=∠ ba , 

bac += 3 , .2baxd −⋅=   
4. Чи належать точки )6;2;4(−A , )8;5;10(−B , )0;3;2( −C , 

)4;2;5( −−D  одній площині?  

5. Дана піраміда з вершинами )1;0;2(−O , )2;1;1(1 −A , 

)1;3;2(2A , )4;2;1(3 −−A . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини O  на грань 321 AAA . 

6. Задані точки )3;2;1( −A , )4;2;3( −B , )5;3;1(C , CDAB , 

4/ =CDAB . Знайти координати точки D . 

7. Дано вектори 2=AB  і 4=AC , а кут між ними °60 . 

Знайти кут між медіаною AM  трикутника ABC∆  і стороною  
AB . 

Варіант 6 
 

1. kjia 32 +−= , kib −= , jic +−= 3 , .2cbd +=  



22  

Знайти dпрc , .dba ⋅⋅  

2. 4=а , ,5=b  ( ) 3/, π=∠ ba , ,2 ban +=  

.2 abm −=  Знайти .mn ×  

3. Дано три вектори )1;2;3( −=a , )2;1;5(−=b , 

)3;4;0( −=c . Знайти 222 26543 ccbbbaad −⋅−+⋅−= . 

4. При якому значенні α  вектори kjia 23 +−α=  і 

kjib α−+= 2  перпендикулярні? 

5. Дана піраміда з вершинами )6;3;1(A , )1;2;2(B , 

)1;0;1(−C , )3;6;4( −−D . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини A  на грань BCD . 
6. Знайти довжини діагоналей і площу паралелограма, по-

будованого на векторах jka −= , kjib ++= . 
7. З вершини прямокутника зі сторонами 6 см і 4 см прове-

дені прямі, які ділять протилежні сторони навпіл. Знайти кут ϕ  
між ними. 

 
Варіант 7 

 

1. =а , ,3=b  ( ) 4/3, π=∠ ba , ,3ban +=  

.23 bam −=  Знайти mпрn . 

2. Дано вектори kjia ++= 2 , kib 23 −= , bac −= 2 , 

.2 bad +=  Знайти ( )bd ,∠ , .ca ×  

3. Обчислити площу паралелограма, якщо )3;3;2( −−A , 

)4;0;5(−B , )2;3;1( −C  – три його вершини. 

4. Серед векторів )6;3;2(1 −=a , )2;0;0(2 −=a ,  

)0;1;3(3 −=a , )1;0;6(4 =a , )0;5;0(5 =a  знайти вектори, які 

колінеарні вектору k . 
5. Дана піраміда з вершинами )3;4;2( −A , )2;1;3( −B , 
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)4;2;1( −C , )1;3;1( −−D . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини B  на грань ACD . 
6. Знайти кут між діагоналями паралелограма, побудовано-

го на векторах jia += 2 , kib +−= 2 . 

7. Задані вектори )0;2;1( −=a , )0;0;1(−=b , )3;5;1(−=c , 

)1;5;1(−=d . Чи існує трапеція ABCD  така, що aAB = , 

bBC = , cCD = , dAD = . 
 

Варіант 8 
 

1. 3=а , ,5=b  ( ) 3/2, π=∠ ba , bxac ⋅+= 2 , 

.3 bad −=  Знайти x , якщо dc ⊥ . 

2. Дано вектори kjia +−= 2 , kib −= , bac −= 3 , 

.abd +=  Знайти ;db × ac ⋅ . 

3. Знайти площу трикутника ABC , якщо відомі його вер-
шини )4;1;2(A , )2;5;1( −−B , )2;3;7( −−C . 

4. Довести, що трикутник з вершинами )1;2;1(A , 

)7;1;3( −B , )2;4;7( −C  рівнобічний.  

5. Дана піраміда з вершинами )2;1;3( −−A , )0;1;0( −B , 

)1;1;2( −−C , )1;3;0( −D . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини B  на грань ACD . 
6. Дано вершини трикутника )3;2;1( −A , )1;1;2( −B  і 

)1;2;1( −−C . Визначити його зовнішній кут при вершині B . 

7. Задані точки )3;0;1(−A , )0;1;2(B , )1;2;0( −C , BK  –

висота ABC∆ . Обчислити довжину відрізка AK . 
 

Варіант 9 
 

1. Знайти кут між векторами n  і m , якщо 2=а , ,4=b  

( ) 3/2, π=∠ ba , .,3 abmban −=−=  
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2. Знайти cпрd , dba ⋅⋅ , якщо kjia +−= 3 , 

kjib −+= 32 , bac 2+= , .abd −=  

3. Дано вектори kjia −−= 63 , kjib 54 −+= , 

kjic 1243 +−= . Обчислити )( baпрс + . 

4. Чи утворюють вектори )3;1;2( −=a , )2;2;0( −=b , 

)6;2;4( −−=c  базис? 

5. Дана піраміда з вершинами )3;0;2(A , )2;0;1( −−B , 

)0;4;3(−C , )1;3;0( −D . Обчислити довжину висоти, яка прове-

дена з вершини B  на грань ACD . 

6. Дано точки )3;0;1(−A , )4;3;1( −B , )5;3;1( −C , CDAB , 

3/ =CDAB . Знайти координати точки D . 

7. Дано точки )0;2;1(−A , )3;4;2(−B , )1;3;2( −−C , 

)1;4;1(D , точка O  ділить відрізок AB  навпіл, CDOK ⊥ . Знай-

ти довжину відрізка OK . 
 

Варіант 10 
 

1. 3=а , ,5=b  ( ) 6/5, π=∠ ba , ,2ban +=  

.bam −=  Знайти .mn ×  

2. Знайти ;ba ×  dca ⋅⋅ , якщо kjia 623 −+= , 

kjib +−= 2 , kic −= 3 , .bad −=  

3. Знайти aпрb , якщо kjia +−= 2 , kib 2−−= . 

4. При яких значеннях α  і γ  вектори kjia 43 −−α=  і 

kjib γ++= 62  колінеарні? 

5. Дана піраміда з вершинами )2;1;5(−A , )2;1;3( −B , 

)2;4;0( −C , )3;3;0(D . Обчислити довжину висоти, яка проведе-

на з вершини C  на грань ABD . 
6.  Дано вершини трикутника )2;1;3( −A , )4;2;0( −B , 
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)3;3;5( −C . Обчислити довжину його висоти, яка проведена з 

вершини A  на сторону BC . 
7. Задані вершини піраміди )1;3;4( −−A , )0;4;4( −−B , 

)3;3;2( −−C , )1;2;3(D . Знайти площу перерізу, який проходить 

через середину ребра BC  і вершини A  і D . 

 

3. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 

3.1 АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ 

 
   Контрольна робота призначена для перевірки вміння 

розв’язувати елементарні задачі за темою “Пряма на площині”. 
Робота розрахована на одну академічну годину. 

 
Варіант 1 

 
1. Точки )2;4(−A  і );( yxB  лежать на прямій, яка парале-

льна вісі Ox , причому відстань між ними дорівнює 2 од. масш-
табу. Визначити координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;10(),5;9(),2;6( CBA . Знайти: 

а) рівняння медіани BD ; 
б) рівняння серединного перпендикуляра до сторони AC ; 
в) площу ABC∆ ; 

г) BAC∠ . 
Варіант 2 

 
1. Точки )2;2(A  і );( yxB  лежать на бісектрисі першого 

координатного кута. Відстань між ними дорівнює 3 2  од.    
масштабу. Знайти координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;6(),5;5(),2;2( CBA . Знайти: 

а) рівняння медіани CP ; 
б) рівняння серединного перпендикуляра до сторони AB ; 
в) площу ABC∆ ; 

1 
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г) CAB∠ . 
Варіант 3 

 
1. Точки )2;5(−A  і );( yxB  лежать на прямій, яка парале-

льна вісі Oy . Знайти координати точки B , якщо вона знахо-

диться від точки A  на відстані 6 од. масштабу. 
2. Дано ABC∆ : )2;2(),5;1(),2;2( CBA − . Знайти: 

а) рівняння медіани AM ; 
б) рівняння серединного перпендикуляра до сторони BC ; 
в) площу ABC∆ ; 

г) ABC∠ . 
Варіант 4 

 
1. Точки )5;5(A  і );( yxB  лежать на бісектрисі першого 

координатного кута. Відстань між ними дорівнює 4 2  од.    
масштабу. Знайти координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;2(),5;3(),2;6( −−− CBA . Знайти: 

а) рівняння висоти BD ; 
б) рівняння середньої лінії трикутника, що паралельна до сторо-
ни AC ; 
в) площу ABC∆ ; 

г) ABC∠ . 
Варіант 5 

 
1. Точки )7;7(−A  і );( yxB  лежать на бісектрисі другого 

координатного кута. Відстань між ними дорівнює 3 2  од.    
масштабу. Знайти координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;6(),5;7(),2;10( −−− CBA . Знайти: 

а) рівняння висоти CK ; 
б) рівняння прямої, що проходить через середини сторін AC  і 
AB ; 
в) площу ABC∆ ; 

г) CAB∠ . 
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Варіант 6 
 

 1. Точки )2;2(−A  і );( yxB  лежать на бісектрисі другого 

координатного кута. Відстань між ними дорівнює 5 2  од.    
масштабу. Знайти координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : (0; 1), (3;2), (10; 2)A B C− − . Знайти: 

а) рівняння висоти AD ; 
б) довжину сторони AC ; 
в) площу KLM∆ , якщо точки MLK ,,  – середини відповідно 

сторін BCACAB ,, ; 

г) ABC∠ . 
Варіант 7 

 
1. Точки )2;4(−A  і );( yxB  лежать на прямій, яка парале-

льна вісі Ох, причому відстань між ними дорівнює 3 од. масш-
табу. Визначити координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;6(),5;5(),2;2( −−− CBA . Знайти: 

а) рівняння медіани BD ; 
б) рівняння серединного перпендикуляра до сторони AC ; 
в) площу ABC∆ ; 

г) BAC∠ . 
Варіант 8 

 
1. Точки )2;2( −−A  і );( yxB  лежать на бісектрисі третього 

координатного кута. Відстань між ними дорівнює 6 2  од.    
масштабу. Знайти координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;2(),5;1(),2;2( −−−− CBA . Знайти: 

а) довжину висоти BD ; 
б) рівняння серединного перпендикуляра до сторони AB ; 
в) площу ABC∆ ; 

г) ABC∠ . 
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Варіант 9 
 

1. Точки )2;5( −−A  і );( yxB  лежать на прямій, яка пара-

лельна вісі Oy . Знайти координати точки B , якщо вона знахо-

диться від точки A  на відстані 6 од. масштабу. 
2. Дано ABC∆ : ( 6; 2), ( 3; 5), ( 2; 2)A B C− − − − − − . Знайти: 

а) довжину медіани CP ; 
б) рівняння перпендикуляра до сторони BC , проведеного з точ-
ки )3;1( −M ; 

в) площу ABN∆ , де N  – середина сторони BC ; 

г) CAB∠ . 
Варіант 10 

 
1. Точки )5;5( −−A  і );( yxB  лежать на бісектрисі першого 

координатного кута. Відстань між ними дорівнює 7 2  од.    
масштабу. Знайти координати точки B . 

2. Дано ABC∆ : )2;6(),5;7(),2;10( −−−−−− CBA . Знайти: 

а) довжину висоти CK ; 
б) рівняння серединного перпендикуляра до сторони AC ; 
в) площу ALC∆ , де L  – середина сторони AB ; 

г) ABC∠ . 
 
 

  Контрольна робота для перевірки вміння розв’язувати 
елементарнi задач за темою “Криві другого порядку на площи-
ні”. Робота розрахована на одну академічну годину. 

 
Варіант 1 

 
1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 012422 =++−+ yxyx . 
2. Знайти довжини півосей, координати фокусів і ексцент-

риситет еліпса, який задано рівнянням 144169 22 =+ yx . 

2 
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3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо її півосі 
дорівнюють відповідно 5 і 4 одиниці довжини. 

4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її вершина 
лежить у початку координат, параметр дорівнює p  і напрямок 

осі симетрії співпадає з додатним напрямком Oy . 
 

Варіант 2 
 

1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 044422 =++−+ yxyx . 
2. Визначити ексцентриситет еліпса, якщо відрізок, який 

з’єднує його фокуси, видно з кінця малої осі під прямим кутом. 
3. Обчислити координати фокусів гіперболи, яка задана   

рівнянням 1
25169

22

=− yx
. 

4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 
симетрії є вісь Ox , вершина лежить у початку координат і відс-
тань від фокуса до вершини дорівнює 4 одиниці довжини. 

 
Варіант 3 

 
1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 066222 =++−+ yxyx . 
2. Визначити ексцентриситет еліпса, якщо відстань між  

фокусами дорівнює відстані між кінцями великої і малої осей. 
3. Обчислити ексцентриситет гіперболи, яка задана рів-

нянням 1
25169

22

=− yx
. 

4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 
симетрії є вісь Ox , вершина лежить у початку координат і пара-
бола проходить через точку )4;2( − . 

 
Варіант 4 

 
1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане  



30  

рівнянням 02041022 =+−++ yxyx . 
2. Визначити ексцентриситет еліпса, якщо його велика вісь 

втричі більша за малу. 
3. Обчислити координати фокусів гіперболи, яка задана   

рівнянням 
2 2

1
64 36

x y− = . 

4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 
симетрії є вісь Ox , вершина лежить у початку координат і пара-
бола проходить через точку )4;2(− . 

 
Варіант 5 

 
1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 2 23 3 9 6 15 0x y x y+ − − − = . 
2. Визначити ексцентриситет еліпса, якщо його вісі відно-

сяться як 3:5 . 
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо відстань 

між її вершинами дорівнює 8, а між фокусами – 10. 
4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 

симетрії є вісь Oy , вершина лежить у початку координат, а фо-

кус в точці )3;0( . 
Варіант 6 

 
1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 2 2 2 10 4 0x y x y+ + − + = . 
2. Знайти відношення півосей еліпса, якщо його ексцент-

риситет дорівнює ε . 
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, яка проходить 

через точки )3;72( −  і )76;7( −− . 
4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 

симетрії є вісь Oy , вершина лежить у початку координат і пара-

бола проходить через точку )2;4( . 
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Варіант 7 
 

1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 0422 =−+ xyx . 
2. Знайти довжини осей, координати фокусів і  ексцентри-

ситет еліпса, який задано рівнянням 4002516 22 =+ yx . 
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо її дійсна 

піввісь дорівнює 15  і гіпербола проходить через точку )2;5( . 
4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 

симетрії є вісь Ox , а фокус лежить у точці )0;3( . 
 

Варіант 8 
 

1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 2 2 6 0x y y+ + = . 
2. Знайти довжини осей, координати фокусів і  ексцентри-

ситет еліпса, який задано рівнянням 369 22 =+ yx . 
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо відстань 

між фокусами дорівнює 16, а ексцентриситет дорівнює 34 . 
4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її віссю 

симетрії є вісь Oy , а фокус лежить у точці )3;0( . 
 

Варіант 9 
 

1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 07622 =−−+ xyx . 
2. Знайти довжини осей, координати фокусів і  ексцентри-

ситет еліпса, який задано рівнянням 644 22 =+ yx . 
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо її дійсна 

піввісь  дорівнює 5, а ексцентриситет дорівнює 1,4. 
4.  Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її вершина 

лежить у початку координат, параметр дорівнює p  і напрямок 

осі симетрії співпадає з додатним напрямком Ox . 
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Варіант 10 
 

1. Визначити координати центра і радіус кола, яке задане 

рівнянням 2 2 8 6 0x y x y+ + − = . 
2. Знайти довжини осей, координати фокусів і  ексцентри-

ситет еліпса, який задано рівнянням 2 29 36x y+ = . 
3. Скласти канонічне рівняння гіперболи, якщо відстань 

між вершинами дорівнює 12, а відстань між фокусами дорівнює 
14. 

4. Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що її вершина 
лежить у початку координат, параметр дорівнює p  і напрямок 

осі симетрії співпадає з від,
ємним напрямком Ox . 

 
 

  Контрольна робота для перевірки вміння та навичок з  
розв’язання стандартних задач за темою “Пряма та криві друго-
го порядку на площині”. Робота розрахована на дві академічні 
години. 

Варіант 1 
 

1. Задані координати вершин трикутника ( 2,4)A − , 

)1,3(B , )7,10(C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )2,0(A , а центр знаходиться в точці )6,3( −B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо точки 

)0,3(−K  і ( )1, 40 / 3M  належать йому. 

4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-
нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

3 
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ня 3694 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 1/ 3x = − . 
 

Варіант 2 
 

1. Задані координати вершин трикутника )4,1( −−A , 

)6,9(B , )4,5(−C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )3,2(A , а центр знаходиться в точці )9,10(B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо ексцентриси-

тет його дорівнює 7 /8, а мала полуось 2 15. 
4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-

нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 6416 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 2x = . 
 

Варіант 3 
 
1. Задані координати вершин трикутника )1,4(A , 

)1,3( −−B , )3,7( −C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
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2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 
через точку )1,4(A , а центр знаходиться в точці )5,0(B . 

3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо точки 

)2,0( −K  і ( )15 / 2,1M  належать йому. 

4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-
нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 8054 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 1/ 4x = − . 
 

Варіант 4 
 
1. Задані координати вершин трикутника )2,7( −−A , 

)4,7(−B , )5,5( −C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )0,4(−A , а центр знаходиться в точці )0,0(B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо ексцентриси-

тет його дорівнює 3/ 5, а велика полуось 25. 
4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-

нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 16174933 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 2−=y . 
 

Варіант 5 
 
1. Задані координати вершин трикутника )2,4(−A , 
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)6,8( −B , )6,2(C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )7,2( −A , а центр знаходиться в точці )8,1(B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо ексцентриси-

тет його дорівнює 10 / 5, а мала полуось 15 . 
4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-

нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 3053 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 1−=x . 
 

Варіант 6 
 
1. Задані координати вершин трикутника )0,7(A , )4,1(B , 

)4,8( −−C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )7,1(−A , а центр знаходиться в точці )2,1(B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо ексцентриси-

тет його дорівнює 57 /11, а велика полуось 11. 
4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-

нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-
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ня 
22

1
11 5

yx − = . 

5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 
директриси 5x = − . 

 
Варіант 7 

 
1. Задані координати вершин трикутника )5,2(A , )1,3(−B , 

)4,0(C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )4,2( −A , а центр знаходиться в точці )5,3(B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо точки 

( )16 / 3,1K  і )0,8(M  належать йому. 

4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-
нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 48163 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 2=x . 
 

Варіант 8 
 
1. Задані координаты вершин трикутника )2,0(A , 

)4,7(−B , )2,3( −C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
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е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )1,3(A , а центр знаходиться в точці )2,4(−B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо ексцентриси-

тет його дорівнює 22 / 6, а велика полуось 12. 
4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-

нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 6397 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 2−=y . 
 

Варіант 9 
 
1. Задані координаты вершин трикутника )1,3( −−A , 

)5,4( −−B , )1,8(C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )3,3(−A , а центр знаходиться в точці )1,2(B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо точки 

( )17 / 3,1/ 3K −  і ( )21 / 3,0M  належать йому. 

4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-
нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 32408140 22 =− yx . 
5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 

директриси 1/8x = . 

Варіант 10 

1. Задані координаты вершин трикутника )8,3(−A , 
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)2,6(−B , )5,0( −C . Знайти: 

а) довжину сторони AB ; 
б) рівняння медіани BD ; 
в) рівняння висоти CM ; 
г) точку перетину медіани BD  і висоти CM ; 
д) кут BAC ; 
е) площу трикутника. 
2. Скласти канонічне рівняння кола, якщо воно проходить 

через точку )4,0(A , а центр знаходиться в точці )2,5( −B . 
3. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо ексцентриси-

тет його дорівнює 12 /13, а мала полуось 5. 
4. Визначити полуосі, координати фокусів, вершин, ексце-

нтриситет, рівняння асимптот гіперболи, якщо задано її рівнян-

ня 
22

1
25 3

yx − = . 

5. Скласти канонічне рівняння параболи, якщо рівняння 
директриси 4−=x . 

 
 

  Контрольна робота для перевірки вміння та навичок з  
розв’язання нестандартних задач за темою “Пряма та криві дру-
гого порядку на площині”. Робота розрахована на дві академічні 
години. 

 
Варіант 1 

 
1. Дано  вершини трикутника ABC : )4;3(−A , )1;4(−B , 

)2;1(−C . Обчислити найбільшу висоту. 
2. Визначити вид чотирикутника, сторони якого 

1, 5, 3 5, 3 2.y x y x y x y x= − = + = − = + Знайти координати 

його вершин і точку перетину діагоналей M . 
3. Знайти точку, рівновіддалену від трьох даних точок  

( 6;0), ( 7;7), (1;1)A B C− − . 

4. Коло з центром у точці )5;3(  проходить через точку 

4 
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перетину прямих 0545 =+− yx  і .0112 =−+ yx  Написати 
рівняння кола. 

5. Через лівий фокус еліпса 7203620 22 =+ yx , парале-
льно до його малої піввісі, проведено пряму. Знайти довжину 
відрізка, який міститься всередині еліпса. 

6. На параболі yx =2  знайти точку, в якій хорда, яка   

з’єднує її з вершиною параболи, утворює кут нахилу до вісі Ox  
у 45о. 

Варіант 2 
 

1. На прямій 01443 =−+ yx знайти точку, рівновіддале-

ну від точок )6;1(−A  і )3;2( −B . 
2. Відомі координати двох протилежних вершин ромба: 

)3;4( −A , )1;2(B . Скласти рівняння його діагоналей. 

3. В трикутнику ABC  з вершини A  проведено медіану 
AN  і висоту AM . Знайти кут між ними, якщо координати    
вершин – )2;4(),1;2(),3;1( −−− CBA . 

4. Знайти ексцентриситет еліпса, якщо його рівняння 
2 2/16 ( 5) / 9 1x y+ − = . 

5. Скласти рівняння кола, яке описано навколо ABC∆ , 

якщо )8;8(),6;4(),2;2( CBA . 
6. Уявна вісь гіперболи на 6 од. довше дійсної, фокуси її 

лежать на осі Ox . Асимптоти гіперболи xy 2±= . Написати   
рівняння гіперболи. 

 
Варіант 3 

 
1. З точки C  через кінці відрізка A  и B  та точку K , 

що ділить відрізок AB  у відношенні 2 / 3λ = , проведено 
три прямі. Написати рівняння цих прямих, якщо ( )6,4−A , 

( )9,21B , ( )5,3C . 
2. Дано рівняння сторін чотирикутника 073 =+− yx , 
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0843,063,0244 =++=−−=−+ yxyxyx . Знайти його 
площу. 

3. Через точку перетину прямих 037 =−+ yx , −+ yx 2  

08 =−  проведено пряму, паралельну до прямої 3 2 1 0x y− + = . 
Знайти відстань від початку координат до цієї прямої. 

4. Написати рівняння еліпса, який проходить через точку 

)32;3( −M  і ексцентриситет якого дорівнює 35 . 

5. Коло проходить через точки )5;1(M  і )3;5(N , а центр 

його лежить на прямій 04 =−+ yx . Написати рівняння кола.  

6. Директриса параболи паралельна до вісі Ox  і прохо-

дить через верхню вершину еліпса 14404036 22 =+ yx . Напи-
сати рівняння параболи. 
 

Варіант 4 
 

1. Обчислити кути при більшій основі трапеції, яка утво-
рена прямими xyxyyxyx 5,0,2,15,7 ===−=− . 

2. Паралельно прямій 0124 =+− yx  через точку 

)3;4( −A  проведено пряму. В якій точці вона перетинає вісь ор-
динат? 

3. Знайти відстань від точки )1;4( −A  до точки M , яка 

ділить відрізок BC  у відношенні 3:2: =MCBM , якщо 
)1;3( −B , )9;13(C . 

4. Знайти довжину хорди, отриману від перетину прямої 

042 =−− yx  з еліпсом  64164 22 =+ yx . 
5. Скласти рівняння параболи, директриса якої має рів-

няння 01=−y . 

6. Кінці діаметра кола – )3;4(−A  і )7;6(B . Знайти рів-
няння цього кола i рівняння діаметра, перпендикулярного до 
АВ. 

Варіант 5 

1. Чотири прямих ,01223,0623 =−+=+− yxyx  
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063,01223 =++=−− yxyx  утворюють чотирикутник. Ви-
значити його вид, скласти рівняння діагоналей, знайти їх точку 
перетину. 

2. Пряма проходить через точку )6;2/3(A  і точку пере-

тину прямих 0472 =+− yx  і 05,6 =++ yx . Знайти  кут її 
нахилу. 

3. Точка N  ділить відрізок між точками )2;4(−A  і 

)4;8(B  у відношенні 4:3=λ . Написати рівняння прямої 

ABMN ⊥ . 

4. Коло 2522 =+ yx  дотикається до еліпса у кінцях його 
великої вісі. Скласти рівняння еліпса, якщо його ексцентриситет 
дорівнює 0,6. 

5.  Відстань між фокусами гіперболи дорівнює 8. Кут на-
хилу однієї з асимптот до вісі Ox  дорівнює 120о. Написати рів-
няння гіперболи. 

6. Знайти точки перетину прямої xy 2=  з параболою, 

фокус якої  (2;0)F . 
 

Варіант 6 
 

1. Знайти найменший кут трикутника, утвореного прями-
ми 0523,012,013 =+−=+−=−− yxyxyx . 

2. Знайти координати точки перетину діагоналей чотири-
кутника з вершинами )5;2(),1;1(),1;3(),3;6( −−−−− DCBA . 

3. Знайти точку, яка симетрична точці )3;1(A  відносно 

прямої 033 =+− yx .  
4. Обчислити ексцентриситет еліпса, у якого мала піввісь 

дорівнює відстані між фокусами. 
5. Написати рівняння гіперболи, якщо один з фокусів ле-

жить в середині відрізка, який з’єднує  точки )3;4(−A  і 

)3;8( −B , а ексцентриситет дорівнює 2. 
6. Відстань від фокуса до вершини параболи дорівнює 10, 

вісь симетрії – вісь Ox . Написати рівняння параболи. 
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Варіант 7 
 

1.  Дано точки )3;6(−A  і )7;4(B , M  – середина відрізка 

AB . Яка з точок A , B  або M  ближче до початку координат? 
2.  Написати рівняння прямої, яка проходить через точки 

перетину прямих 0123,045 =++=−+ yxyx  паралельно до 
бісектриси першого координатного кута. 

3. З точки )3;4(M  проведено дві прямі: одна через точку 

)1;2( −A , друга через точку )5;3(B . Знайти кут AMB∠ . 

4. Дано рівносторонню гіперболу 822 =− yx . Знайти рі-
вняння еліпса, фокуси якого знаходяться в фокусах гіперболи, 
якщо відомо, що еліпс проходить через точку )6;4(A . 

5. Показати, що 036422 =−−++ yxyx  є рівняння ко-
ла. Знайти його центр і радіус. 

6.  Знайти гострий кут між асимптотами гіперболи, якщо 
її ексцентриситет дорівнює 2. 
 

Варіант 8 
 

1. Вершини трикутника знаходяться в точках )2;6(−A , 

)2;1(−B  і )6;8( −C . Знайти середину середньої лінії, яка пара-

лельна стороні AC . 
2. Знайти найбільшу висоту ABC∆ , вершини якого ма-

ють координати )2;4(),1;3(),6;0( CBA . 
3. Пряма проходить через початок координат і середину 

відрізка AB , причому )1;7(),3;1( BA − . Під яким кутом і в якій 

точці ця пряма перетне пряму 05 =+− yx ? 

4. Фокус гіперболи )0;22( , одна з асимптот – xy −= . 
Написати рівняння гіперболи. 

5. Знайти кут між асимптотами гіперболи, яка проходить 

через точки )2/1;5(M  і )0;2(−N . 

6. Рівняння асимптот гіперболи xy 21±= , а відстань 
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між фокусами 102 =c . Знайти рівняння гіперболи. 
 

Варіант 9 
 

1. Дано сторони трикутника ,05112 =−− yx  +− yx 43  
05 =+  і 03534 =−+ yx . Обчислити його периметр. 

2. На прямій 082 =−+ yx  знайти точку, однаково відда-

лену від точок )6;6(−A  і )1;1( −B . 
3. Знайти рівняння прямих, які проходять через точку 
)4;3(A  під кутом 60о до прямої 0632 =++ yx . 
4. Скласти канонічне рівняння еліпса, якщо відомо, що ві-

дстань між фокусами 102 =c , а велика вісь 162 =а . 
5. Парабола, яка симетрична відносно вісі Ox , проходить 

через точку )1;4( −A , а вершина її знаходиться в точці )0;0( . 
Скласти рівняння параболи. 

6. Скласти рівняння спільної хорди двох кіл +− 2)1(x  

9)2( 2 =−+ y  і 16)1()5( 22 =−+− yx . 
 

Варіант 10 
 

1.  Сторонами трикутника є координатні вісі і пряма, яка 
проходить через точку )4;3(A . Знайти рівняння цієї прямої за 
умовою, що площа трикутника дорівнює 50 кв. од. 

2.  Дано пряму 0134 =++ yx . Знайти рівняння прямої, 
яка паралельна даній  і відстоїть від неї на 3 од.  

3.  Знайти довжину перпендикуляра, який опущено з по-
чатку координат на пряму 0563 =+− yx  , а також координати 
основи цього перпендикуляра. 

4.  Скласти рівняння параболи, якщо відомо, що вершина 
її знаходиться у початку координат, і відстань від фокуса до  
вершини дорівнює 4 одиниці довжини, а віссю симетрії є вісь 
Ox . 

5.  Уявна вісь гіперболи на 6 одиниць довша, ніж дійсна. 
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Фокуси її лежать на осі Ox . Асимптоти гіперболи xy 2±= . 
Написати рівняння гіперболи. 

6. Скласти канонічне  рівняння еліпса, якщо відомо, що 

сума півосей  12=+ bа , а відстань між фокусами 262 =c . 
 
 

3.2 АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ У ПРОСТОРІ 

 
  Контрольна робота призначена для перевірки вміння та 

навичок з розв’язання простих задач за темою “Аналітична гео-
метрія у просторі”. Розрахована на 1 академічну годину. 

 
Варіант 1 

 
1. Заданi чотири точки )4;1;3(1A , )1;6;1(2 −A , )6;1;1(3 −A , 

)1;4;0(4 −A . Знайти: а) довжину 21AA ; б) рівняння прямої 

32AA ; в) рівняння площини 321 AAA ; г) рівняння площини, яка 

проходить через точку 4A , перпендикулярно до прямої 32AA . 

2. Знайти відстань від точки )1;3;2( −A  до площини 

042667 =+−− zyx . 
 

Варіант 2 
 

1. Заданi чотири точки )3;7;1(),1;0;1(),2;1;3( 321 AAA −− , 

)8;5;8(4A . Знайти: а) довжину 41AA ; б) рівняння прямої 42AA ; 

в) рівняння площини 421 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 4A , перпендикулярно до прямої 31AA . 

2. Знайти відстань від точки )2;4;2( −A  до площини 

01010112 =−++ zyx . 
 
 

1 
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Варіант 3 
 

1. Заданi чотири точки )2;2;1(),3;8;5(),4;5;3( 321 −AAA , 

)2;0;1(4 −A . Знайти: а) довжину 43AA ; б) рівняння прямої 

41AA ; в) рівняння площини 431 AAA ; г) рівняння площини, яка 

проходить через точку 1A , перпендикулярно до прямої 32AA . 

2. Знайти відстань від точки )1;4;3( −A  до площини 

0543 =−+ yx . 
 

Варіант 4 
 

1. Заданi чотири точки )3;9;4(),5;1;1(),3;4;2( 321 AAA , 

)7;6;3(4A . Знайти: а) довжину 42AA ; б) рівняння прямої 21AA ; 

в) рівняння площини 432 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 3A , перпендикулярно до прямої 42AA . 

2. Знайти відстань від точки )0;0;3(−A  до площини 

0512915 =−−+ zyx . 
 

Варіант 5 
 

1. Заданi чотири точки )8;7;5(),1;7;3(),5;5;9( 321 AAA − , 

)2;9;6(4A . Знайти: а) довжину 43AA ; б) рівняння прямої 41AA ; 

в) рівняння площини 431 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 1A , перпендикулярно до прямої 41AA . 

2. Знайти відстань від точки )1;2;1( −A  до площини 

028632 =++− zyx . 
 

Варіант 6 
 

1. Заданi чотири точки )3;6;1(),5;1;2(),1;7;0( 321 AAA − , 
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)8;9;3(4 −A . Знайти: а) довжину 41AA ; б) рівняння прямої 

32AA ; в) рівняння площини 421 AAA ; г) рівняння площини, яка 

проходить через точку 1A , перпендикулярно до прямої 43AA . 

2. Знайти відстань від точки )1;9/2;1(A  до площини 

015435 =+−+ zyx . 
 

Варіант 7 
 

1. Заданi чотири точки )1;5;3(),4;1;1(),4;5;5( 321 AAA − , 

)1;8;5(4 −A . Знайти: а) довжину 32AA ; б) рівняння прямої 31AA ; 

в) рівняння площини 321 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 4A , перпендикулярно до прямої 32AA . 

2. Записати рівняння прямої, яка проходить через  точку 

)2;1;1( −A  паралельно прямій 
2

1
3

3
1

2 +=−=− zyx
. 

 
Варіант 8 

 
1. Заданi чотири точки )0;2;4(),6;6;4(),1;1;6( 321 AAA , 

)6;2;1(4A . Знайти: а) довжину 31AA ; б) рівняння прямої 21AA ; 

в) рівняння площини 431 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 2A , перпендикулярно до прямої 31AA . 

2. Записати рівняння прямої, яка проходить через  точку 

)3;1;2( −A  паралельно прямій 
4

4
2

3
1

2 −=+=− zyx
. 

 
Варіант 9 

 
1. Заданi чотири точки )7;5;4(),4;4;9(),3;5;7( 321 AAA , 

)6;9;7(4A . Знайти: а) довжину 21AA ; б) рівняння прямої 42AA ; 
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в) рівняння площини 432 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 2A , перпендикулярно до прямої 43AA . 

2. Записати рівняння прямої, яка проходить через  точки 
)1;2;1( −A  і )4;3;0( −B . 

 
Варіант 10 

 
1. Заданi чотири точки )6;1;1(),1;6;1(),4;1;3( 321 −− AAA , 

)1;4;0(4 −A . Знайти: а) довжину 42AA ; б) рівняння прямої 31AA ; 

в) рівняння площини 321 AAA ; г) рівняння площини, яка прохо-

дить через точку 3A , перпендикулярно до прямої 21AA . 

2. Записати рівняння прямої, яка проходить через  точки 
)4;0;3(A  і )3;2;1( −−B . 

 
 
   Контрольна робота призначена для перевірки вміння 

розв’язувати нестандартні задачі за темою “Аналітична геомет-
рія в просторі”. Розрахована на дві академічні години. 

 
Варіант 1 

 
1. Знайти рівняння площини, яка паралельна вісі Oz  і 

проходить через точки )1;3;2( −A  і )4;2;1(−B . 
2. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 

)1;1;2(),4;0;1(),1;2;1( 321 −−−− MMM . 

3. Записати рівняння прямої 
6

4
3

1
2

5 −=+=− zyx
  в па-

раметричному вигляді. 

4. Знайти гострий кут між прямою 
2

1
1

2
2

1 −=+=− zyx
 і 

площиною 042 =+−+ zyx . 

5. На вісі Ox  знайдіть точку, віддалену від площини 

2 
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0422 =+−+ zyx  на відстань 32 . 

6. Яку поверхню задає рівняння −+− 222 2448 zyx  

048=− ? 
 

Варіант 2 
 

1. Знайти рівняння площини, яка паралельна вісі Ox  і 
проходить через точки )2;3;2( −A  і )0;1;7(B . 

2.  Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 
)4;3;1(1 −M , )1;2;0(2 −−M , (1,1,-1)3M . 

3. Записати рівняння прямої 
1

0

79

2

71

1 −=+=− zyx
  в па-

раметричному вигляді. 

4. Знайти гострий кут між прямою 




=++−
=−++

0542
04

zyx
zyx  і 

площиною 013 =−++ zyx . 

5. Знайдіть висоту піраміди SABC , яка опущена з вер-
шини S  на грань ABC , якщо )2;4;1( −S , )1;1;0( −A , )1;5;3(B , 

)1;3;1( −−C . 

6. Яку поверхню задає рівняння 0852 22 =−− yx ? 
 

Варіант 3 
 

1. Знайти рівняння площини, яка паралельна вісі Oy  і 

проходить через точки )2;1;2( −A  і )1;2;7(−B . 
2. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 

)2/1;2;1(1 −M , )3;1;2(2M , )1;1;0(3 −−M . 

3. Записати рівняння прямої 
119

1

19

3 zyx =+=
−

+
  в параме-

тричному вигляді. 
4. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку 
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)1;2;1( −P  перпендикулярно прямій  
4

1

3

2

1

3 +=
−
−=− zyx

. 

5. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 
)5;3;2( −  перпендикулярно до лінії перетину площин 

0122 =+−+ zyx  і 05 =−++ zyx . 

6. Яку поверхню задає рівняння 01684 222 =+− zyx ? 
 

Варіант 4 
 

1. Знайти рівняння площини, яка паралельна площині 
xOy  і проходить через точку )4;2;1( −A . 

2. Рівняння площини 024432 =+−+ zyx  перетворити 
до вигляду у відрізках на осях. 

3. Записати рівняння прямої 
5

1

4

6

1

4

−
−=+=

−
− zyx

 в па-

раметричному вигляді. 
4. Знайти рівняння площини, яка проходить через точку   

)2;4;2( −−P  перпендикулярно прямій  




=++
=−+−

032
0154

yx
zyx . 

5. Знайти кут між площинами 05222 =−++ zyx , 
01=−++ zyx .  

6. Яку поверхню задає рівняння 462 −= xy ? 
 

Варіант 5 
 

1. Знайти рівняння площини, яка перпендикулярна вісі 
Ox  і проходить через точку )1;7;3( −A . 

2. Рівняння площини 024543 =−+− zyx  перетворити 
до вигляду у відрізках на осях. 

3. Записати рівняння прямої 
4

4

2

3

1

2 −=+=− zyx
  в па-

раметричному вигляді. 
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4. Через точку )6;1;2(  провести пряму, яка  перпендику-

лярна площині  054 =+− zyx , і визначити  косинуси кутів між 
цією прямою і осями координат. 

5. Знайти точку перетину трьох площин: 
032 =−− zyx , 01243 =−++ zyx , 035 =+++ zyx . 

6. Яку поверхню задає рівняння 02 222 =−− zyx ? 
 

Варіант 6 
 

1. Знайти рівняння площини, яка паралельна площині 
xOz  і проходить через точку )4;3;2( −A . 

2. Рівняння площини 5 7 4 5 0x y z+ − + =  перетворити до 
нормального вигляду. 

3. Записати рівняння прямої 
2

3

1

1

3

2 −=
−
−=− zyx

  в па-

раметричному вигляді. 
4. Знайти рівняння перпендикуляра до площини 

0853 =−−− zyx  і його направляючи косинуси. 
5. Знайти рівняння площини, яка відсікає на осях коорди-

нат рівні відрізки і утворює з координатними площинами піра-
міду, об’єм якої дорівнює 34 . 

6. Яку поверхню задає рівняння zyx 1253 22 =+ ? 
 

Варіант 7 
 

1. Знайти рівняння площини, яка проходить через вісь 
Ox  і точку )3;1;2(A . 

2. Рівняння площини 033692 =+−+ zyx  перетворити 
до нормального вигляду. 

3. Записати рівняння прямої 
2

1

4

2

2

1

−
+=+=− zyx

  в па-

раметричному вигляді. 
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4. Знайти точку перетину прямої 
5

2

1

1

3

1 −=
−
+=− zyx

 з 

площиною 042 =−−+ zyx . 

5. На вісі Oz  знайти точку, рівновіддалену від двох пло-
щин 085,0234 =++=−−+ zxzyx . 

6. Яку поверхню задає рівняння 084 22 =−+ yx ? 
 

Варіант 8 
 

1. Знайти рівняння площини, яка проходить через вісь 
Oz  і точку )4;4;2( −−A . 

2. Рівняння площини 014543 =−+− zyx  перетворити 
до нормального вигляду. 

3. Записати рівняння прямої 
56

1

1

1 zyx =+=+
 в парамет-

ричному вигляді. 

4. Знайти точку перетину прямої 
1

1

4

2

5

1

−
−=+=− zyx

 з 

площиною 0543 =+−− zyx . 

5. Знайти гострий кут між двома площинами +− yx 35  

05243,044 =+−−=−+ zyxz . 

6. Яку поверхню задає рівняння 042 =− xz ? 
 

Варіант 9 
 

1. Знайти рівняння площини, яка проходить через вісь 
Oy  і точку )4;5;2( −A . 

2. Рівняння площини 030532 =+−+ zyx  перетворити 
до вигляду у відрізках на осях. 

3. Записати рівняння прямої 
35

1

1

3 zyx =+=
−
−

 в парамет-

ричному вигляді. 
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4. Знайти точку перетину прямої 
1

2

1

1

2

+=
−
−= zyx

 з 

площиною 05 =+−+ zyx . 

5. Знайдіть площину, якщо відомо, що точка )2;6;3( −N  є 
основою перпендикуляра, який опущено з початку координат на 
цю площину. 

6. Яку поверхню задає рівняння yzx 1232 22 −=− ? 
 

Варіант 10 
 

1. Знайти рівняння площини, яка перпендикулярна осі  
Oz  і проходить через точку )1;3;7( −A . 

2. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 
)3;2;1(1M , )1;1;0(),3;2;1( 32 −−− MM . 

3. Записати рівняння прямої 
2

1

3

3

1

2 +=−=− zyx
 в пара-

метричному вигляді. 

4. Знайти точку перетину прямої 
9

1

53

2 +==− zyx
 з 

площиною 0332 =−+− zyx . 
5. Знайдіть площину, яка паралельна до площини 

07667 =++− zyx  і відстоїть від неї на дві одиниці. 

6. Яку поверхню задає рівняння 126124 222 =−− zyx ? 
 

4. ГРАНИЦІ 

 
  Контрольна робота призначена для перевірки вміння 

розв’язувати типові завдання за темою. Розрахована на одну го-
дину. 

1. – 5. Обчислити границі. 
 
 

1 
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Варіант 1 
 

1. 
xx

x
x 2sin

10cos1lim
0

−
→

. 

2. 
1

34
4lim

+

∞→







−

x

x x
x . 

3. 

525

416lim
2

2

0
−+

−−
→

x

x
x

. 

4. 
2

23

2 7 3lim
12x

x x

x x→
− +
+ −

. 

5. 
1

75100lim
4

2

++
+−

∞→ xx

xx
x

. 

 

Варіант 2 
 

1. 
8

37lim
32 −

−+
→ x

x
x

. 

2. 
2

3

0 4

5cos5coslim
x

xx
x

−
→

. 

3. 
62

3
1lim

−

∞→







−
+ x

x x
x . 

4. 
152

5163lim
2

2

5 −−
+−

→ xx

xx
x

. 

5. 
3

23

61

97lim
xx

xx
x −+

−+
∞→

. 

 
Варіант 3 

 

1. 
152

843lim
2

45

−+
++

∞→ xx

xx
x

. 

2. 
2

15

43
23lim

+

∞→







−
−

x

x x
x . 

3. 
xx

x
x 2sin6sin

5lim
0 +→

. 

4. 
54

156lim
2

2

1 −−
−+

−→ xx

xx
x

. 

5. 

412

608lim
2

2

2
−+

+−
→

x

x
x

. 

Варіант 4 
 

1. 
2

2

4 16

8143lim
x

xx
x −

+−
→

. 

2. 
12

53
13lim

−

∞→







−
+ x

x x
x . 

3. 
2

2

0
366

497lim
x

x
x

+−

+−
→

. 

4. 
30

2sin2
lim

x

xxtg
x

−
→

. 

5. 
32

3

843

172lim
xx

xx
x +−

−+
∞→

. 
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Варіант 5 
 

1. 
27

6175lim
3

2

3 −
+−

→ x

xx
x

. 

2. 
1

54
4lim

+

∞→







−

x

x x
x . 

3. 
20 3

2cos8coslim
x

xx
x

−
→

. 

4. 

415

310lim
21

−+

−+
−→

x

x
x

. 

5. 
23

24

754

132lim
xx

xx
x −+

+−
∞→

. 

 

Варiант 6 
 

1. 
42

24

62

1312lim
xxx

xx
x −−

+−
∞→

. 

2. 




 −

→ x
ctgx

x sin
1lim

0
. 

3. 
36

12325lim
2

2

6 −
+−

→ x

xx
x

. 

4. 

38

415lim
2

2

1
−+

−+
→

x

x
x

. 

5. 
2
1

82
72lim

−

∞→







−
+

x

x x
x . 

 

Варіант 7 
 

1. 
273

8lim
2

3

2 +−
−

→ xx

x
x

. 

2. 
45

245lim
21 +−

+−
→ xx

x
x

. 

3. 
13

37
27lim

−

∞→







+
+ x

x x
x . 

4. 
xx

xx
x arcsin

7coscoslim
0

−
→

. 

5. 
4 2

3 2

3 3 1lim
4 2 5x

x x

x x→∞
+ −

+ −
. 

Варіант 8 
 

1. 
2

23

5 17 6lim
9x

x x

x→
− +

−
. 

2. 
1

17 4lim
10 3x

x
x→−

+ −
+ −

. 

3. 
22

52
2lnlim

+

∞→







−

x

x x
x . 

4. 
65

324lim
24

+
+−

∞→ x
xx

x
. 

5. 
20

3cos1lim
x

x
x

−
→

. 
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Варіант 9 
 

1. 
42

24

6221

243lim
xx

xx
x −−

+−
∞→

. 

2. 

525

39lim
2

2

0
−+

−+
→

x

x
x

. 

3. 
252

23lim
2

2

2 ++
++

−→ xx

xx
x

. 

4. 
xxtg

x
x 3

2cos1lim
3

0

−
→

. 

5. 
2

12
32lnlim

+

∞→







+
− x

x x
x  . 

Варіант 10 
 

1. 
555

4lim
4 −+

−
→ x

x
x

. 

2. 
2

23

12lim
5 6x

x x

x x→−
− −
+ +

. 

3. 
5

53

62

427lim
xx

xx
x +−

−+
∞→

. 

4. 
xxtg
x

x 2
3sinlim

2

0→
. 

5. 
12

3
lim

−

∞→







−

x

x x
x . 

 
 
  
  Контрольна робота призначена для перевірки вміння 

розв’язувати нестандартні приклади за темою. Розрахована на 
дві години. 

 
1. – 10. Обчислити границі. 
 

Варiант 1 
 

1. )433(lim 2

2
+−

→
xx

x
. 

2. 
342

lim
23

456

+−
++

∞→ xx

xxx
x

. 

3. 
212

673lim
2

2

3 −+
−−

→ xx

xx
x

. 

Варiант 2 
 

1. 

)127)(132(lim 23

3
+−+

→
xxx

x
. 

2. 
574

342lim
3

23

−+
+−

∞→ xx

xx
x

. 

3. 
8

44lim
3

2

2 +
++

−→ x

xx
x

. 

2 
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4. 
318

2213lim
1 −+

+−+
→ x

xx
x

. 

5. 
xtg
x

x 2
3sinlim

0→
. 

6. 
x

x
x 2cos1

)1ln(
lim

2

0 −
+

→
. 

7. 
xarctgx

xx

x 32
57lim

22

0 −
−

→
. 

8. 
x

x
x ln

1lim
2

1

−
→

. 

9. 
2

12
12lim

x

x x
x 







+
−

∞→
. 

10. x

x
x 3sin

3
3

0
))1ln(1(lim +−

→
. 

 

4. 
2

321lim
4 −

−+
→ x

x
x

. 

5. 
xx

x
x sin

arcsinlim
2

0→
. 

6. 

1

10cos1lim
20

−

−
→

x
x

e

x . 

7. 
arctgx

xx

x 2

2332lim
0

−
→

. 

8. 
x

xx
x ln

11lim
2

1

−+−
→

. 

9. 
x

x x
x

2

1
2lim 






−
+

∞→
. 

10. tgx

x
x

5

0
))1ln(1(lim −−

→
. 

Варiант 3 
 

1. 
7

45lim
2

7 +
−+

→ x
xx

x
. 

2. 
527

2343lim
5

45

+−
−−+

∞→ xx

xxx
x

. 

3. 













−−
+−

−
+

→ 32

11
3
2lim

2

2

3 xx

x
x
x

x
. 

4. 
x
x

x 4arcsin
11lim

4

0

+−
→

. 

Варiант 4 
 

1. )65
2
1(lim 2

2
−−

→
xx

x
. 

2. 
342

523lim
42

23

−+
+−

∞→ xx

xx
x

. 

3. 
67

65lim
2

2

6 +−
−−

→ xx

xx
x

. 

4. 
23

1lim
1 −+

−
→ x

x
x

. 
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5. 

416

11lim
2

2

0
−+

−+
→

x

x
x

. 

6. 
xx

xx

x 23sin
76lim

22

0 −
− −

→
. 

7. 
xtg

x
x 2

)31ln(
lim

0

−
→

. 

8. 
x
x

x 7sin
3cos1lim

2
+

π→
. 

9. 
2

3
13lim

+

∞→





 − x

x x
x . 

10. x

x
x

3

0
)(coslim

→
. 

 

5. 
20 arcsin

cos3coslim
x

xx
x

−
→

. 

6. 
)11(3

2
lim

30 −+

π
→ x

xtg
x

. 

7. 
)21ln(

53lim
2

0 x

xx

x +
−

→
. 

8. 
24/ )4(

2sin1lim
x

x
x −π

−
π→

. 

9. 
2

13
13lim

+

∞→







−
+ x

x x
x . 

10. xxarctg

x
e sin

2

0
)2(lim

2

−
→

. 

 

Варiант 5 
 

1. )2)(32(lim
1

+−
−→

xx
x

. 

2. 
135

234lim
32

4

−+
−+

∞→ xx

xx
x

. 

3. 
)4)(43(

168lim
2

2

4 +−+
++

−→ xxx

xx
x

. 

4. 
24

11lim
0 −+

−−+
→ x

xx
x

. 

5. 
xtg

xx
x 2

3sinsinlim
0

−
→

. 

Варiант 6 
 

1. 
2

)6)(49(
lim

2 −
+−

−→ x
xx

x
. 

2. 
542

357lim
23

3

++
−+

∞→ xx

xx
x

. 

3. 













+−
+−

−
+

→ 89

6
8
2lim

2

2

8 xx

x
x
x

x
. 

4. 
715

8lim
64 −−

−
→ x

x
x

. 

5. 
x

x
x 3cos1

arcsin2lim
2

0 −→
. 
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6. 
3

32

0

53lim
xarctgx

xx

x +
−

→
. 

7. 
)sin21ln(

11lim
2

3 2

0 x
x

x +
−+

→
. 

8. 
x

x
x π

π+
→ 21 sin

cos1lim . 

9. 
x

x x
x

4

4
8lim 






+
+

∞→
. 

10. xx

x
e arcsin

2
3

0
)2(lim −

→
. 

 

6. 
)51ln(

lim
32

0 x
ee xx

x −
−

→
. 

7. 
12
711lim

2

7

0 −
+−

→ xx

x . 

8. 
tgx

xtg
x

3
lim

2/π→
. 

9. 
13

25
15lim

−

∞→







+
− x

x x
x . 

10. x

x
x 3sin

1

0

2)(coslim
→

. 

 

Варiант 7 
 

1. )1043(lim 2

2/1
−−

→
xx

x
. 

 2. 
327

1453lim
23

53

−+
+−

∞→ xx

xx
x

. 

3. 
76

6352lim
2

2

7 −−
−−

→ xx

xx
x

. 

4. 
5

21lim
5 −

−−
→ x

x
x

. 

5. 
xarctg

x
x 2

3cos1lim
20

−
→

. 

6. 
xx

xx

x 9arcsin
53lim

35

0 −
−

→
. 

Варiант 8 
 

1. )8
3
1)(6(lim

4
+−

−→
xx

x
. 

2. 
1053

3184lim
53

3

++
−+

∞→ xx

xx
x

. 

3. 
2510

4073lim
2

2

5 +−
−−

→ xx

xx
x

. 

4. 
2

31lim
2 −

−+
→ x

x
x

. 

5. 
xx

xarctg
x 3cos2cos

3
lim

2

0 −→
. 

6. 
xx

ee xx

x sin)21ln(
lim

24

0 −+
− −

→
. 
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7. 
4

3

0 411

1lim
x

e x

x +−
−−

→
. 

8. 
2

22

)(

2sin
lim

π−
−

π→ x

xtgx
x

. 

9. 
1

32
2lim

−

∞→







−

x

x x
x . 

10. 
3sin

4
3

0
))1ln(1(lim x

x
x+−

→
. 

 

7. 
2

5

0 4
151lim

xxtg
x

x +
−+

→
. 

8. 
x
x

x 2sin
3sinlim

π→
. 

9. 

22

2

2

5
5lim

x

x x
x










−
+

∞→
. 

10. xx

x
e

32

)2(lim arcsin

0
−

→
. 

 

Варiант 9 
 

1. 
2

)43)(52(
lim

2 +
−−

→ x
xx

x
. 

2. 
1510

81lim
23

3

−+
++

∞→ xx

xx
x

. 

3. 













++
++−

+
−

−→ 23

1
2
1lim

2

2

2 xx

xx
x
x

x
. 

4. 
22

11lim
0 −+

−+
→ x

x
x

. 

5. 
x

xx
x 20 arcsin

3cos5coslim −
→

. 

6. 
)21ln(

2lim
3

0 x
e xx

x +
− −

→
. 

7. 
7

2

0 11

3
lim

x

xxarctg
x +−

−
→

. 

8. 
x

tgx
x 3sin
lim

π→
. 

Варiант 10 
 

1. )523(lim 2

4
+−

→
xx

x
. 

2. 
345

16lim
34 +−

−
∞→ xx

x
x

. 

3. 
152

56lim
2

2

5 −−
+−

→ xx

xx
x

. 

4. 
1

97lim
1 −

−−+
→ x

xx
x

. 

5. 
xarctg

xx
x 3

2coscoslim
20

−
→

. 

6. 
xx

ee xx

x 2sin
lim

27

0 −
− −

→
. 

7. 
121

)31ln(
lim

40 −−

−
→ x

x
x

. 

8. sin 7lim
2 2xx

x
π→π −

. 
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9. 
x

x x
x

2

6
1lim 






+
−

∞→
. 

10. xx

x
x π

→
π sin

1

0
)(coslim . 

 

9. 
x

x x
x

2

4
14lim 




 +

∞→
. 

10. )ln(cos
1

2

0
)31(lim x

x
xtg+

→
. 

 
 

5. ПОХIДНА ФУНКЦІЇ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ. 
ЕЛЕМЕНТИ ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЇ 

5.1 ПОХІДНА СКЛАДНОЇ ФУНКЦІЇ 

 

  Самостійна робота для перевірки знання таблиці похідних 
та вміння диференціювати складну функцію. Робота розрахова-
на на 5 хвилин. 

 
1. – 5. Знайти похідну заданої функції. 
 

Варіант 1 
 
1. xtgy 11= . 

2. xy 4arcsin= . 

3. )5cos( 3 xxy −= . 

4. )18lg( −= xy . 

5. 152 )( xexy += . 
 

Варіант 2 
 

1. ( )10sin xy = . 

2. xarcctgy 7= . 

3. 26 )( xxy += . 

4. xy cos8= . 

5. 52 xxy += . 
 

Варіант 3 
 

1. ( )3xtgy = . 

2. xy 5arcsin= . 

3. xey = . 

4. )16ln( += xy . 

Варіант 4 
 

1. xy 8ln= . 

2. xy cos10= . 

3. )2/(xtgy = . 

4. xy 14arccos= . 

1 
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5. xy 12cos= . 5. 3 2 exy += . 

Варіант 5 
 
1. )7/)4(( += xtgy . 

2. )103sin( xy −= . 

3. xy 6arccos= . 

4. xey 11−= . 

5. 6 11)54( xy += . 

 

Варіант 6 
 
1. xxy 2cossin2 += . 

2. 41 xy −= . 

3. xy 74+= . 

4. )1ln( xey += . 

5. xarctgy 7= . 
 

Варіант 7 
 

1. xey −= . 

2. xy /2−= . 

3. )(sinlog2 xy = . 

4. xarctgy 2= . 

5. xy cos= . 
 

Варіант 8 
 

1. 33 xay −= . 

2. xy 3sin= . 

3. )1ln( xy += . 

4. xy 2arccos= . 

5. tgxy 7= . 
 

Варіант 9 
 

1. 2)1( += xy . 

2. ( )2arcsinxy = . 

3. xy 543 −= . 

4. )82(log3 −= xy . 

5. xy cos= . 
 

Варіант 10 
 
1. )2/cos( xy π= . 

2. 6/2xxy += . 

3. xctgy 6= . 

4. xarctgy 4= . 

5. xey 38−= . 
 

 
 
   Контрольна робота призначена для перевірки знання 

таблиці похідних та правил диференціювання, вміння знаходити 
похідну складної функції, розрахована на одну годину. 

2 
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1. – 8. Продиференціювати функції. 
 

Варiант 1 
 

1. 

xx
x

xy 2
4

34
3 2

4 3 +−−= . 

2. 
x

xy
21

2
−

= . 

3. 22 )1()2( +⋅−= xxy . 

4. xy 3arcsin2= . 

5. 
x
xy

−
+=

2
2ln . 

6. xarcctgxy 2log)(= . 

7. 0)1)(1( =−−− yee yx . 

8. 

23cos ;

22sin .t

x t

y e
t

 =
 = − −

 

Варiант 2 
 

1. 4752 234 +−+−= xxxxy . 

2. 
4

3

8 x

xy
−

= . 

3. xxy −= . 

4. 
x

y 2arccos= . 

5. xxy lnln += . 

6. xarcctgxy
2cos)(= . 

7. x
y

exy =2 . 

8. 
ln(sin );

ln(cos ).

x t t

y t t

= −
 = +

 

 
 

Варiант 3 
 

1. 
xx

x
y 46

)3( 2

−+−= . 

2. 
3

1







−
=

x
xy . 

3. 32 )21()1( xxxy −⋅−+= . 

4. )2ln(sin3 xy = . 

5. xxy 44 ⋅= . 

6. xarctgxtgy 3)3(= . 

Варiант 4 
 

1. 
2
1

22
3

4

2

3

4
+−+−= xx

x

xy . 

2. 
x

xy 54 += . 

3. )1()13( 322 xxy −⋅−= . 

4. xxy 412 −−= . 

5. xy 4sin2

5= . 
6. arctgyyx −=− . 
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7. 
y
xarctg

x
y = . 

8. 
cos(2 / );

sin( / 2).

x t

y t t

=


= −
 

7. xxy
1cos

2 )(log= . 

8. 
2 2 ;

1 cos3 .

t tx e

y t

 = +
 = −

 

 
Варiант 5 

 

1. 3

3 2

5 3 1234 x
x

xy +−= . 

2. 
xx

xy
24

2

+
= . 

3. 27
2

)3
2

( ++−= xxxy . 

4. )2(21 3 xxxy −⋅−= . 

5. xxy 2sin2 ⋅= . 

6. xarctgxy
3cos)(= . 

7. x
y

exy =23 . 

8. 
2 ln(cos );

ln(sin 3 ).

x t t

y t t

= +
 = −

 

 

Варiант 6 
 

1. 
1

1067 2

3 +
−+−=

x
xx

x

xy . 

2. 
xe

xtgy
cos

13 −= . 

3. xxey
23 cos3+= . 

4. xarcctgy 3sin= . 

5. 
21

3

x
y

x

+
= . 

6. xarcctgxctgy 3)3(= . 

7. arcctgyyx =− 22 . 

8. 
2

3sin(2 / );

cos( / 2).

x t

y t t

=


= −
 

 
Варiант 7 

 

1. 427 3 23
3

4
++−= − xxy x . 

2. 
3

3

21

3

x

xy
−

= . 

3. xxtgxy sin4 22 += . 

Варiант 8 
 

1. 
4

2 6
3 7

5

xx
x

y −+−= . 

2. 
5

3)2(

x

x
y

+= . 

3. 
22arccos xey = . 
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4. 
xe

xy
sin3

42= . 

5. 3 5arccos
x

y = . 

6. xxy 3ln)(arcsin= . 
7. 

03)12)(4(
2

=−−+ yexe yx . 

8. 
3

3 cos ;

2 sin(2 / ) .t

x t

y t e

 =


= − −
 

 

4. 
3 2xtgey = . 

5. 83ln3ln2 2 ++= xxy . 

6. xarcctgxy 4cos3)(= . 

7. x
y

eyxy
2

3 5 =− . 

8. 
ln( );

ln( ).

x t tgt

y t ctgt

= −
 = +

 

 

Варiант 9 
 

1. 
2

3 2
2 46

4 x
xxy −+= . 

2. 
2

71
2 







−
=

x
xy . 

3. 332 )3()91( xxxy +⋅+= . 

4. )2ln( 3 xtgy = . 

5. 3 cosxarctgy = . 

6. 
53)3( xarctgxtgy = . 

7. yarctgyx 2232 −=− . 

8. 

2

3

cos(3/ );

3 sin( / 2).

x t

y t t

 =


= −
 

 

Варiант 10 
 

1. xxxy 5
2

2 53 ++= . 

2. 
xe

xy
cos

3
= . 

3. xxy 5cos3 ⋅= . 

4. 4)2( xxy +−= . 

5. 132 += xctgy . 

6. xxy 2arcsin)3(ln= . 

7. 0cossin =+⋅ yyx . 

8. 
3

2

cos 4

ln( 3);

.x

x t t

y e t

 = + +


= +
 

  
 
         Контрольна робота призначена для перевірки знання 

таблиці похідних та правил диференціювання, досконалого ро-
3 



65  

зуміння техніки диференціювання складних функцій, розрахо-
вана на дві академічних години. 

 
1. – 12. Знайти похідні заданих функцій )(xyy =  та спро-

стити отримані вирази. 
 

Варіант 1 
 

1. xy 421arcsin −= . 

2. )ln( xx xeey −− += . 

3. +−= )2cos(sin xxxey x  
3e+ . 

4. )1/( 22 2

+= xexy x . 

5. ( ))1/(2ln 2 ++= xxxy . 

6. −⋅= )cos(ln)sin(ln xxy  

)/1ln( x− . 

7. ( )arctgx
xy )1ln( 2 += . 

8.. 02ln23 =+− xyy  

9. xxxy sin/)2ln(arcsin −= . 

10. 
24 ( / 2);

3sin 2cos .

y tg t

x t t

 =
 = −

 

11. 
2

3

31

3

x

xx
arctgy

−
−= . 

12. −++= )12(ln(12 xxy  

)2− . 

Варіант 2 
 

1. xexxy −+−= arcsin1 2 . 

2. −= xarctgxy /)(  

( )21/ln xx +− . 

3. xxx eeey arcsin1 2 −−= . 

4. xxy cos/))ln(cos1( += . 

5. +−= 24 xxy  

)2/arcsin(4 x+ . 

6. ))sin(ln)(cos(ln xxxy += . 

7. xxy ln)(arcsin= . 

8. 02)ln(3 =+− xyyx . 

9. )1/(4 −−= xarctgey x . 

10. 
2

;

ln(1 ).

y t arctgt

x t

= −
 = +

 

11. 
x

x
y

2sin1

sin
arcsin

+
= . 

12. ( ))2/()2(ln 55 −+= xxy . 
 

Варіант 3 
 

1. )sin/1ln( ctgxxy +−= . 

Варіант 4 
 

1. xxy
2sin2 2)2( ⋅−= . 
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2. )()1( 2xearctgxy −⋅+= . 

3. 
x

x
arctgxy

−
++=

1

1
ln . 

4. xxxy ln)cos(sin += . 

5. 
2arcsin( 1);

arccos 2 .

y t

x t

 = −
 =

 

6. y
x

x
y +

+
−= 2

2
2

9

9
arccos . 

7. xxxy arcsin1 2 +−= . 

8. −−= )2/(2 xctgy  

))2/ln(sin(2 x− . 

9. 
x

exy x

cos
4

arcsin 2 += − . 

10. )1ln()( 2tarctgxxy +−= . 

11. += +− )4ln(4 xxy  

xx 42 −+ . 

12. ( )143ln 22 −+= xxy . 

2. 1,01ln 2 ++−= xexy . 

3. ( )+−+= 11 2xxy  
2sinx+ . 

4. ))12(2( −= xarctgtgy . 

5. 
3sin sin 3 ;

3cos cos3 .

y t t

x t t

= −
 = +

 

6. xxy 2cos1)ln(cos ++= . 

7. )1(2 ++= xxarctgy . 

8. ( )( )−−+= 211ln xxy  

xx /)(sin− . 

9. )sinarcsin( xy = . 

10. 03)(22 =+−+ xytgyx . 

11. 
xextgxy

−+= cos)( . 

12. += xey arcsin  

xe++ 1arcsin . 
 

Варіант 5 
 

1. )21(sinsin 33 xxy −+= . 

2. ( )42 1/ln xxy −= . 

3. +−= 29)2/( xxy  

)3/arcsin()2/9( x+ . 

4. )cos/1ln( tgxxy += . 

5. 
sin 2 ;

cos 2 .

t

t

y e t

x e t

 =


=
 

Варіант 6 
 

1. )/1ln(cos 2xtgxy += . 

2. −+⋅= )2ln(cos22 xxtgxy  
22x− . 

3. ( ))2/()2(ln tgxtgxy −+= . 

4. 2cossin =− − xeye yx . 

5. 
;

2 ln( ).

y tgt ctgt

x ctgt

= +
 =
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6. )/23(sin
3 2 xxey x −= . 

7. xxxy sin)2(cos += . 

8. xx arctgeey 2)1ln( 2 −+= . 

9. 22ln)/( yxxyarctg += . 

10. ++= xxtgy cos)2/(ln  

x3cos)3/1(+ . 

11. −−⋅= 12xarctgxy  

2/)12( −− x . 

12. ( )1log 42
2 ++= xx eey . 

 

6. )ln(cos)ln()2/1( xtgxy += . 

7. ))ln(cos1/()(sin xxy += . 

8. 
x

x

x
arctgy

11 2 −+= . 

9. ( ) x
xy

arcsin
21−= . 

10. −⋅= arctgxxy  

)1ln(5,0 2x+− . 

11. )1/()1(arcsin xxy +−= . 

12. −+= )5ln(2 2xy  

)5/(5 xarctg− . 
 

Варіант 7 
 

1. 4 32
5 21)4(log xxy −+= . 

2. ×+= − ))((arcsin 333 xx eey  

7 2ln +× x . 

3. 
154

3
5

5 2

+−

−
=

xx

xxtg
y . 

4. 
128)12)112(cos(

−
−−=

x

xy . 

5. −= )3/(3 xxctgy  

)7/arccos(7 x− . 

6. −+ xyarctgy 25  

11)2lg( 3 =+− x . 

7. 21sin xy += . 

Варіант 8 
 

1. xy sinln4= . 

2. xxxy ++= . 

3. 
x

arctgxxe
y

x

5ln
= . 

4. xxy 2sin1cos += . 

5. xxey x 3cossin= . 

6. yxyx +=+ 222 sinsin . 

7. ++−= 12ln( xexy  

)142 +++ xx ee . 

8. 
x

x

x
y 









+
=

1
. 

9. +
+−

+=
1

1
ln

3

1
2 xx

x
y  
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8. xxxy arcsin1 2−−= . 

9. x xy 2)1( += . 

10. 
( 1) / ;

( 1) / .

x t t

y t t

= +
 = −

 

11. ( )291 xxy +−= . 

12. 
x

x

e

e
tgy

+
−=

1

1
. 

3

12

3

1 −+ x
arctg . 

10. 
4

2

(1 sin );

cos .

x t t

y t t

 = −


=
 

11. )137ln( 2 ++= xxey . 

12. ( )21 xxarctgy +−= . 
 

Варіант 9 
 

1. 5 3)1( xxey += . 

2. )))(log(loglog 532 xy = . 

3. +
−++
−−+=

xx

xx
y

11

11
ln  

x

x
arctg

+
−+

1

1
2 . 

4. ( )21sinln xxxy −= . 

5. ( )10
/1 xxy += . 

6. 
21))2/(arccos(2 xxy −= . 

7. )/)ln1((sin2 xxy −= . 

8. xy yx = . 

9. xxxy sin1 2+= . 

10. 

3 ln

8

2 ;

(1/ 4)( 2 ).

t tx

y t ctg t

 =


= −
 

Варіант 10 
 

1. 42 )1(sin += xy . 

2. 
x

x
y

cos23

cos32
arccos

+
+= . 

3. 3 3sinln xarctgey = . 

4. xxy += 12 . 

5. +−−−= 221)3(
2

1
xxxy  

( )2/)1(arcsin2 ++ x . 

6. 63cos)3/1( −+= yxexy . 

7. +
+
−+

+
=

x

x
arctg

x

x
y

1

1

81 3
 

2

2

421

)21(
ln

12

1

xx

x

+−
++ . 

8. 
7 7sin2 )1/1( xxy += . 

9. )/1(1 xxtgy ++= . 

10. )(cossin)(cos 2 xxtgy ⋅= . 
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11. xxy lnarcsin= . 

12. 
x

x
y

+
−=

1

1
cos2 . 

 

11. 
2 ;

sin 2 /(2cos 2 ).

x tg t

y t t

 =
 =

 

12. 4)21lg( xy −= . 

 
 

5.2 ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ ТА ЕЛЕМЕНТИ  
ДОСЛІДЖЕННЯ ФУНКЦІЇ 

 
   Контрольна робота призначена для перевірки вміння 

знаходити нескладні границі за правилом Лопіталя та досліджу-
вати дробово-раціональну функцію. Робота розрахована на 60 
хвилин. 

 
1. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя. 
2. Для заданої функції знайти: 
а) інтервали монотонності, екстремуми; 
б) інтервали опуклості та впуклостi, точки перегину. 
3. Скласти для заданої функції рівняння всіх існуючих  

асимптот. 
4. Знайти найбільше і найменше значення даної функції на 

заданому відрізку. 
 

Варіант 1 
 

1. а) 
xtgx

x
x 5

2arcsin
lim

0 +→
; 

б) x

x
x /3

0
)(coslim

→
. 

2. 89 23 ++−= xxy . 

3. )4/( 22 −= xxy . 

4. 12/162 −+= xxy , [ ]4;1 . 
 

Варіант 2 
 

1. а) 
xarctg

x
x 3

6cos1
lim

20

−
→

; 

б) tgx

x
x))1(ln(lim

0
+

→
. 

2. 13123 +−= xxy . 

3. )3/( 23 xxxy −= . 

4. xxey 2= , ]1;1[− . 
 

1 
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Варіант 3 
 

1. а) 
x

xarctg
x cos1

5
lim

2

0 −→
; 

б) 
2/1

0
)(lim xx

x
xe +

→
. 

2. 145,13/ 23 +−+= xxxy . 

3. )1/()12( 23 −+= xxy . 

4. ]4;0[,42 +−= xxy . 

 

Варіант 4 
 

1. а) 
xtgarctgx

x
x 2

4sin
lim

0 +→
; 

б) ( ) x

x
xx /1

0
coslim +

→
. 

2. 7,25,0 24 +−= xxy . 

3. )2/(2 −= xxy . 

4. ]9;1[,24 +−= xxy . 

 

Варіант 5 
 

1. а) 
xtgx

x
x 2

4sin
lim

3

2

0 +→
; 

б) tgx

x
x

0
lim

→
. 

2. 45 52 xxy −= . 

3. 2)1/()12( −−= xxy . 

4. )84(log 2
2 ++= xxy , 

]0;4[− . 

 

Варіант 6 
 

1. а) 
xx ex

xx

−
+

→ cos

4sin3
lim

0
; 

б) ( ) 2/1

0
4coslim x

x
x

→
. 

2. xxxy 65,03/ 23 −+= . 

3. )2/()3( 2 +−= xxy . 

4. )183ln( 3 +−= xxy , 
]0;2[− . 

 

Варіант 7 
 

1. а) 
x

xtgx
x 3arcsin

2
lim

0

+
→

; 

б) ctgx

x
x /1

0
)(arcsinlim

→
. 

Варіант 8 
 

1. а) 
20 arcsin

4cos1
lim

x

x
x

−
→

; 

б) ( ) x

x
xx ln/1

1
lnlim +

→
. 
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2. 493 23 ++−−= xxxy . 

3. ( ) 22 /14 xxy −= . 

4. xexy += 12 , ]1;1[− . 
 

2. 1243 34 −+= xxy . 

3. 2)2/(8 −= xxy . 

4. 24 5,0 xxy −= , ]0;1[− . 

 

Варіант 9 
 

1. а) 
1

)1arcsin(
lim

21 −
+

−→ x

x
x

; 

б) x

x
x 2ln/1

0
))1(ln(lim +

→
. 

2. 423 −−−= xxxy . 

3. 23 )3/( −= xxy . 

4. 10/82/2 ++−= xxy , 

]1;4[ −− . 

Варіант 10 
 

1. а) 
x

x
x 2sin

)2/cos(1
lim

20

−
→

; 

б) x

x
x ln/12 )1(lim +

+∞→
. 

2. 2163 34 +−= xxy . 

3. 44 )1/( xxy += . 

4. xexy −−= )3( , ]5;0[ . 

 

 
 

   Контрольна робота призначена для перевірки вміння до-
сліджувати трансцендентну функцію, використовувати похідну 
для розв’язання різноманітних задач. Робота розрахована на дві 
академічні години. 

 
1, 2. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя. 
3. Для заданої функції визначити інтервали монотонності, 

знайти точки екстремумів, якщо вони існують. 
4. Для заданої функції визначити інтервали опуклості та 

угнутості, знайти точки перегину, якщо вони є. 
5. Записати для заданої функції рівняння всіх асимптот, які 

має ця функція. 
6. Знайти найбільше та найменше значення даної функції 

на заданому відрізку. 
7. Розв’язати задачу. 

2 
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Варіант 1 
 

1. 
xx

xxx
x 2sin3

2cossin1
lim

0

−+
→

. 

2. x

x
tgxx sin/1

0
)(coslim +

→
. 

3. 35 /)13( xxy += . 

4. 1265 23 −+−= xxy . 

5. ))1(2/()1(2 −−= −− xey x . 

6. 
26 xxey −= , ]3;3[− . 

7. Записати рівняння дотичної 
до кола, що задане параметри-
чним рівнянням  

2cos ;

2sin

x t

y t

=
 =

 у точці з параме-

тром 4/0 π=t . 

 

Варіант 2 
 

1. 
x

x
x 5cos1

3sin
lim

2

0 −→
. 

2. )2/(

0
)(lim xctg

x
ctgx +

→

π . 

3. 1262 +−= xxy . 

4. −+= 23 5,3)3/1( xxy  

3/110 −− x . 

5. ))1(2/()1(2 += + xey x . 

6. )22ln( 2 +−= xxy ; ]3;0[ . 
7. Знайти точку на кривій 

853 2 +−= xxy , у якій доти-
чна перпендикулярна до пря-
мої 016 =+− yx . 
 

Варіант 3 
 
1. 

23 9

sin221
lim

x

xxx
x −

+−−+
→

π
. 

2. x

x
xx ln/1

0
)sin(lim +

→
. 

3. −+−= 23 5,2)3/1( xxy  

3/14 +− x . 

4. xxy /18 2 −= . 

5. 3 2)2(/ −= xxy . 

6. xexy −+= 1)2( ; ]2;2[− . 
7. Знайти точку на кривій 

Варіант 4 
 

1. 
)2/arcsin(

6
lim

2

0 x

xtgx
x

+
→

. 

2. x

x
x))(ln(coslim

0→
. 

3. )8/( 2xey x −= . 

4. 7,25,04,0 25 +−= xxy . 

5. 3)/)3ln((2 −−= xxy . 

6. )9/( 23 xxy −= , ]2;2[− . 

7. Знайти точку на кривій 

7104 2 +−= xxy , у якій до-
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853 2 +−= xxy , у якій доти-
чна паралельна до прямої 

016 =+− yx . 
 

тична паралельна прямій  

0116 =+− yx . 

 

Варіант 5 
 

1. 
x

xx
x 3sin

2
lim

2

32

0

+
→

. 

2. x

x
tgx sin

0
)(lim

→
. 

3. )9/( += xxy . 

4. 34 xxy −= . 

5. )65/()65( 23 +++= xxxy . 

6. xxy /)ln1( += , ];[ 31 ee− . 
7. Знайти точку на кривій 

674/2 +−= xxy , у якій до-
тична паралельна прямій  

062 =+− yx . 
 

Варіант 6 
 

1. 
xtgx

xx
x −

+
→

2sin
lim

3

0
. 

2. x

x
ctgx sin

0
)(lim

→
. 

3. )3/(3 −= − xey x . 

4. +−−= 23 )4/1()6/1( xxy  

4++ x . 

5. 23 )2/()1( −−= xxy . 

6. 
24 xxey −= , ]3;1[ . 

7. Знайти точку на кривій 

94/4 += xy , у якій дотична 
паралельна прямій  

0128 =++ yx . 
 

Варіант 7 
 

1. 
xx

xx
x πsin1

23
lim

21 +−
−+

→
. 

2. x

x
xtg /1

0
))4/((lim +

→
π . 

3. xxy )8( −= . 

4. 683 23 +−+= xxxy . 

5. )2(2)52( +−+= xexy . 

6. xxy ln= , ]1;[ 2−e . 

Варіант 8 
 

1. 
x

xarctgx
x 4sin
lim

0

+
→

. 

2. ctgx

x
xx )sin(coslim

0
+

→
. 

3. )9/()1( 22 xxy −−= . 

4. +−+= 234 )3/5( xxxy  

3/2+ . 

5. 2 2( 16) /(9 8)y x x= + − . 
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7. Знайти точку на кривій 
3 2/ 3 (5 / 2) 7 3y x x x= − + − , у 

якій дотична утворює з віссю 
Ox  кут 4/π . 
 

6. xx eey /)1( 2 += , ]2;1[− . 
7. З’ясувати, у якій точці на 

кривій 857 2 −−= xxy      но-
рмаль паралельна до прямої  

0423 =++ yx . 
 

Варіант 9 
1. 

x

xxx
x 8

cos488
lim

33

0

−−−+
→

. 

2. tgx

x
xe /1

0
))(ln(lim +

→
. 

3. )22ln( 2 +−= xxy . 

4. 432)3/1( 23 −+−= xxxy . 

5. 
)12(

1063

+
+−=

xx

xx
y . 

6. xxy /)(ln= , ]4;1[ . 
7. Знайти точку на параболі 

xy 82 = , у якій дотична пер-
пендикулярна до прямої 

(1/ 4) 6y x= − + . 
 

Варіант 10 
 

1. ( )lim sin(7 / 6 )
x

x x
→∞

⋅ . 

2. )sin(

1
))2/(cos(lim x

x
x ππ

→
. 

3. xxy ln22 −= . 

4. 3/)133( 3 +−= xxy . 

5. 3 31 xy −= . 

6. xexy )2( −= , ]1;2[− . 
7. Знайти точку на кривій 

1572 −+−= xxy , у якій   
нормаль перпендикулярна до 
прямої 063 =+− xy . 
 

 

6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 

6.1 НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

 
Контрольна робота призначена для перевірки знання таб-

лиці невизначених інтегралів і правил інтегрування, вміння за-
стосовувати основні методи інтегрування. Розрахована на одну 
академічну годину. 
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1. – 5. Знайти невизначений інтеграл. 
 

Варіант 1 
 

1. 
2

2 arctg2

1 4

x x
dx

x

+
+

∫ . 

2. cos 2x xdx⋅∫ . 

3. 
3 2

6

5 6

x
dx

x x x

−
+ −

∫ . 

4. 
23 7

dx

x −
∫ . 

5. 
22 3 3

dx

x x+ +
∫ . 

 

Варіант 2 
 

1. 
2

3 arcsin

1

x x
dx

x

+

−
∫ . 

2. lnx xdx⋅∫ . 

3. 
2

3

4

4

x
dx

x x

+
−

∫ . 

4. 3xe dx∫ . 

5. 
24 3 5

dx

x x− +
∫ . 

Варіант 3 
 

1. sin3 2cos3xe xdx+
∫ . 

2. 2xx e dx⋅∫ . 

3. 
2

3 2

2 6

3 4

x x
dx

x x x

− −
+ −

∫ . 

4. 
2cos 4

dx

x
∫ . 

5. 
2 4 5

dx

x x− +
∫ . 

 

Варіант 4 
 

1. 
2

3 5

sin 3

ctg x
dx

x

+
∫ . 

2. 2arctg xdx∫ . 

3. 
2

3 2

2 6 5

6 5

x x
dx

x x x

+ +
+ +

∫ . 

4. cos6xdx∫ . 

5. 
23 6

dx

x x− +
∫ . 

Варіант 5 
 

1. 
arccos3

2

5 2

1 9

x x
dx

x

+

−
∫ . 

2. ln( 1)x dx+∫ . 

Варіант 6 
 

1. 
2

2

5 6

1 25

arcctg x x
dx

x

−
+

∫ . 

2. ( ) 53 xx e dx+ ⋅∫ . 
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3. 
3

3 2

5

5

x
dx

x x

+
+

∫ . 

4. ( )4
3 5x dx+∫ . 

5. 
22 3 5

dx

x x− +
∫ . 

 

3. 
3 2

2

8 16

x
dx

x x x

−
− +

∫ . 

4. 
3 5

dx

x +∫ . 

5. 
26 4 2

dx

x x+ −
∫ . 

Варіант 7 
 

1. 
25 3x x

dx
x

− +
∫ . 

2. ( )2 sin3x xdx+ ⋅∫ . 

3. 
2

3 2

1

12

x
dx

x x x

+
− −

∫ . 

4. 
2

3 arccos 4

1 16

x
dx

x

−

−
∫ . 

5. 
23 2 5

dx

x x− +
∫ . 

 

Варіант 8 
 

1. 
3ln (2 1)

2 1

x x
dx

x

+ −
−∫ . 

2. ( )ln 5 1x dx+∫ . 

3. 
2

3 2

2x
dx

x x

+
+

∫ . 

4. 
29 7

dx

x −
∫ . 

5. 
24 8 5

dx

x x− +
∫ . 

Варіант 9 
 

1. 
3

3

sin 3 cos3

sin 3

x x
dx

x

+
∫ . 

2. arcsin 2xdx∫ . 

3. 
2

3 2

6

2

x x
dx

x x x

+ −
+ +

∫ . 

4. 3 14 x dx+
∫ . 

5. 
2 2 5

dx

x x+ −
∫ . 

Варіант 10 
 

1. 
2 7

( 3)
2 7

tg x
dx

x

− +
−∫ . 

2. 12xx dx+⋅∫ . 

3. 
3 2

3 2

2

x
dx

x x x

+
− −

∫ . 

4. 
25 9

dx

x −
∫ . 

5. 
23 7 5

dx

x x+ +
∫ . 
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6.2 ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ ТА ЙОГО 
ЗАСТОСУВАННЯ 

 
Контрольна робота призначена для перевірки вміння зна-

ходити визначений інтеграл та розв’язувати задачі, пов’язані з 
його застосуванням. Розрахована на одну академічну годину. 

 
1. – 2. Знайти визначені інтеграли. 
3. Визначити об’єм випуску продукції за перші k  годин 

праці при продуктивності ( )f t , де t  – час у годинах. 
 

Варіант 1 
 

1. 
2

2
0 16

xdx

x−
∫ . 

2. ( )
2

0

1 cosx xdx
π

−∫ . 

3. 0,25( ) 32,7 tf t e= ,  

    4k = . 
 

Варіант 2 
 

1. 
3

2

0

1x x dx+∫ . 

2. 
4

2
6 cos

xdx

x

π

π
∫ . 

3. 3( ) 0,00037f t t= − +  
20,0054 0,074 17,88t t+ + + , 

    4k = . 
 

Варіант 3 
 

1. 
2

1

lne xdx

x
∫ . 

2. ( )
2

0

ln 3 1x dx+∫ . 

3. 0,2( ) 31,24 tf t e−= ,  

    5k = . 
 

Варіант 4 
 

1. 
31 3

2
0

3

1 9

arctg x
dx

x+
∫ . 

2. ( )
2

0

3 1 sin 4x xdx
π

−∫ . 

3. 2( ) 0,0042f t t= − +  

    0,035 27,4t+ + ;  

    4k = . 
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Варіант 5 
 

1. 
1

4
0 1

xdx

x +
∫ . 

2. 
1 2

0

x arctgxdx⋅∫ . 

3. / 7( ) 73,15 tf t e−= ,  

    7k = . 

 

Варіант 6 
 

1. 
6

2
0

sin 2

cos 2

xdx

x

π

∫ . 

2. 
1

0

xx e dx−⋅∫ . 

3. 2( ) 0,0032f t t= − +  

    0,057 16,82t+ + ,  

    3k = . 
 

Варіант 7 
 

1. 
6

2
8 sin 2

dx

x

π

π
∫ . 

2. 3

1

ln
e

x xdx∫ . 

3. 0,25( ) 55,72 tf t e−= ,  

    4k = . 
 

Варіант 8 
 

1. 
2

sin

0

cos xx e dx
π

−⋅∫ . 

2. 
1 2

0

arccos 2xdx∫ . 

3. 2( ) 0,0022f t t= − +  

    0,054 18,32t+ + ,  

    3k = . 
Варіант 9 

 

1. 
1 4 ln

e dx

x x+∫ . 

2. 
2

1

3xx dx⋅∫ . 

3. 0,5( ) 63,22 tf t e= ,  

    2k = . 

 

Варіант 10 
 

1. 
3 4

21 4

arcsin 2

1 4

xdx

x−
∫ . 

2. 
4

2
6 sin

xdx

x

π

π
∫ . 

3. 2( ) 0,0035f t t= − +  

    0,042 22,47t+ + ,  

    4k = . 
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