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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебное пособие  написано в соответствии с программой по теории вероятностей и математической статистике, утвержденной Министерством образования и науки Украины, которая ориентирована на студентов факультетов последипломного образования  и  заочного обучения.
Пособие содержит краткие теоретические сведения, методические указания, список литературы и рекомендации, которыми студентам советуют воспользоваться при изучении курса.

Чтобы помочь студенту овладеть практической частью курса, в каждом разделе даётся подробное решение типовых задач. 

Приведенные примеры не только иллюстрируют соответствующие теоретические вопросы программы, но и являются образцами для решения задач  контрольной работы. При её выполнении и оформлении необходимо придерживаться следующих правил:

· в заголовке контрольной работы должны быть четко написаны фамилия студента и его инициалы;

· номер зачетной книжки и соответствующего варианта; 

· дата отсылки работы в академию;
· работу выполняют в отдельной тетради, оставляя на каждой странице поле для пометок рецензента;

· задачи, их условия  и решения следует располагать в том порядке, в котором  они  даны в задании; 

· решение задачи должно сопровождаться необходимыми краткими объяс​нениями и ссылками на теоретические положения. 

Получив прорецензированную контрольную работу, студент дол​жен в кратчайший срок исправить помеченные рецензентом ошибки, если таковые есть, выполнить все его предложения и вернуть её преподавателю перед сдачей зачета или экзамена.

1. ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ
В разделе элементарной математики, который называется комбинаторикой, решаются некоторые задачи, связанные с рассмотрением конечных  целочисленных множеств,  состоящих из положительных элементов,   и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств. Например, если взять 10 различных цифр 0, 1, 2, 3, ... , 9 и составлять из них комбинации, то будем получать различные числа, например, 345, 534, 1036, 5671, 45 и т. п. 

Видно, что некоторые из таких комбинаций отличаются только порядком цифр (например, 345 и 534), другие — входящими в них цифрами (например, 1036 и 5672), третьи —  числом цифр  (например, 345 и 45).

Таким образом, полученные комбинации удовлетворяют различным условиям. В зависимости от правил их составления можно выделить три типа комбинаций: перестановки, размещения, сочетания. 
1.1. Перестановки

Комбинации из n элементов, отличающиеся друг от друга только их порядком, называются перестановками.

Перестановки обозначаются символом Рn, где n — число элементов, входящих в каждую перестановку.

Пример. Пусть даны три буквы:  А, В, С. Составим все возможные комбинации из этих букв: АВС; АСВ; ВСА; ВАС; CAB; CBA; (всего 6 комбинаций). Видно, что они отличаются друг от друга только порядком расположения букв.

Действительно, на первое место в комбинации (перестановке) можно поставить три буквы. На второе место уже можно поставить только две буквы из трех (одна заняла первое место), а на третьем окажется только одна из оставшихся. Значит, 3 · 2 · 1 = 6 = P3  , но1·2·3=3!. Пришли к известному в математике понятию факториала.
Произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно называют n-факториалом и пишут:

n!= 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · ... · (n - 1) · n ,  при этом считая  0! = 1 и  
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Основное свойство факториала: (n + 1)! =  (n +1) · n!
Число перестановок вычисляем по формуле

Рn = n!





(1.1)
Так, число перестановок из трех элементов составляет                           Р3 = 3! = 3 · 2 · 1 = 6, что совпадает с результатом рассмотренного выше примера.

1.2. Размещения

Комбинации из n элементов по m  отличающихся друг от друга или самими элементами или их порядком, называются размещениями.

Размещения обозначаются символом: 
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. Число размещений можно вычислить по формуле:
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Пример. Пусть имеются четыре буквы А, В, С, D. Составив все комби​нации только из двух букв, получим:
АВ, AC, AD;

ВА, ВС, BD;

СА, СВ, CD;

DA, DB, DC.
Они отличаются или буквами, или их порядком.
По формуле (1.2) 
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, что совпадает с результатом приведенного примера. Тут каждая строка  соответствует одной из всех имеющихся букв (n=4), а число столбцов соответствует остальным буквам, (n-1=3) , всего имеется 4 
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 3=12 различных комбинаций.

Формулу (1.2) можно записать в факториальной форме:
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Основные свойства размещений: 1) 
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1.3. Сочетания

Комбинации из n элементов по m, отличающихся друг от друга по крайней мере хотя бы одним элементом ( m, n
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 m), называются сочетаниями.
Сочетания обозначаются символом: 
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. Число сочетаний можно вычислить по формуле: 
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(1.4)

Основные свойства сочетаний: 
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Пример. Из четырех различных букв А, В, С и D по две можно составить следующие комбинации: АВ, AC,AD, ВС, BD, CD. Значит, число сочетаний из четырех элементов по два равно 6. Это кратко записывается так: 
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Замечание. При решении задач комбинаторики часто используются два общих правила:

Правило суммы. Если некоторый объект А можно выбрать 
[image: image18.wmf]m

 способами, а объект В – 
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 способами (не такими, как А), то объект «или А, или В», можно выбрать 
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 способами.
Правило произведения. Если некоторый объект А можно выбрать 
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 способами, а после такого выбора другой объект В можно выбрать (независимо от выбора объекта А) 
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 способами, то пару объектов А и В можно выбрать 
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1.4. Упражнения

1. Сколько разных вариантов хоккейной команды можно составить из 9 нападающих, 5 защитников и 3 вратарей, если в состав команды должно войти 3 нападающих, 2 защитника и 1 вратарь? 

Решение. Из 9 нападающих можно выбрать троих 
[image: image24.wmf]3

9

С

 разными способами. Из  5 защитников можно выбрать двух 
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 разными способами. Из 3 вратарей можно выбрать одного 
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 способами. Комбинируя каждую тройку нападающих с парой защитников, получаем 
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 разных команд без вратарей. Комбинируя эти команды с каждым из вратарей, имеем 
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разных команд.

2. Из 10 студентов назначают двух дежурных. Сколькими способами можно это сделать, если:

1) один  из назначенных  становится  старшим; 

2) старших нет?

Решение. Ясно, что если один из студентов - старший, то существен порядок ( в ведомости дежурных старший, например, ставится на первое место) и искомое количество способов равно числу размещений из 10 элементов по 2, т.е. 
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10 · 9=90. Следовательно, дежурных можно назначить 90 способами.  Если же старших нет, то порядок записи безразличен и искомое количество способов равно числу сочетаний из 10 элементов по 2, т.е. 
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Ответ: 1) 90; 2) 45.
3. В каждый из 
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 ящиков может быть положен любой из 
[image: image32.wmf]m

 шаров. Сколько есть вариантов такого распределения? 

Решение. Первый шар может быть положен в любой из 
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 ящиков, т.е. 
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 способами. Аналогично существует 
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 вариантов для второго, третьего … 
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-го шара. Так как распределения независимы друг от друга, то применяя правило произведения, имеем
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вариантов распределения.
2. ТЕОРИЯ  ВЕРОЯТНОСТЕЙ
Теория вероятностей — это математическая наука, которая изучает массовые явления. 

Массовым называют такое явление, которое свойственно большому количеству равноправных объектов. Под равноправными объектами понимают результаты исследований в различных отраслях естествознания и техники, которые повторяются при одинаковых условиях.

2.1. Основные определения

Опытом (или исследованием, наблюдением) называ​ется осуществление какого-нибудь определенного комплекса условий, который может быть повторен сколько угодно раз.
Событием называется явление, о котором можно говорить, что оно осуществляется или не осуществ​ляется во время проведения опыта.
Достоверным называют событие А, которое обязательно происходит при опыте. 
Пример. В урне имеются только белые шары. Тогда извлечение белого шара при однократном вынимании из урны происходит с необходимостью и поэтому является достоверным.

Невозможным называют событие А, которое заведомо не может произойти при опыте. 
Пример. Извлечение черного шара из урны, в которой находятся только белые.

Случайным называется событие, которое в результате опыта может произойти или не произойти.

Пример. При бросании игральной кости появление грани с номером 6 будет случайным событием, ибо при бросании могут появляться грани и с другими номерами.

Несовместными называются события, появление одного из которых исключает возможность появления другого при том же испытании.
Пример. Бросим один раз монету. Появление герба исключает появление цифры. Поэтому события «появился герб» и «появилась цифра» — несовме​стные.

Совместными называются события, появление одного из которых не исключает возможность появления другого при том же испытании.

Пример. Появление определенного номера на гранях (числа очков) при одновременном бросании двух игральных костей правильной формы.

Единственно возможными  называются события, если при испытании одно из них и только одно произойдет обязательно.

Пример. Из урны, где имеются белые и черные шары, будем извлекать два шара. Обязательно произойдет одно и лишь одно из таких событий: «оба шара будут белыми», «оба шара будут черными», «один из шаров будет белым, а другой — черным». 
Равновозможными называют события, если при испытании появление любого из них не более возможное, чем появление другого. 

Пример. В урне имеется 5 шаров различного цвета (пусть это будут красный, желтый, голубой, зеленый и белый шары). При извлечении одного из них у нас нет оснований считать, что появление желтого шара более возможно, чем появление шара другого цвета. Появление каждого из шаров в этом случае — события равновозможные.

Противоположными называются два несовместимых и единственно возможных события. Их обозначают через А и 
[image: image38.wmf]A
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Пример. Попадание и промах при выстреле; появление четного и нечетного номера при бро​сании игральной кости. 

Благоприятствующим называется испытание, при котором наступает событие А.
 Вероятностью события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию испытаний к общему числу всех возможных испытаний.

Пусть п − число всех возможных испытаний, а m—число испытаний, благоприятствующих событию А. Обозначив вероятность события А через Р(А), будем иметь:

Р(А)=m/n.





(2.1)

Эту величину называют классической  вероятностью. 

Пример. Появление грани с четным номером при бросании игральной кости. Этому событию (обозначим его через A) благоприятствуют появление грани с номером 2, с номером 4 и с номером 6. Поэтому по формуле (2.1) Р(А) =3/6=1/2.

Вероятность достоверного события равна единице, поскольку такому событию благоприятствуют все возможные испытания. 
Пример. В урне содержится 9 белых шаров. Вероятность извлечь белый шар равна: Р(А)=9/9=1. Данному событию благоприятствуют все 9 возможных  испытаний.

Вероятность невозможного события равна нулю, так как невозможному событию не благоприятствует ни одно из возможных испытаний.

Таким образом, вероятность Р(А) любого события А удовлетво​ряет соотношению:

0≤Р(А)≤1.





(2.2)

Вероятность противополож​ного события 
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(2.3)

Сумма вероятностей противоположных событий равна единице. Следствие из (2.3).
Относительной частотой события А называют отно​шение числа опытов, при которых оно наступает, к общему числу опытов. Обозначив ее  через W(А), будем иметь:

W(A) = m/n.





(2.4)
Пример. Из 100 деталей отделом технического контроля забраковано 5, то 
W(A) =5/100=0,05.
При небольшом количестве опытов относительная частота собы​тия носит, вообще говоря, случайный характер. Наблюдения показали, что с увеличением числа опытов относительная частота события обнаруживает свойство устойчивости: она все меньше отклоняется от некоторого постоянного числа.

Пример. Многократное бросание монеты. Частота появления герба незначительно отклоняется от числа 0,5 — вероятности этого события. 

Эту постоянную называют статистической вероятностью события, а за ее приближенное значение берут относительную частоту события при достаточно большом числе испытаний.
Заметим, что классическое определение вероятности не требует фактического проведения испытаний, тогда как статистическое определение предусматривает их выполнение.

Суммой событий А + В называется событие (A или В), состоящее в наступлении хотя бы одного из них.
Произведением событий АВ называется событие (A и B), состоящее в их совместном наступлении.
Условной называется вероятность события A, вычисленная в предположении, что событие В уже наступило. Обозначается: РВ(А) или Р(А/В).
Независимыми называются два события, если вероятность появления одного из них не зависит от появле​ния или непоявления другого.
Теорема сложения: Вероятность наступления хотя бы одного из двух совместных событий равна сумме их вероятностей без вероятности их совместного наступления.
Р(А+В) = Р (А) + Р (В) — Р (АВ).



(2.6)
Теорема умножения. Вероятность совместного появления двух событий А и В равна произведению вероятности А на услов​ную вероятность В, в предположении, что событие А уже наступило: 

Р(АВ) = Р(А) · Р(В/A).




(2.7)
Если события А и В независимые, то Р (В/А) = Р (В) и
Р(АВ) =Р(A) · Р(В). 




(2.8)
Теорему умножения можно обобщить и на случай большего числа событий. Например, для трёх событий будем иметь:

Р (AВС) = Р (АВ) · Р (С/АВ) = Р (А) · Р (В/А) · Р(С/АВ).

Следствие из теоремы сложения. Вероятность наступления одного из двух независимых событий равна сумме вероятностей этих событий: 

Р(А+В)=Р(А)+Р(В).




(2.9)
Полная вероятность события В, которое  может наступить лишь тогда, когда наступит одно из n независимых событий А1, А2, .... Аn, которые образуют полную группу, и вычисляется по формуле:
Р(В) = Р(А1) · Р(В/А1) + Р(А2) · Р(В/А2) +... + Р(Аn) · Р(В/Аn) = 
[image: image42.wmf]å
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(2.10)
Вероятность появления события 
[image: image43.wmf]i

А

, при котором наступило событие 
[image: image44.wmf]B

, вычисляется по формуле Бейеса:
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Несколько событий образуют полную группу, если появление хотя бы одного из них является достоверным событием.

2.2. Упражнения

1. Из 40 стандартных и 4 нестандартных деталей для контроля взято наугад восемь. Они оказались стандартными. Найти вероятность того, что следующая взятая наугад деталь будет стандартной.

Решение. Стандартных деталей осталось в партии 40 - 8 = 32; нестан​дартных — 4. Всего осталось 40 + 4 - 8 = 36 деталей. Обозначим через А событие «деталь оказалась стандартной». Тогда P(A) = 32/36 = 8/9. 
2. Имеем пять билетов стоимостью по 30 коп., три билета — по 65 коп. и два билета — по 1 грн. Возьмем наугад три билета. Найти вероятность того, что а) хотя бы два из этих билетов имеют одинаковую стоимость,           б) стоимость трёх билетов равна 1 грн. 60 коп.

Решение. а) Событие «хотя бы два из трех взятых билетов имеют одинаковую стоимость» обозначим через A. Найдем вероятность проти​воположного события 
[image: image46.wmf]A

. Число возможных случаев взятия трех билетов из 10 равно
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. Неблагоприятствующим для события А будет результат, когда окажется один билет стои​мостью 30 коп. (их число равно 
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), один билет стоимостью в 65 коп. (их число равно 
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C

1

3

=

) и один билет стоимостью в 1 грн. (их число равно 
[image: image50.wmf]2
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). Поэтому число неблагоприятствующих событию А результатов испытания будет                              5 · 3 · 2 = 30. Отсюда

P(
[image: image51.wmf]A

) = 30/120 = 
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Вероятность же того, что хотя бы два из трёх взятых билетов имеют одинаковую стоимость, равна

P(A) = 1 - 1/4 = 3/4.

Решение. б) Событие «стоимость всех трёх билетов равна 1 грн. 60 коп.» обозначим через А. Это событие может произойти лишь в том слу​чае, когда два (из взятых) билета будут по 65 коп., а один − 30 коп. (при этом число благоприятствующих результатов испы​тания равно 
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), или когда два (из взятых) билета будут по 30 коп., а один − 1 грн. (при этом число благо​приятствующих результатов равно 
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3. В отдел технического контроля швейной фабрики представлены на осмотр 80 костюмов, из которых 50 костюмов одного фасона, а 30 — другого. Найти вероятность того, что взятые наугад для осмотра два костюма окажутся разных фасонов.

Решение. Обозначим через А событие «поступил на осмотр костюм первого фасона», через В — «поступил на осмотр костюм второго фасона», через С — «два костюма, поступившие на осмотр, являются костюмами разных фасонов».

Событие С может наступить только тогда, когда первым произойдет событие А, а вторым — событие В, или первым — событие В, а вторым —событие А.
Вероятность наступления события С определим по формуле:                    Р(С) =Р(АВ) или Р(ВА).
События А и В зависимы. Поэтому вероятности Р (АВ) и Р (ВА) находим по формуле (2.7). 
События (АВ) и (ВА) независимы:

Р(АВ) = Р(А)·Р(В/А), Р(BA) = Р(B )·  Р(А/В).
В данной задаче 
Р(A) = 50/80; Р(В) = 30/80 ; Р(В/А) = 30/79 и Р(А/В) = 50/79. 

Следовательно,

P(AB)= 50/80 · 30/79 = 75/316,  P(BA) = 30/80 · 50/79 = 75/316.
По формуле (2.9) находим Р(С):

 Р(С)=Р(AB)+Р(BA) = 75/316 + 75/316 = 75/158.
4. Три студента сдают экзамен. Вероятность сдачи экзамена на «5» первым студентом равна 0,2, вторым — 0,5, третьим — 0,3. Найти вероятность того, что все три студента сдадут экзамен на «5».

Обозначим через А событие «сдача экзамена на «5» всеми сту​дентами», через A1  — «сдача экзамена на «5» первым студентом», через            A2  — «сдача экзамена на «5» вторым студентом», через A3  — «сдача экзамена на «5» третьим студентом». События A1, A2, А3 независимые, тогда A = A1 ∙ A2 · A3. Следовательно, по формуле (2.8) имеем:

Р(А) = Р (A1) · Р (A2) · Р (A3) = 0,2 · 0,5 · 0,3 = 0,03.
5. Среди 50 электроламп имеется 3 нестандартные. Найти ве​роятность того, что две одновременно наугад взятые электролампы окажутся нестандартными.

Решение. Обозначим через А событие «первая взятая наугад электро​лампа оказалась нестандартной», а через В — «вторая электролампа нестандартная при условии, что первая электролампа оказалась нестандартной». Событие «две взятые наугад лампы нестандартны» обозначим через С, тогда С = АВ.
Следовательно, вероятность события С определяется по формуле (2.7):

P(С) = Р(АВ) = Р(A) · Р(В/А),
где Р(A) = 3/50, Р(В/А) = 2/49, Р(С) = 3/50 · 2/49 = 0,0024.
6. 80% всех приборов состоит из высококачественных деталей, а 20% —из деталей обыкновенного качества. Если прибор собран из высококачественных деталей то вероятность его безотказной работы в течение определенного времени t равна 0,9. Если прибор собран из деталей обыкновенного качества, то вероятность - 0,5. При испытании в течение времени t прибор работал безотказно. Найти вероятность того, что прибор собран из высококачественных деталей.

Решение. Обозначим через В событие «безотказная работа прибора», че​рез A1 —«прибор собран из высококачественных деталей», через A2 — «прибор собран из деталей обычного качества». По условию задачи:

Р(A1)=0,8; Р(A2)=0,2; Р(В/A1)=0,9; Р(В/A2)=0,5.

По формулам (14) имеем:
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2.3. Последовательности независимых испытаний
Предположим, что последовательно производятся испытания, вследствие каждого из которых наступает или не наступает собы​тие А. Будем считать, что вероятность наступления события А одинакова при каждом испытании.

 Так как наступление или ненаступление события A при раз​личных испытаниях являются независимыми событиями, то для определения вероятности события S (событие А с вероятностью р наступило т раз при n испытаниях) можно воспользоваться теоре​мой умножения вероятностей. Получим:
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где q=1—р — вероятность ненаступления события А при каждом из испы​таний. 

Если не обращать внимания на последовательность появления события A при п испытаниях, то число различных случаев его появления т раз будет равно 
[image: image58.wmf]m
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Каждое из наступлений и ненаступлений события А несовмес​тимо с другим и имеет вероятность P(S). Поэтому, обозначив искомую вероятность наступления т раз события A через Pn(m) и использовав теорему сложения вероятностей, получим:
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(2.12)

Эту формулу впервые установил швейцарский математик                        Я. Бернулли, поэтому ее называют формулой Бернулли.
Выражение для Pn(m) является общим членом бинома Ньютона. Написав все значения т и соответствующие им вероятности, полу​чим так называемый биномиальный закон распределения вероят​ностей, который можно представить таблицей:
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Отметим, что 
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Совокупность точек плоскости с абсциссами т и ординатами Рn(m)      (т = 0, 1, 2, ... , п) составляют график биномиального закона распределения. Отметим, что для наглядности эти точки иногда соединяют отрезками прямых.

Наивероятнейшим числом наступлений события A называется число т0, при котором Рn(m) достигает своего наибольшего значения.
Это число находят из условия:
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(2.13)
При достаточно больших значениях  п и т применяют формулу Лапласа:
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(2.14)

где 
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При малых значениях р применяется приближенная формула Пуассона:
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(2.15)

Вероятность того, что при п испытаниях событие А наступит от т1 до m2 раз, обозначаем Рn(т1, m2) и приближенно вычисляем с помощью интеграла Лапласа:
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(2.16)

где 
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Значения функции 
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2.4. Упражнения

1. Автопарк насчитывает 12 автомашин. Вероятность выхода на линию каждой из них равна р = 0,8. Найти вероятность нормальной работы автопарка, если для этого на линии необходимо иметь не менее 8 автомашин.

Решение. Работу парка можно считать нормальной, если на линии будет 8, 9, 10, 11 или 12 автомашин.

Найдем вероятность нормальной работы для каждого отдельного случая по формуле (2.12):

P12 (8) = 
[image: image77.wmf]8
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(0,8)8 · (0,2)4 ≈ 0.1331;
P12 (9) = 
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(0,8)9 · (0,2)3 ≈ 0,2358;

P12 (10) = 
[image: image79.wmf]10

12

C

(0,8)10· (0,2)2 ≈ 0,2825;

P12 (11) = 
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(0,8)11 ·(0,2)1 ≈ 0,2062;

P12 (12) = 
[image: image81.wmf]12
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 (0,8)12·(0,2)0  ≈ 0,0687.

Вероятность нормальной работы автопарка при условии, что на линии не менее 8 автомашин, равна сумме этих вероятностей, то есть: 

Р(т ≥ 8) = P12(8) + P12 (9) + P12 (10) + P12 (11) + P12 (12) =

=0,1331 + 0,2358 + 0,2825 + 0,2062 + 0,0687 = 0,9263.

2. Проверяют партию электро​ламп, вероятность непригодности лампы равна 0,05. Сколько ламп необходимо проверить, чтобы можно было зафиксировать хотя бы одну бракованную лампу с вероят​ностью 0,9?

Решение. По условию задачи имеем: р=0,05, Рn(1) =0,9.
Вероятность того, что лампа окажется пригодной, равна 1–р=0,95, а вероятность пригодности всех ламп будет (1–р)n. Тогда вероятность противоположного события, т. е. вероятность того, что хотя бы одна лампа среди п ламп окажется бракованной, равна

1– (1–p)n.
Эта вероятность должна быть не меньше 0,9. Поэтому 

1– (1– р)n  ≥ Рn(1);

1 – (1 –p)n ≥ 0,9;

(0,95)n ≤ 0,1;


nlg(0,95) ≤ lg(0,1);
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Так как 
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, то искомое число равно 45.

3. Найти наивероятнейшее число испорченных деталей, если испытывается 100 деталей, а вероятность того, что деталь испорчена, равна 0,1.

Решение. Имеем: n=100; р=0,1; q=0,9. Поэтому наивероятнейшее число наступления события будет удовлетворять неравенству:
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10 – 0,9 ≤ т0 ≤ 10 + 0,1.

Следовательно, наивероятнейшее число испорченных деталей в партии из 100 деталей равно т0 = 10.

4 . Вероятность выявления бракованного изделия равна 0,005. Чему равна вероятность того, что из 10000 наугад отобранных изделий бракованных окажется 40?

Решение. В данной задаче: m = 40; р = 0,005; п = 10000; q = 0,995. 
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где 
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По таблице (Приложение 1) находим: 
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Следовательно, 
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Точный подсчет (без использования формулы Лапласа) дает Р10000 (40) = 0,0197.
5. Прядильщица обслуживает 1000 веретен. Вероятность разрыва нити на одном веретене в течение одной минуты равна 0,004. Найти вероятность того, что в течение одной минуты нить обор​вется на пяти веретенах.

По условию задачи 
[image: image90.wmf]n

 = 1000; р = 0,004; т = 5; q = 0,996. Здесь, п —велико, а р — мало. Применив формулу Пуассона (2.15), получим


[image: image91.wmf](

)

(

)

1564

,

0

!

5

e

4

e

!

5

004

,

0

1000

5

P

4

5

1000

004

,

0

5

1000

»

×

=

×

=

-

×

-

.
6. Всхожесть семян пшеницы равна 95%. Найти вероятность того, что из 2000 посеянных семян не прорастут 120.

Решение. Здесь:  р = 0,05;  п = 2000; m1 = 80; т2 = 120; q = 0,95. Тогда:
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Учитывая, что Ф(-α) = - Ф(α), по таблице  (Приложение 2)находим:

Ф(-2,05) = - 0,4798. Искомая вероятность:
Р2000 (80,120) = 0,4798 + 0,4798 = 0,9596.

2.5. Случайные величины 

Случайной величиной называется такая вели​чина, которая вследствие испытания может принимать различные значения.
Пример. Число очков, которые выпадают на грани игральной кости. Эта случайная величина может принимать значения: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Пример. Число попаданий при трех выстрелах. Такая величина может принимать значения: 0, 1, 2, 3.

С каждым случайным событием может быть связана случайная величина. Предположим, что в результате опыта может произойти или не произойти событие А. Тогда можно рассматривать случай​ную величину X, которая равна 1, если наступает событие А, и равна нулю, если А не наступает. Здесь случайная величина Х принимает два значения: 0 и 1. Ее называют характеристической случайной величиной события А. На практике часто вместо событий рассматривают их характеристические случайные величины.

Различают дискретные и непрерывные случайные величины.
Если значения, которые принимает случайная величина, можно пронумеровать, тогда эту случайную величину называют дискрет​ной. 

Возможные значения непрерывной случайной величины запол​няют некоторый числовой промежуток.

Законом распределения дискретной случайной величины назы​вается перечень всех возможных ее значений с соответствующей вероятностью, с которой она принимает каждое из этих значе​ний, представленный таблицей: 

	xi
	x1
	x2
	x3
	...
	xn

	рi
	р1
	р2
	р3
	...
	рn


Её часто называют рядом распределения. Очевидно, что                              p1 + р2 + p3 + ... + pn = 1.
Закон распределения можно иллюстрировать графически. Для этого  на оси абсцисс отложим возможные значения случайной величины, а на оси ординат — соответствующие им вероятности и соединим точки (xi; pi) отрезками прямых. Полученную ломаную называют многоугольником распределения (рис. 1).
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Рис. 1

Закон распределения случайной величины можно задать аналитически. Например, биномиальный законом распределения определяется формулой Бернулли (2.12). 

Интегральной функцией распределения случайной величины X называется вероятность того, что Х принимает значения, меньшие, чем указанное фиксированное значение х, т.е. F(x) = P(X < x).
Отметим такие свойства функции F(x): 1) 0 ≤ F(x) ≤ 1;                                2) F(х) — неубывающая функция, т. е. если х2 > x1, то и F(x2)≥F(x1);                          3) F(- ∞) = 0; F(+ ∞) = 1; 4) P(α<X<β)=F(β)—F(α).
Графиком интегральной функции распределения дискретной случайной величины есть разрывная ступенчатая линия. Точки разрыва имеют абсциссы, равные числовым значениям, которые принимает эта случайная величина. 

Графиком интегральной функции распреде​ления непрерывной случайной величины служит непрерывная линия.

Функцию f(x) называют плотностью распределения вероятностей или дифференциальным законом распределения случайной величины. Она находится по правилу: f(x)=F’(х).
Из определения функции  f(х) можно получить такие ее свойства:
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Если все значения непрерывной случайной величины Х принад​лежат некоторому интервалу (α, β) и известно, что дифференциаль​ная функция распределения на этом интервале постоянна, то говорят, что Х подчиняется закону равномерной плотности, который  имеет вид:
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2.6. Числовые характеристики
Математичес​ким ожиданием дискретной случайной величины Х называют суму произведений всех ее возможных значений на их вероятности:

М(Х) определяют по формуле:
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(2.17)

Математическим ожиданием непрерывной случайной величины Х, называют несобственный интеграл:
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(2.18)
где f(х) — плотность распределения  случайной величины X.

Дисперсией случайной величины Х называется математическое ожидание квадрата отклонения Х от М(X) .

Если через а обозначим числовое значение математического ожидания, то для вычисления дисперсии дискретной и непрерывной случайной величины Х можно воспользоваться со​ответственно формулами:
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(2.19)
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(2.20)

Средним квадратическим отклонением случайной величины Х называют квадратный корень из ее дисперсии, обозначают через σ (X):
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(2.21)

Функция плотности нормального закона распределения вероятностей случайной величины Х имеет вид:
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(2.22)

где а и σ ей соответствующие математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение.

Графики функций  для нормального закона при а = 0  и различных значениях 
[image: image108.wmf]s

 представлены на рис.2. 
Вероятность того, что нормально распределенная случайная величина Х принимает какое-то значение из интервала (α, β), вычисляется по формуле:
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(2.23)
или


[image: image110.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

<

<

s

a

F

s

b

F

b

a

a

a

X

P

,

где Ф(z) — функция Лапласа (Приложение 2). В частности,
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Рис. 2

2.7. Упражнения

1. Вероятность сдачи экзамена на «5» для каждого из шести студентов равна 0,4. Составить закон распределения количества пятерок, полученных студентами на экзамене.

Решение. Обозначим случайную величину количества пятерок, получен​ных студентами на экзамене, через X. По условию задачи р=0,4; q=0,6. Определим вероятности, с которыми Х принимает соответственно значения: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Р(0) = 
[image: image113.wmf]0
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·(0,4)0 (0,6)6 ≈ 0,047;

P(1) = 
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6

C

· (0,4)1 (0,6)5 ≈ 0,187;

P(2) = 
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 ·(0,4)2 (0,6)4 ≈ 0,311;

Р(3) = 
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6

C

· (0,4)3 (0,6)3 ≈ 0,276;

P(4) = 
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6

C

· (0,4)4 (0,6)2 ≈ 0,138;

Р(5) = 
[image: image118.wmf]5

6

C

 ·(0,4)5 (0,6)1 ≈ 0,037;

Р(6) = 
[image: image119.wmf]6

6

C

 ·(0,4)6 (0,6)0 ≈ 0,004;

Закон распределения этой случайной величины даем следующей таблицей:

	Xi
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Рi
	0,047
	0,187
	0,311
	0,276
	0,138
	0,037
	0,004


На рис. 3 дан многоугольник распределения этой случайной величины.
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Рис. 3

2. Один из пяти ключей отмыкает замок. Составить закон рас​пределения числа испытаний при отмыкании замка, если используемый ключ возвращается для дальнейших испытаний. 

Решение. Вероятность отмыкания замка каждым из ключей равна р = 1/5 Тогда q = 4/5. Так как использованный ключ опять возвращается в связку и из нее новый ключ выбирается наудачу, то случайная величина Х может принимать значения: 1, 2, ..., п, .... Вероятность отомкнуть замок при первой попытке Р1= 1/5. Если же в этом случае замок не отомкнули, то вероятность отомкнуть замок при втором испытании 
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Закон распределения этой случайной величины Х дается сле​дующей таблицей:

	Xi
	1
	2
	3
	4
	5
	…

	Рi
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	…


3. Закон распределения данной случайной величины Х имеет вид:
	xi
	1
	2
	3
	4

	Pi
	0,7
	0,21
	0,063
	0,027


Найти 
[image: image129.wmf])
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 - интегральную функцию распределения случайной величины X.

Решение. Случайная величина не принимает значений, меньших единицы. Следовательно, для всех Х ≤ 1 события Х < х невозможны и          F(х) = 0. Если Х такое, что 1 < х < 2, то F(х) = 0,7. Действи​тельно, пусть, например, х = 1,4; тогда F(1,4) определяет вероятность события Х < 1,4. Но случайная величина Х лишь в одном случае принимает значения меньше 1,4, а именно с вероятностью 0,7.

Если 2 < x < 3, то F(x) = 0,7+0,21 = 0,91, так как если Х = 3, то F(3) выражает вероятность события Х < 3 и величина Х принимает значения меньше 3, т. е. 2 или 1. Применяя теорему о сложении вероятностей, получим F(х) = 0,91. Аналогично нахо​дим значение функции распределения на других интервалах. Приходим к такой интегральной функции распределения:
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4. Функция плотности вероятности случайной величины X имеет вид:
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Найти коэффициент А. Вычислить: 
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Решение: Так как 
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б) 
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5. Вычислить вероятности появления некоторых значений случайной величины X, распределенной по закону Пуассона, при р = 0,01 и  п = 100. Построить многоугольник распределения.

Решение. Вероятности появления отдельных значений случайной величины вычисляются по формуле 
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)

a

m

e

m

a

m

P

-

=

!

, где по условию задачи a = = np = 1.  При Х=0, Р(0)≈0,368; при Х = 1, Р(1)≈0,368; при Х=2, Р(2)≈0,184; при  Х = 3,  Р(3)≈0,061; при Х=4: Р (4)≈0,015; при Х=5; Р(5)≈0,003 и т.д.

Составим таблицу:

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	…

	Р(X)
	0,368
	0,368
	0,184
	0,061
	0,015
	0,003
	…


Многоугольник распределения этой случайной величины дан  на (рис. 4).
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Рис. 4

6. На опытном поле площадью 1000 га урожайность опреде​ленного сорта пшеницы имеет такое распределение:

	Урожайность (ц/га)
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23

	Площадь (га)
	40
	100
	150
	360
	210
	80
	60


Рассматривая урожайность, как случайную величину, вычис​лить ее математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

Решение: Составим таблицу, выражающую закон распределения случайной величины:

	Урожайность (ц/га)
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23

	Вероятность
	0,04
	0,1
	0,15
	0,36
	0,21
	0,08
	0,06


Математическое ожидание вычисляем по формуле (2.17): 

М(Х)= 17·0,04 + 18·0,1 + 19·0,15 + 20·0,36 + 21·0,21 + 22·0,08 + 23·0,06 =

=0,68 + 1,8 + 2,85 + 7,2 + 4,41 + 1,76 + 1,38 = 20,08.
Дисперсию  вычислим по формуле (2.19) при а = 20,08: 

D(X) = (-3,08)2 · 0,04 + (-2,08)2 · 0,1 + (-1,08)2 · 0,15 + (-0,08)2 · 0,36 +

+ (0,92)2 · 0,21 + (1,92)2 · 0,08 + (2,92)2 · 0,06 = 1,9736.

Среднее квадратическое отклонение вычисляем по формуле (2.21): 
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7. Среди 100 деталей есть 75 деталей первого сорта. Составить таблицу распределения случайной величины: число деталей первого сорта из 5 взятых наугад деталей, вычислить ее математическое ожидание и дисперсию.

Решение. Вероятность взятия наугад детали первого сорта из всей партии равна р = 0,75 = 3/4. Поэтому q = 0,25 = 1/4. Вероятность того, что среди 5 деталей будет ноль, одна, две и т.д. деталей первого сорта равна:
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Составляем таблицу распределения данной случайной величины Х: 
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Математическое ожидание данной случайной величины X:
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Дисперсия данной случайной величины Х:
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8. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, если на интервале 
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Решение. Математическое ожидание для непрерывной величины X: 
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как интеграл от нечетной функции. Дисперсия непрерывной случайной величины X:
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Так как 
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9. Рост взрослых мужчин является случайной величиной Х, рас​пределенной по нормальному закону. Пусть ее математическое ожидание равно 170 см, а дисперсия — 36. 
Найти функцию плотности и интегральную функцию рас​пределения вероятностей случайной величины Х. 
Вычислить вероятность: 
а) хотя бы у одного из наугад выбранного мужчины будет рост в пределах 168—172 см; 
б) хотя бы один из четырех наугад выбранных мужчин будет иметь рост в пределах 168—172 см.                         

Решение. По условию задачи а = 170; 
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Поэтому функция плотности распределения вероятностей данной случайной величины будет иметь вид: 
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, а интегральная функция распределения вероятностей этой случайной величины будет равна:
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а) вероятность того, что рост одного наугад выбранного мужчины будет находиться в пределах от 168 до 172 см:
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б) вероятность того, что хотя бы один (1, 2, 3 или 4) из 4 наугад выбранных мужчин имеет рост 168—172 см, найдем из вероятности противоположного события, т.е. ровно ноль из выбранных наугад четырех мужчин имеет рост 168—172 см: 
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Искомая вероятность равна 1—0,2981 = 0,7019. 

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
Математическая статистика – раздел высшей математики, изучающий массовые случайные явления с целью установления их закономерностей. Современную математическую статистику определяют как науку о принятии решений в условиях неопределенности.

3.1. Основные определения

Выборкой называют совокупность случайно выбранных однородных объектов из изучаемых относительно некоторого качественного или количественного признака.

Генеральной совокупностью называют совокупность объектов, из которых производится выборка.

Объемом выбранной или генеральной совокупности называют число объектов ее образующих.

Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором следующего) возвращается в генеральную совокупность.

Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную совокупность не возвращается.

Репрезентативной (представительной) называется выборка правильно представляющая пропорции генеральной совокупности.

Отбор объектов, формирующих выборку, может быть: простым случайным; типическим; механическим и серийным. 

Вид отбора определяет исследователь при решении определенной задачи.

Вариантой называют наблюдаемое значение элемента выборки.

Вариационным рядом называют последовательность вариант, записанных в возрастающем порядке.

Частотами называют число наблюдения варианты.

Относительными частотами называют отношения частот к объему выборки.

Пример. Пусть: 
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 − объем выборки; 
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, являются относительными частотами.

Статистическим распределением выборки называют перечень вариант и соответствующих им частот (относительных частот), представленных в виде таблицы:
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Контроль правильности нахождения относительных частот 
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 объема выборки: 
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Статистическое распределение можно задать также в виде последовательности интервалов и соответствующих частот.

Эмпирической функцией распределения называют функцию 
[image: image203.wmf](
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Теоретической функцией распределения называют функцию 
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На основании теоремы Бернулли при больших 
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 числа 
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 мало отличаются, т.е. целесообразно использование эмпирической функции распределения выборки для приближенного представления теоретической функции распределения генеральной совокупности.

Пример. Построить эмпирическую функцию распределения по данной выборке: 
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Решение. 
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Рис. 5

Полигоном частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки: 
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Полигоном относительных частот называют ломаную, отрезки которой соединяют точки: 
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Пример. Для данного распределения 
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построить полигон относительных частот.

Решение. На оси абсцисс откладываем варианты, а на оси ординат относительные частоты. Получаемые точки соединим ломаной (рис. 6).
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Рис. 6
Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников с основаниями на оси абсцисс (частичные интервалы) и высотой равной плотности частоты. Площадь гистограммы частот равна сумме всех частот, т.е. объему выборки.

Пример. Построить гистограмму частот по данной выборке:
	Частичный интервал
	5 – 10
	10 – 15
	15 – 20
	20 – 25
	25 – 30
	30 – 35
	35 – 40
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Решение. Вычисляем плотности частот:
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На оси абсцисс (рис. 7) откладываем частичные интервалы, а на оси ординат − вычисленные плотности частот.
Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиною 
[image: image251.wmf]h

, а высоты равны отношению 
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 (плотность относительной частоты). Площадь этой гистограммы равна единице.
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Рис. 7.

3.2. Статистические оценки параметров распределения

Статистической оценкой неизвестного параметра теоретического распределения называют функцию от наблюдаемых случайных величин.

Смещенной называют статистическую оценку, математическое ожидание которой не равно оцениваемому параметру.

Несмещенной называют статистическую оценку параметра, математическое ожидание которой равно оцениваемому параметру при любом объеме выборки.

Эффективной называют статистическую оценку, которая имеет наименьшую возможную дисперсию.

Состоятельной называют статистическую оценку, которая при 
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 стремится по вероятности к оцениваемому параметру.

Генеральной средней 
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называют среднее арифметическое значений признака генеральной совокупности.

Выборочной средней 
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 называют среднее арифметическое значение признака выборочной совокупности.
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Если же 
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Близость 
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 зависит от объема выборки: чем объем выборки больше, тем меньше выборочная средняя отличается от генеральной.

Генеральной дисперсией 
[image: image266.wmf]Г

D

 называют среднее арифметическое квадратов отклонений значений признака генеральной совокупности от их среднего значения 
[image: image267.wmf]Г

x

.

Выборочной дисперсией 
[image: image268.wmf]В

D

 называют среднее арифметическое квадратов отклонений значений признака выборочной совокупности от их среднего значения
[image: image269.wmf]B
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.

Если все 
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Если же 
[image: image272.wmf]i
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 имеют частоты 
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здесь 
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Формулу (3.4) можно упростить:
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т.е. дисперсия равна среднему квадратов значений признака минус квадрат его общей средней.

Выборочным средним квадратическим отклонением называют квадратный корень из выборочной дисперсии:
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Пример. Выборочная совокупность задана таблицей распределения:
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Найти: выборочное среднее 
[image: image281.wmf]B

x

, выборочную дисперсию 
[image: image282.wmf]B

D

 и выборочное квадратическое отклонение 
[image: image283.wmf]B
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.

Решение. 
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При использовании формулы (3.5) имеем:
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Исправленная дисперсия – это  выборочная дисперсия, умноженная на поправочный коэффициент:
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При достаточно больших 
[image: image290.wmf]n

 выборочная и исправленная дисперсии различаются мало.

Точечной называют оценку, которая определяется одним числом.

Интервальной называют оценку, которая определяется двумя числами – концами интервала.

Надёжностью (доверительной вероятностью) оценки параметра распределения называют вероятность: 0,95; 0,99 или 0,999, с которой статистический параметр распределения соответствует теоретическому.

Доверительным называют интервал, который покрывает неизвестный параметр распределения с заданной надёжностью.

Пример. Случайная величина 
[image: image291.wmf]X

имеет нормальное распределение с известным 
[image: image292.wmf]3
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. Найти доверительный интервал для оценки неизвестного математического ожидания 
[image: image293.wmf]a

 по выборочному среднему 
[image: image294.wmf]41
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, если объем выборки 
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 и задана надежность 
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Решение. Доверительный интервал: 
[image: image297.wmf](
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 находим по таблице (Приложение 2) функции Лапласа: 
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Таким образом, значения неизвестного параметра 
[image: image304.wmf]a

, согласующиеся с данными выборки, удовлетворяют неравенству:
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Замечание. На практике 
[image: image306.wmf]d

 часто  неизвестно. Тогда, зная, что 
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 имеет распределение Стьюдента, доверительный интервал записывается в виде: 
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При заданных 
[image: image309.wmf]g

 и 
[image: image310.wmf]n

 величину 
[image: image311.wmf]t

g

 находят по таблице (Приложение 3).

Пример. По результатам 23 независимых наблюдений
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нормальной случайной величины вычислить среднее эмпирическое 
[image: image314.wmf]x

, «исправленное» среднее квадратическое отклонение 
[image: image315.wmf]S

 и построить доверительный интервал для математического ожидания, с надежностью 0,95.

Решение. 
[image: image316.wmf](
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По таблице распределения Стьюдента (Приложение 3) для 
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 найдем 
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. По формуле (3.8) имеем:
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Окончательно 
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3.3. Статистическое исследование зависимостей

При исследовании систем случайных величин следует рассмотреть вопрос об их взаимозависимостях, которые могут быть функциональными, стохастическими /вероятностными/, или случайные величины могут быть независимыми. В частности, зависимость среднего одной случайной величины от значения другой называют корреляционной.

Если случайные величины 
[image: image324.wmf]X

 и 
[image: image325.wmf]Y

 лишь стохастически зависимы, возникает задача приближенного представления 
[image: image326.wmf](
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 одной величины через другую. Самым удобным и общепринятым является приближение по методу наименьших квадратов. Величина 
[image: image327.wmf](
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 называется наилучшим (в смысле метода наименьших квадратов) приближением для 
[image: image328.wmf]Y

, если 
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принимает наименьшее возможное значение. В этом случае величина 
[image: image330.wmf](
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 − средняя квадратичная регрессия 
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 на 
[image: image332.wmf]X

. Если параметры регрессии определяют по результатам наблюдений, регрессию называют эмпирической, или выборочной. Данные наблюдений в случае системы двух случайных величин 
[image: image333.wmf]X

 и 
[image: image334.wmf]Y

 записывают обычно в виде корреляционной таблицы:
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где 
[image: image362.wmf]i
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 − число наблюдений 
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. Доказано, что уравнение линейной регрессии можно записать в виде: 
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где 
[image: image370.wmf](
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Эмпирический коэффициент корреляции вычисляется по формуле:
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и является наиболее популярной оценкой приближения 
[image: image373.wmf]Y

 линейной регрессией.
Входящая в (3.10) величина смешанного среднего, вычисляется по формуле:
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Пример. Результаты исследования зависимости объема продукции 
[image: image375.wmf]Y

 /тыс.т./ от стоимости 
[image: image376.wmf]X

 основных фондов /млн.грн./ для 100 однотипных предприятий приведены в следующей корреляционной таблице:
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Требуется:

1) построить эмпирическую ломаную регрессии 
[image: image382.wmf]Y

 на 
[image: image383.wmf]X

;

2) выбрать вид уравнения регрессии;

3) оценить зависимость между 
[image: image384.wmf]Y

 и 
[image: image385.wmf]X

 эмпирическим коэффициентом корреляции;

4) составить эмпирическое уравнении регрессии;

5) начертить график линии регрессии /в системе координат, используемой для построения эмпирической ломаной/.

Решение. 1) Для построения эмпирической ломаной регрессии 
[image: image386.wmf]Y

 на 
[image: image387.wmf]X

 вычислим среднее значение продукции при каждом значении стоимости основных фондов: 
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Затем наносим точки 
[image: image394.wmf](
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 на плоскость в системе координат 
[image: image395.wmf]XoY

 и соединяем их отрезками прямых (рис. 8).


[image: image396.emf]0

10 20 15 25 30

x

35

5

3

4

6

7

8

у

*

*

*

*

*

*


Рис. 8.

2) Расположение точек на чертеже позволяет предположить наличие прямолинейной корреляционной зависимости между 
[image: image397.wmf]Y

 и 
[image: image398.wmf]X

.

3) Коэффициент корреляции и параметры уравнения регрессии (3.9) вычисляем по формулам: (3.2), (3.4), (3.10) и (3.11).
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Сравнительно большое значение 
[image: image409.wmf]r

 подтверждает предположение о линейной корреляционной зависимости между 
[image: image410.wmf]Y

 и 
[image: image411.wmf]X

.

4) Эмпирическое уравнение регрессии имеет вид:


[image: image412.wmf]0136215

y,x,

=+

.
5) Начертим график линии регрессии (рис. 8). 

Взаимное расположение на чертеже эмпирической ломаной и эмпирической прямой регрессии свидетельствует о том, что предположение о линейной регрессии хорошо согласуется с результатами наблюдений.

Аналитически этот вопрос решается посредством проверки гипотезы о значимости коэффициента корреляции (см. пример в разделе 3.4).

3.4. Методы статистической проверки гипотез

Статистическими гипотезами называют гипотезы о виде неизвестного закона распределения или параметрах известного распределения, проверяемые по результатам наблюдений. Часто наряду с основной гипотезой 
[image: image413.wmf]H

 рассматривается конкурирующая (альтернативная) гипотеза 
[image: image414.wmf]1

H

. 
Ошибкой первого рода называется ошибка, состоящая в том, что отвергается основная гипотеза 
[image: image415.wmf]H

, если на самом деле эта гипотеза верна.
Ошибкой второго рода называется ошибка, состоящая в том, что основная гипотеза 
[image: image416.wmf]H

 принимается, хотя в действительности верна конкурирующая гипотеза 
[image: image417.wmf]1

H

.

Для проверки гипотез строят статистические критерии, состоящие в том, что с помощью специально подобранной случайной величины с известным распределением, определяют критическую область, при попадании в которую выборки 
[image: image418.wmf]12

n
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 основная гипотеза 
[image: image419.wmf]H

 отвергается.

Критериями согласия называют критерии проверки о предполагаемом законе неизвестного распределения.

Уровнем значимости критерия называют вероятность 
[image: image420.wmf]a

 ошибки первого рода.

Мощностью критерия называют величину 
[image: image421.wmf]1
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, где 
[image: image422.wmf]b

 − вероятность ошибки второго рода.

В приложениях часто возникает необходимость по эмпирическим средним 
[image: image423.wmf]x

 и 
[image: image424.wmf]y

 при заданном уровне значимости 
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 проверить гипотезу 
[image: image426.wmf]H

 о 
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 − равенстве математических ожиданий двух нормальных распределений с известными дисперсиями. Если 
[image: image428.wmf]x

 и 
[image: image429.wmf]y

 вычислены по независимым выборкам, объемы которых соответственно равны 
[image: image430.wmf]m

 и 
[image: image431.wmf]n

, можно доказать, что случайная величина 
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распределена нормально с параметрами 
[image: image433.wmf]0

 и 
[image: image434.wmf]1

. И, если конкурирующая гипотеза 
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 состоит в том, что 
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, наиболее мощным критерий будет тогда, когда критическая область будет симметричной: 
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Задачи такого типа возникают на производстве при выборочном контроле качества изделий, изготовленных на разных установках или при разных технологических режимах.

Пример. По двум независимым выборкам объемов 
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 из двух нормальных распределений вычислены эмпирические средние 
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При уровне значимости 
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 о равенстве 
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Решение. Вычислим по формуле (3.12) значение критерия:
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Используя таблицу значений функции Лапласа (Приложение 2), определяем 
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 отвергается.

При сравнении точности приборов, инструментов, технологических процессов и при решении многих других задач возникает необходимость сравнения дисперсий. Так, пусть случайные величины 
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 распределены нормально. По соответствующим независимым выборкам объемов 
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 вычислим исправленные дисперсии 
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Можно доказать, что отношение 
[image: image466.wmf](
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 большей дисперсии к меньшей при справедливости основной гипотезы не зависит от неизвестных параметров и имеет распределение Фишера-Снедекора со степенями свободы 
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 − распределения Фишера-Снедекора (Приложение 4) определим соответствующее значение 
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. Если окажется, что наблюдаемое значение отношения дисперсий больше критического, гипотеза 
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 отвергается, если же наблюдаемое значение 
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то гипотеза 
[image: image474.wmf]H

 принимается.

Пример. По двум независимым выборкам объемов 
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 вычислены эмпирические дисперсии 
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Решение. Вычислим по формуле (3.13) отношение большей эмпирической дисперсии к меньшей: 
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По таблице критических точек распределения Фишера-Снедекора (Приложение 4) при 
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Так как наблюдаемое значение отношения дисперсий меньше критического, то нет оснований отвергнуть гипотезу о равенстве дисперсий. 

Коэффициент корреляции 
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 − мера линейной корреляционной зависимости между случайными величинами. Однако оценка 
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. Поэтому возникает необходимость при заданном уровне значимости 
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 проверять гипотезу 
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[image: image498.wmf]1

H

: 
[image: image499.wmf]0

r

¹

.

Если исследуемая система случайных величин 
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 распределена нормально, в качестве критерия можно использовать статистику 
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которая имеет распределение Стьюдента с 
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 степенями свободы. Тогда по заданному уровню значимости 
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 и числу степеней свободы 
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 определяют по таблице критических точек распределения Стьюдента (Приложение 3) соответствующее значение 
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 следует отвергнуть.

Пример. По выборке объема 
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Решение. Вычислим по формуле (3.14) наблюдаемое значение критерия:
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По уровню значимости 
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 по таблице критических точек распределения Стьюдента (Приложение 3) определяем 
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 об отсутствии корреляционной зависимости отвергаем. Другими словами, эмпирический коэффициент корреляции значимо отличается от нуля. 

Следует иметь в виду, что статистическая проверка гипотез ни в коем случае не означает логического опровержения или логического доказательства справедливости гипотезы.
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ
Задание 1

11. Три студента сдают экзамен. Вероятность того, что первый студент сдаст экзамен на «5», равна 0,8, для второго студента такая вероятность равна 0,65, для третьего—0,7. Определить веро​ятность события, состоящего в том, что хотя бы один из студентов сдаст экзамен на «5», а также события, что два студента сдадут экзамен на «5».

12. В кошельке 7 монет по 5 коп. и 5 монет по 50 коп. Опре​делить вероятность того, что две взятые наугад монеты окажутся одной стоимости.

13. Стреляют по пяти мишеням типа А, по трем — типа В и по двум — типа С. Вероятность попадания в мишень типа А равна 0,4, типа В—0,2 и типа С—0,3. Найти вероятность попадания в мишень при одном выстреле, если неизвестно, в мишень какого типа он будет произведен.

14. Рабочий обслуживает три станка. Вероятность того, что в те​чение часа он будет около первого станка, равна 0,7, около вто​рого—0,5, третьего — 0,75. Определить вероятность того, что в те​чение часа внимания рабочего потребуют: а) все станки; б) какой-нибудь один станок; в) хотя бы один станок.

15. Вероятность того, что студент ответит на первый из трех вопросов экзаменационного билета, равна 0,95, на второй—0,9 и на третий—0,85. Определить вероятность того, что: а)  студент сдаст экзамен, если для этого ему необходимо ответить на все вопро​сы; б) хотя бы на два вопроса.

16. На столе в произвольном порядке лежат 32 экзаменацион​ных билета. Чему равна вероятность того, что номер взятого наугад билета будет числом, кратным 3 или 7?

17. Первый автомат подает на сборку 80%; второй − 20% одних и тех же деталей. На первом автомате брак составляет 1%; на втором − 4%. Две проверенные детали, изготовленные на одном и том же автомате, оказались бракованными. Определить вероятность того, что: а) эти детали изготовлены на первом автома​те; б) на втором автомате.

18. Рабочий обслуживает три станка. Вероятность того, что в течение часа его внимания потребует: первый станок, равна 0,8; другой—0,6; третий—0,5. Определить вероятность того, что в течение некоторого часа: а) внимания рабочего не потребует ни один станок; б) внимания рабочего потребуют каких-нибудь два станка.

19. Три студента сдают экзамен. Вероятность того, что: первый студент сдаст экзамен равна 0,95; второй—0,9; третий—0,85. Определить вероятность того, что: а) два студента сдадут экзамен; б) все три студента сдадут экзамен.

20. Десять охотников стреляют поочередно в одну и ту же мишень, производя по одному выстрелу. После первого попадания мишень разрушается и стрельба прекращается. Вероятность попада​ния в мишень для первых пяти охотников равна 0,4, а для других пяти охотников — 0,7. Какая вероятность того, что: а) попадает в ми​шень пятый охотник; б) попадает в ми​шень седьмой охотник?

Задание 2
21. В цехе есть 10 станков. Вероятность быть включенным для каждого станка равна 0,9. Какая вероятность одновременной работы 5 станков?

22. Вероятность выигрыша по билету денежно-вещевой лотереи равна 0,1. Какая вероятность, имея 8 билетов, выиграть на 3 билета или выиграть хотя бы на 2 билета?

23. Определить наивероятнейшее число стандартных деталей среди 40 деталей, если вероятность изготовления нестандартной детали р = 0,06.

24. Сколько необходимо произвести независимых испытаний, чтобы наивероятнейшее число появления определенного события ока​залось равным 50, если вероятность появления этого события в отдельном испытании р = 0,9?

25. Вероятность изготовления бракованной детали равна 0,01. Определить наивероятнейшее число бракованных деталей среди 500 деталей и вероятность такого количества их в партии.

26. Сколько необходимо взять деталей, чтобы наивероятнейшим числом стандартных деталей было число 50, если вероятность того, что взятая наугад деталь будет стандартной, равна 0,81.

27. Вероятность того, что взятая наугад деталь является не​стандартной, равна 0,2. Определить вероятность того, что: а) среди 6 взятых наугад деталей нет ни одной нестандартной; б) среди 6 взятых наугад деталей не более чем две нестандартные детали.

28. Стрелок производит пять единичных выстрелов по мишени с вероятностью попадания при каждом из выстрелов р = 0,6. Для выполнения упражнения требуется не менее трех попаданий в ми​шень. Определить вероятность того, что стрелок выполнит упраж​нение.

29. Определить вероятность того, что при 500 испытаниях собы​тие наступит ровно 98 раз, если вероятность его появления в каждом из испытаний равна 0,2.

30. Найти вероятность того, что при 8 независимых испытаниях событие А произойдет не менее чем три раза, если вероятность появления события А при каждом испытании равна 0,6.

Задание 3. Дискретная случайная величина Х имеет табличный закон распределения.

Определить: а) математическое ожидание; 

б) дисперсию; 

в) среднее квадратическое отклонение.
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Задание 4. Случайная величина Х задана интегральной функцией распределения F (х). 

Определить: а) дифференциальную функцию f (х); 

б) математическое ожидание и дисперсию X; 
в) ве​роятность того, что Х принимает значения из интервала
    (0,5;  1);
г) построить графики функций F (х) и f(x).
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Задание 5. Определить вероятность того, что нормально распределенная случайная величина Х принимает значения, нахо​дящиеся в интервале (α, β), если математическое ожидание вели​чины Х равно а, а среднее квадратическое отклонение — σ.
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	15


Задание 6. Найти доверительный интервал для оценки математического ожидания 
[image: image536.wmf]a

 нормального распределения с надежностью 
[image: image537.wmf]g

, зная выборочное среднее 
[image: image538.wmf]x

, «исправленное» среднее квадратическое отклонение 
[image: image539.wmf]S

 и объем выборки 
[image: image540.wmf]n

.
	Номер варианта
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Задание 7. По данным корреляционной таблицы требуется: 
а) построить эмпирическую ломаную регрессии 
[image: image545.wmf]Y

 на 
[image: image546.wmf]X

; 
б) выбрать вид уравнения регрессии; 
в) оценить зависимость между 
[image: image547.wmf]Y

 и 
[image: image548.wmf]X

 эмпирическим коэффициентом корреляции; 
г) проверить значимость эмпирического коэффициента корреляции; 
д) составить эмпирическое уравнение регрессии 
[image: image549.wmf]Y

 на 
[image: image550.wmf]X

; 
е) начертить график линии регрессии в системе координат, использованной для построения эмпирической ломаной.
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Задание 8. Даны эмпирические средние 
[image: image601.wmf]x

 и 
[image: image602.wmf]y

, вычисленные по двум независимым выборкам объемов 
[image: image603.wmf]m

 и 
[image: image604.wmf]n

 двух нормальных распределений 
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 и 
[image: image606.wmf]Y

. Дисперсии 
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 и 
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 известны. Требуется при уровне значимости 
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 проверить гипотезу 
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 о равенстве 
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Задание 9. Даны «исправленные» эмпирические дисперсии 
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 двух нормальных распределений 
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 и 
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. Требуется при уровне значимости 
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 проверить гипотезу 
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 о равенстве дисперсий 
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Приложение 1

Значения  функции    
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Приложение 2

Значения функции 
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