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ВСТУП 
Вивчення дисципліни «Дослідження операцій» передбачено освітньо-

професійною програмою підготовки бакалавра за напрямом «Менеджмент і ад-
міністрування». Зміст дисципліни ґрунтується на необхідності підготовки фахі-
вців, які мають теоретичну базу та практичні навички з використання матема-
тичних методів обґрунтування рішень в управлінні економічними системами. 

У процесі вивчення дисципліни «Дослідження операцій» студент повинен 
виконати контрольну роботу, яка полягає у розв’язанні задачі на тему «Лінійне 
програмування». Пропонована задача є транспортною задачею. 

У методичних вказівках наведено основні теоретичні положення і роз-
глянуті на прикладах етапи розв’язання транспортної задачі. 

Номер варіанта контрольної роботи треба обирати за двома останніми циф-
рами номера залікової книжки студента. Усього варіантів - 25. Якщо дві останні 
цифри залікової книжки перевищують число 25, то номер варіанта визначають 
шляхом віднімання числа 25, 50 або 75. Наприклад, номеру залікової книжки, що 
закінчується цифрами 84, відповідає варіант 9. Контрольну роботу треба виконати 
в термін, призначений навчальним графіком. У кінці роботи необхідно навести лі-
тературу, якою студент користувався під час розв’язання завдання. 

На титульному аркуші треба чітко написати назву дисципліни, варіант 
завдання, прізвище, ім’я та по батькові студента, вказати курс, спеціальність і 
факультет. 
 

ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ 
Нехай є m пунктів відправлення (постачальників) А1, А2... Аm, в яких зна-

ходиться однорідна продукція в кількостях а1, а2...,аm відповідно. Нехай є n 
пунктів призначення (споживачів) В1, В2..., Вn, яким потрібна ця продукція від-
повідно в кількостях b1, b2,...,bn. Відомі cij - витрати на перевезення одиниці 
продукції з і-го пункту відправлення до j-го пункту призначення. Позначимо xij 
кількість продукції, яка вивозиться з і-го пункту відправлення в j-й пункт при-
значення. Завдання полягає в тому, щоб визначити, скільки продукції з кожного 
пункту відправлення треба вивезти в кожен пункт призначення, щоб сумарні 
витрати на перевезення були мінімальними. 

Всі дані і шукані величини можна розмістити в таблиці 1. 
Таблиця 1 – Вихідні дані 

Пункти призначення Пункти від-
правлення В1 В2 ... Вn Запаси 

А1 
с11 
х11 

с12 
х12 

… 
с1n 
х1n 

a1 

А2 
с21 
х21 

с22 
х22 

… 
с2n 
х2n 

a2 

 … … … … … 

Аm 
сm1 
хm1 

сm2 
хm2 

… 
сmn 
хmn 

am 
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Знаходження початкового опорного плану за методом 
“ північно-західного кута ” (діагональний метод) 

Метод полягає в тому, що продукція постачальників розподіляється і за-
довольняються потреби споживачів в тому порядку, в якому записано в табли-
ці: спочатку розподіляють продукцію першого постачальника А1, прагнучи по-
вністю задовольнити за його рахунок перших записаних в таблиці споживачів 
В1,В2,......, Вn, наскільки це можливо. Вичерпавши продукцію постачальника А1, 
розподіляють продукцію постачальника А2 за тим самим принципом: задоволь-
няють потреби наступних споживачів, яких не вдалося задовольнити за рахунок 
постачальника А1, і так доти, поки не буде розподілено всю продукцію всіх по-
стачальників. Отже, заповнення кліток таблиці починається з крайньої в лівому 
верхньому кутку клітки, з “північно-західного кута ”, і продовжується у напря-
мі діагоналі таблиці до крайньої клітки в правому нижньому кутку. Розглянемо 
застосування цього методу на прикладі. 

Розв’язання прикладів 
Приклад 1. З трьох пунктів виробництва потрібно вивезти однорідний 

продукт в п'ять пунктів споживання. Транспортні витрати і обсяг виробництва 
представлені в таблиці 2. Знайти початковий опорний план. 

Таблиця 2 – Вихідні дані 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 Запаси 

A1 7 5 2 8 7 125 
A2 8 9 4 6 9 60 
A3 5 1 9 2 3 115 

Потреби 30 50 100 40 80 300 
 

Розв’язання 
У даному завданні маємо три постачальники та п'ять споживачів. Кіль-

кість базисних невідомих дорівнює m+n-1, тобто 7. Заповнимо нову таблицю 3. 
Запишемо спочатку можливості постачальників і потреби споживачів. Як ба-
чимо, споживачу В1 потрібно 30 одиниць продукції, постачальник А1 має  
125 одиниць; отже, за рахунок постачальника А1 можна повністю задовольнити 
потреби споживача В1. Записуємо в клітку (1,1) найменше з чисел 30 та 125 
x11 = min(30, 125)=30. Перший стовпець виключаємо з розгляду, тобто в решті 
кліток цього стовпця проставимо нулі. 

У постачальника А1 залишається ще 125-30 = 95 одиниць. Тепер запов-
нимо клітку (1,2) . Споживачу В2 необхідно 50 одиниць. Отже, за рахунок по-
стачальника А1, в якого залишилося ще 95 одиниць, можна повністю задоволь-
нити потреби споживача В2. У клітку (1,2) записуємо найменше з чисел 50 і 95, 
тобто х12 = min(50,95)= 50. Другий стовпець виключаємо з розгляду, тобто в 
решту кліток цього стовпця проставимо нулі. У постачальника A1 залишається 
ще 95-50 = 45 одиниць. 

Тепер заповнимо клітку (2,3). Споживачу В3 необхідно ще додати 55 оди-
ниць, постачальник А2 має 60 одиниць. У клітку (2,3) записуємо найменше з 
чисел 55 і 60, тобто х23 = min(55,60)= 55. Третій стовпець виключаємо з розгля-
ду, записавши в останній клітці цього стовпця нуль. 
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В постачальника А2 залишається ще 60-55 = 5 одиниць. Тепер заповнимо 
клітку (2,4). Споживачу В4 потрібно 40 одиниць. Записуємо в клітку (2,4) най-
менше з чисел 5 і 40, тобто x24 = min(5;40)= 5. Потреби споживача В4 задоволе-
но частково, залишилася потреба у 40-5 =35 одиницях. Резерви постачальника 
А2 вичерпані. Другий рядок виключаємо з розгляду, проставивши в останній 
клітці цього рядка 0. 

Тепер заповнимо клітку (3,4). Споживачу В4 потрібно додати 35 одиниць, 
постачальник А3 має 115 одиниць. У клітку (3,4) записуємо найменше з чисел 
35 і 115, тобто х34 = min(35,115)= 35. У постачальника А3 залишається  
115-35 = 80 одиниць. 

Заповнимо останню клітку (3,5). Споживачу В5 потрібно 80 одиниць, тобто 
х35=80. 

На цьому процес побудови початкового опорного плану за методом “пів-
нічно-західного кута ” закінчується. 

Сформулюємо тепер математичну модель транспортної задачі для будь-
яких m постачальників та n споживачів: знайти такі значення змінних хij, 
(i=1,m; j = 1,n), які задовольняють обмеження 

1аn1Х12Х11Х =+++ K
 

2аn2Х22Х21Х =+++ K
 

………………………………………………. 

mamnX2mX1mХ =+++ K
 

1b1mX12X11X =+++ K
                                              (1) 

2b2mX22X12X =+++ K
 

……………………………………………….. 

nbmnXn2Xn1X =+++ K
 

 

(тобто з кожного пункту відправлення повністю вивозиться продукція, і кожен 
пункт споживання одержує потрібну кількість цієї продукції) і обертають на 
мінімум цільову функцію 

mnXmnCn1Xn1C12X12C11X11CL +++++= KK

 

Ці співвідношення і цільову функцію можна зобразити в компактнішій формі: 

∑∑
= =

=
m

1i
ijij

n

1j

xcL  ;           i

m

1i
ij bx =∑

=
 ;            n,1j =  ;          i

n

1j
ij ax =∑

=
   m,1i = ; 

n,1j,m,1i;0x ij ==≥ . 

Необхідною та достатньою умовою вирішення транспортної задачі є умова балансу 

∑∑
==

=
n

1j
j

m

1i
i ba  . 

тобто загальна кількість виробленої продукції дорівнює загальній кількості спожитої. 
Кожна транспортна задача розв'язується за тією самою схемою, що і 

будь-яка задача лінійного програмування за симплексним методом, а саме: 
1) знаходять спочатку будь-який базисний невід’ємний розв’язок; 
2) перевіряють, чи є знайдений розв’язок оптимальним; 
3) якщо знайдений розв’язок не оптимальний, виконують кілька кроків 

заміни, які приводять до оптимального розв’язку. 
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Таблиця 3 - Початковий опорний план за методом північно-західного кута 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 Запаси 

A1 30 50 45 0 0 125 
A2 0 0 55 5 0 60 
A3 0 0 0 35 80 115 

Потреби 30 50 100 40 80 300   

Отже, початковий опорний план, знайдений за методом північно-
західного кута має вигляд: х11=30, х12=45, х23=55, х24=5, х34=35, х35=80, решта  
хij = 0. Значення цільової функції: 

111080335256554452505307L =∗+∗+∗+∗+∗+∗+∗=  
Розглянемо другий спосіб знаходження початкового опорного плану. 
 

Метод мінімальної вартості 
Цей метод полягає в тому, що зі всієї таблиці вартостей обираємо най-

меншу і у відповідній їй клітці записуємо найменше з чисел аi і bj. З розгляду 
виключаємо або рядок, відповідний постачальнику, запаси якого вичерпані, або 
стовпець, відповідний споживачу, потреби якого повністю задоволені, або ря-
док і стовпець, якщо вичерпані запаси постачальника і задоволені потреби спо-
живача. У частині таблиці, що залишилася, знову обираємо найменшу вартість, 
і процес розподілу запасів продовжуємо, поки всі запаси не будуть розподілені, 
а потреби задоволені. 

Розглянемо застосування цього методу на попередньому прикладі. Для 
цього випишемо таблицю вартостей, розмістивши вартості в куточку кожної 
клітки (таблиця 4). Знаходимо в таблиці вартостей найменший елемент. У на-
шому випадку він дорівнює 1 і розміщений в клітці (3,2). У клітку (3,2) поміща-
ємо найменше з чисел 50 і 115, тобто х32 = min(50,115)= 50. Другий стовпець 
далі не розглядаємо. У постачальника А3 залишилося 115-50=65 одиниць. У ча-
стині таблиці, що залишилася, обираємо знову найменший елемент. Таким еле-
ментом буде 2. Він знаходиться в клітці (1,3). У цю клітку поміщаємо най-
менше з чисел 100 і 125, тобто x13 = min(100,124)= 100. Третій стовпець далі не 
розглядаємо. У постачальника А1 залишилося 125 - 100= 25 одиниць. У частині 
таблиці, що залишилася, обираємо знову найменший елемент. Таким елемен-
том буде 2. Він знаходиться в клітці (3,4). Споживачу В4 потрібні 40 одиниць, а 
у постачальника А3 залишилося 65 одиниць. У клітку (3,4) поміщаємо най-
менше з чисел 40 і 65, тобто х34 = min(40,65)=40. Четвертий стовпець далі не 
розглядаємо. Споживачу В5 не вистачає 80-25=55 одиниць. 
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Таблиця 4 – Початковий опорний план за методом мінімальної вартості. 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 Запаси 

A1 
7 

25 
5 

0 
2 

100 
8 

0 
7 

0 
125 

A2 
8 

5 
9 

0 
4 

0 
6 

0 
9 

55 
60 

A3 
5 

0 
1 

50 
9 

0 
2 

40 
3 

25 
115 

Потреби 30 50 100 40 80 300   

Аналогічно продовжуючи заповнення таблиці, одержуємо наступний 
опорний план: х11=25, х13=100 x21=5, x25=55, х32=50, х34=40, х35=25, інші xij=0. 
Значення цільової функції: 

L = 7*25+2*100+8*5+9*55+1*50+2*40+3*25=1115. 
Розглянемо третій спосіб знаходження початкового опорного плану. 
 

Метод подвійної переваги 
Цей метод полягає в тому, що в кожному стовпці відзначають знаком V 

клітку з найменшою вартістю, потім це саме роблять в кожному рядку. Після 
цього деякі клітки мають позначку VV. В них знаходиться мінімальна вартість, 
як за стовпцем, так і за рядком. У ці клітки поміщають максимально можливі об-
сяги перевезень, виключаючи кожного разу з розгляду відповідні стовпці або ря-
дки. Потім розподіляють перевезення по клітках, які відмічені знаком V. У час-
тині таблиці перевезення, що залишилися, розподіляють за методом найменшої 
вартості. Розглянемо застосування даного способу на прикладі, умова якого за-
писана в таблиці 1. Спочатку відзначимо клітки з найменшою вартістю у стовп-
цях: (3,1), (3,2), (1,3), (3,4), (3,5), а потім - у рядках: (1,3), (2,3), (3,2). Тепер роз-
поділимо перевезення за клітками, що відзначені позначкою VV, а потім - V. 

Розглянемо клітку (3,2). Споживачу В2 потрібно 50 одиниць, постачаль-
ник А3 має 115 одиниць. У цю клітку поміщаємо найменше з чисел 50 і 115, 
тобто x32= min(50,115)= 50. Другий стовпець далі не розглядаємо. В постачаль-
ника А3 залишилося 115 - 50 = 65. 

Розглянемо клітку (1,3). Споживачу В3 потрібні 100 одиниць, постачаль-
ник A1 має 125 одиниць. У цю клітку поміщаємо найменше з чисел 100 і 125, 
тобто x13 = min(100,125)= 100. Третій стовпець далі не розглядаємо. У постача-
льника A1 залишилося 125 - 100 = 25 одиниць. Кліток з позначкою VV більше 
немає. Заповнюємо клітки з позначкою V. 

 

Таблиця 5 - Початковий опорний план за методом подвійної переваги 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 Запаси 

A1 
7 

25 
5 

0 
VV    2 

100 
8 

0 
7 

0 
125 

A2 
8 

5 
9 

0 
V     4 

0 
6 

0 
9 

55 
60 

A3 
V     5 

0 
VV   1 

50 
9 

0 
V     2 

40 
V      3 

25 
115 

Потреби 30 50 100 40 80 300 
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Розглянемо клітку (3,4). Споживачу В4 потрібно 40 одиниць, у постачаль-
ника А3 залишилося 65 одиниць. У  цю клітку  поміщаємо найменше з чисел 40 
і 65, тобто x34 = min (40,65) = 40. Четвертий стовпець далі не розглядаємо. У по-
стачальника А3 залишилося 65-40 = 25 одиниць. 

Розглянемо клітку (3,5). Споживачу В5 потрібно 80 одиниць, у постачаль-
ника А3 залишилося тільки 25 одиниць. У цю клітку поміщаємо найменше з чи-
сел 25 і 80, тобто x33 = min(25,80)= 25. Потреби споживача В5 задоволені част-
ково, залишилася потреба в 80-25 = 55 одиницях. Резерви постачальника А3 ви-
черпані. Третій рядок виключаємо з розгляду. 

Кліток з позначкою V більш немає. У частині таблиці перевезення, що за-
лишилися, розподіляємо за методом найменшої вартості. 

Розглянемо клітку (1,1). Споживачу В1 потрібно 30 одиниць, але у поста-
чальника А1 залишилося 25 одиниць, тому x11 = min (25,30) = 25. У споживача 
В1 залишилася потреба у 30-25 = 5 одиницях. Резерви постачальника А1 вичер-
пані. Перший рядок виключаємо з розгляду. 

Заповнюємо дві клітки, які залишилися в другому рядку x21 = 5, x25 = 55. 
Отже, отримали наступний опорний план: 

x11 = 25, x13 = 100, x21 = 5, x25= 55, x32 = 50, x34 = 40, x35 = 25. 
Цей план і план, знайдений за методом найменшої вартості співпадають. 
Наступним етапом розв’язання транспортної задачі є перевірка плану на 

оптимальність. 
Покращення плану 

Очевидно, що покращувати треба той початковий опорний план, для яко-
го транспортні витрати найменші. У нашому прикладі таким планом є план, 
знайдений за методом “північно-західного кута ”. 

Підрахуємо кількість заповнених кліток. Якщо початковий опорний план 
транспортної задачі має m + n - 1 додатних перевезень, то він називається не 
виродженим. Якщо початковий опорний план має менше за m + n - 1 додатних 
перевезень, то він називається виродженим. 

У нашому прикладі початковий опорний план не вироджений, оскільки 
кількість заповнених кліток дорівнює 7. 

Теорема. Якщо план транспортної задачі є оптимальним, то йому відпові-
дає система з m + n  чисел Ui та Vj, що задовольняють умовам 

Ui + Vj = Cij, для хij > 0 та  
Ui + Vj ≤ Cij, для xіj = 0, 
(i=1,m; j=1,n). 

Числа Ui та Vj називають потенціалами постачальників і споживачів відповідно. 
Отже, якщо опиниться, що хоч би для однієї вільної клітки 

∆іj = Ui + Vj - Cij > 0, то план не оптимальний і його треба покращувати. Покра-
щення плану полягає в тому, що вільну клітку, для якої ∆іj > 0, заповнюємо, пе-
ремістивши до неї за певним правилом число з іншої клітки, щоб для цієї запо-
вненої клітки ∆іj = 0. Якщо є кілька кліток, для яких ∆іj > 0, то заповнюємо ту 
клітку, для якої ∆іj найбільша. 

Повернемося до нашого прикладу. Перевіримо на оптимальність план, знай-
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дений за методом “північно-західного кута ”. Складемо систему рівнянь для визна-
чення потенціалів, використовуючи таблицю 1. Для заповнених кліток маємо: 

С11 = U1 + V1 =7;         С23 = U2 + V3 =4, 
С24 = U2 + V4 =6,         С12 = U1 + V2 =5, 
С34 = U3 + V4 =2,         С13 = U1 + V3 =2, 
С35 = U3+ V5 =3. 

Маємо систему 7 рівнянь з 8 невідомими. Така система має нескінченну мно-
жину розв’язків. Знайдемо одне з них. Нехай U1 = 0, тоді з першого рівняння знахо-
димо V1 =7. Аналогічно з решти рівнянь знаходимо значення всіх інших змінних: 

V2=5,      V3 =2,      U2=2, 
V4=4,    U3 = -2,   V5 = 5. 

У тих клітках, де були постачання, записуємо транспортні витрати. Нехай 
Uі = 0. Тоді, знаючи С11, С12, С13, можна знайти V1, V2,V3. 

 

V1 = С11 - U1, V2 = С12 - U1, V3 = С13 - U1; 
V1 =7,        V2= 5        V3 = 2. 

 

Знаючи V3 і С23, знаходимо U2 = 2. Знаючи U2 і С24 знаходимо V4 =  4. Зна-
ючи U4 і С34, знаходимо U3 = - 2. Знаючи U3 і С35, знаходимо V5= 5. 

Ті клітки, в яких не було постачань, ділимо навпіл. У верхній частині клі-
тки записуємо транспортні витрати, в нижній - суму Uі + Vj і порівнюємо її з 
транспортними витратами. 

∆14=4-8= -4, ∆15=5-7= -2, . ∆21=9-8=1, ∆22=7-9= -2, ∆25 = 7-9 = -2, ∆31 = 5-5 = 0, 
∆32=3-1 =2, ∆33=0-9= -9. 

Оскільки ∆21 = 1 > 0 і ∆32 = 2 > 0, то знайдений опорний план не є оптима-
льним. Його можна  покращити. Найбільша оцінка відповідає клітці (3,2). 

Запишемо план, знайдений методом “північно-західного кута ” (табл. 6). 
 

Таблиця 6 – Початковий опорний план за методом “північно-західного кута ” 
V j 

Ui 
7 5 2 4 5 

0 
7 5 2 8 

4 
7 

5 

2 
8 

9 
9 

7 
4 6 9 

7 

-2 
5 

5 
1 

3 
9 

0 
 

2 
 

3 
 

У клітку (3,2) треба розмістити вантаж. Позначимо його кількість через θ. 
Тепер треба знайти замкнутий цикл, який забезпечить баланс задачі. Для цього 
слід відняти θ з обсягу перевезення клітки (3,4) (щоб сума перевезень в третьо-
му рядку залишилася без зміни); потім додати θ до обсягу перевезення клітки 
(2,4) (щоб сума перевезень в четвертому стовпці залишилася без зміни); далі 
треба відняти θ з обсягу перевезення клітки (2,3) (щоб сума перевезень в дру-
гому рядку залишилася без зміни); далі треба додати θ до обсягу перевезення 
клітки (1,3) (щоб сума перевезень в третьому стовпці залишилася без зміни); 
врешті-решт, треба відняти θ з обсягу перевезення клітки (1,2) (щоб сума пере-
везень в першому рядку і в другому стовпці залишилася без зміни). 
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Таблиця 7 – Покращення початкового опорного плану 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 

A1 30 -θ 
50 

+θ 
45 

0 0 

A2 0 0 -θ 
55 

+θ 
5 

0 

A3 0 +θ 
0 

0 -θ 
35 

80 
 

Величина θ визначає, скільки одиниць вантажу можна перерозподілити в 
знайденому циклі. θ визначаємо як найменше з усіх постачань, які стоять в кліт-
ках, де θ віднімається. У нашому прикладі θ� = min(50, 55, 35) = 35. В результаті 
перерозподілу вантажу одержимо новий опорний план, представлений в таблиці 8. 

Таблиця 8 - Покращений опорний план 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 

A1 
-θ 

30 
15 +θ 

80 
0 0 

A2 
+θ 

0 
0 -θ 

20 
40 0 

A3 0 35 0 0 80   

Для перевірки на оптимальність нового опорного плану потрібно знову 
побудувати систему потенціалів та перевірити виконання умови оптимальності 
для кожної вільної клітки. Щоб знайти Ui та Vj, складемо таблицю 9. У тих клі-
тках, де були постачання, записуємо транспортні витрати Сij. Нехай U1 = 0, тоді, 
знаючи С11, С12, С13, можна знайти V1, V2, V3: 

V1 = С11 - U1 = 7-0 = 7, 
V2 = С12 - U1 = 5-0 = 5, 
V3 = С13 - U1 = 2-0 = 2. 

Знаючи С23 і V3, можна знайти U2: U2 = С23 - V3 = 4-2 = 2. 
Знаючи С24 і U2, знаходимо V4 = С24- U2 = 6-2 = 4. 
Знаючи С32 і V2, знаходимо U3 = С32 - V2 = 1-5 = -4. 
Знаючи С35 і U3, знаходимо V5 = С35 - U3 = 3 - (-4) = 7.  
Ті клітки, в яких не було постачань, ділимо навпіл. У верхній частині клі-

тки записуємо транспортні витрати, а в нижній - суму Vi + Uj і порівнюємо її з 
транспортними витратами. Бачимо, що для клітки (2,1) ∆21 = 9-8 = 1 > 0, тобто 
умова оптимальності не виконується. Отже, план є не оптимальним, його мож-
на покращити. 

Таблиця 9 – Визначення потенціалів 
Vj 

Ui 
7 5 2 4 7 

0 
7 5 2 8 

4 
7 

7 

2 
8 

9 
9 

7 
4 6 9 

9 

-4 
5 

3 
1 9 

-2 
2 

0 
 

3 
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У клітку (2,1) таблиці 8 розміщуємо вантаж θ. Знаходимо замкнутий 
цикл, переміщуючись клітками (2,3)    (1,3)    (1,1). Обираємо клітки, в яких θ 

віднімається θ = min (20,30) = 20. 
В результаті перерозподілу вантажу одержимо новий опорний план, 

представлений в таблиці 10. 
Таблиця 10 – Поточний опорний план 

Bj 
Аi 

B1 B2 B3 B4 B5 

A1 10 15 100 0 0 
A2 20 0 0 40 0 
A3 0 35 0 0 80   

Для перевірки на оптимальність нового опорного плану треба знову по-
будувати систему потенціалів та перевірити виконання умови оптимальності 
для кожної вільної клітки. Для знаходження Ui і Vj складемо таблицю 11, як це 
робили в табл. 9 і в табл. 10. (у наступній таблиці обчислення без пояснень). 

 

Таблиця 11 - Визначення потенціалів 
Vj 

Ui 
7 5 2 5 7 

0 
7 5 2 8 

5 
7 

7 

1 
8 

9 
9 

6 
4 

3 
6 9 

8 

-4 
5 

3 
1 9 

-2 
2 

1 
 

3 
 

Всі клітки цієї таблиці мають ∆ij  ≤ 0. Отже, розв’язок x11 = 10, x12 = 15,  
x13 = 100, x21 = 20, x24 = 40, x32 = 35, x35 = 80 і решта xij = 0 є оптимальним. 

Транспортні витрати на перевезення дорівнюють: 
Lmin = 7*10+5*15+2*100+8*20+6*40 + 1*35+3*80= 1010. 

Перевірка: 
Lнов = Lпоч - θ * ∆ij;   Lпоч = 1100;    Lнов = 1100 – 35*2 = 1030 (після першо-

го перерозподілу). 
Lнов = 1030 - 20*1 = 1010 (після другого перерозподілу). 
 

Рис. 1 - Схема перевезень 
 

A1 
125 

A2 
60 

A3 
115 

B1 
30 

B2 
50 

B3 
100 

B4 
40 

B5 
80 

10 

20 

15 

35 

100 40 80 
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Розв’язання незбалансованої транспортної задачі 

Ми розглянули транспортну задачу, коли ∑∑
==

=
n

j
j

m

i
i ba

11
, тобто попит і про-

позиція збалансовані. На практиці ця умова часто не виконується, а зустріча-
ються випадки: 

1) ∑∑
==

〉
n

1j
j

m

1i
i ba , тобто сумарний обсяг виробництва більша за сумарну по-

требу споживачів, в цьому випадку вводять фіктивного споживача Вn+1 з потре-

бою ∑∑
==

+ −=
n

1j
j

m

1i
i1n bab  і вартостями перевезень Сіn+1 =0 (i = 1,m); 

2) ∑∑
==

〈
n

1j
j

m

1i
i ba , тобто сумарний обсяг виробництва менше сумарної потре-

би споживачів. В цьому випадку вводять фіктивного постачальника Аm+1 із за-

пасом вантажу ∑∑
==

+ −=
m

1i
i

n

1j
j1m aba  і вартостями перевезень Сm+1j =0, (j = 1,n). 

Після того, як задачу збалансовано, її розв'язують за звичайним способом. 
 

Приклад 2. З трьох пунктів виробництва треба вивезти однорідний про-
дукт в чотири пункти споживання. Транспортні витрати, обсяг виробництва і 
обсяг споживання представлені в таблиці 12. Необхідно спланувати перевезен-
ня вантажу з пунктів виробництва до пунктів споживання при мінімальних 
транспортних витратах. 

Таблиця 12 - Транспортні витрати, обсяг виробництва та обсяг споживання 
Пункти споживання Пункти  

виробництва B1 B2 B3 B4 
Запаси 

A1 4 5 3 2 400 
A2 2 4 5 1 180 
A3 3 2 4 3 250 

Потреби 100 140 200 90  
 

Розв’язання 

Підрахуємо сумарні запаси ∑
=

m

i
ia

1

 = 400 + 180 + 250 = 830 і сумарні потре-

би ∑
=

n

j
jb

1

 =100+140+200+90 = 530. Запаси перевищують потреби на 300 одиниць. 

Необхідно ввести фіктивного споживача з потребою 300 одиниць і вартостями 
перевезень, які дорівнюють нулю. Після того, як задачу збалансовано, знаходи-
мо початковий опорний план, наприклад, за методом "північно-західного кута". 

Таблиця 13 – Початковий опорний план за методом північно-західного кута 
Bj A i B1 B2 B3 B4 B5 

Запаси 

A1 100 140 160 0 0 400 
A2 0 0 40 90 50 180 
A3 0 0 0 0 250 250 

Потреби 100 140 200 90 300 830 
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 Спочатку заповнюємо клітку (1,1). x11 = min(100,400)= 100. Перший сто-
впець далі не розглядаємо. Заповнюємо клітку (1,2). х12 = min(140,300)= 140. 
Другий стовпець далі не розглядаємо. Заповнюємо клітку (1,3). 
х13 = min(160,200)= 160. Перший рядок далі не розглядаємо. Заповнюємо клітку 
(2,3). х23 = min(40,180)= 40. Третій стовпець далі не розглядаємо. Заповнюємо 
клітку (2,4). х24 = min(90,140)= 90. Четвертий стовпець далі не розглядаємо. За-
повнюємо дві клітки х25 = 50, х35 = 250. Транспортні витрати на перевезення ва-
нтажу відповідно до одержаного плану будуть такими: 

 

L = 4*100 + 5*140 + 3*160 + 5*40 + 1*90 + 0*50 + 0*250 = 1870. 
 

Знайдемо початковий опорний план за методом мінімальної вартості. У 
таблиці шукаємо найменшу вартість, не враховуючи поки що фіктивного спо-
живача. Таким елементом є 1 в клітці (2,4). Заповнюємо цю клітку, 
х24 =min(90,180) = 90. Четвертий стовпець далі не розглядаємо. У постачальни-
ка А3 залишилося 90 одиниць. 

Таблиця 14 - Початковий опорний план за методом мінімальної вартості 
Bj 

Аi 
B1 B2 B3 B4 B5 Запаси 

A1 
4 

0 
5 

0 
3 

200 
2 

0 
0 

200 
400 

A2 
2 

90 
4 

0 
5 

0 
1 

90 
0 

0 
180 

A3 
3 

10 
2 

140 
4 

0 
3 

0 
0 

100 
250 

Потреби 100 140 200 90 300 830   

У частині таблиці, що залишилася, найменшим елементом є 2, що знахо-
диться в клітках (2,1) і (3,2). Заповнюємо клітку (3,2) (сюди можна більше пе-
ревезти). х32 =min(140,250) = 140. Другий стовпець далі не розглядаємо. У по-
стачальника А3 залишилося 110 одиниць. Заповнюємо клітку (2,1). 
х21 = min(100,90)= 90. Другий рядок далі не розглядається. Споживачу В1 треба 
ще 10 одиниць. 

У частині таблиці, що залишилася, найменшим елементом є 3, що знахо-
диться в клітках(1,3) і (3,1). Заповнюємо клітку (1,3). х13 = min(200,400)= 200. 
Третій стовпець далі не розглядаємо. У постачальника А1 залишилося 200 оди-
ниць. Далі заповнюємо клітку (3,1). х31 = min(10,110)= 10. Перший стовпець да-
лі не розглядаємо. Тепер заповнюємо останній стовпець. х15 = 200, х35 = 100. 

Транспортні витрати на перевезення вантажу відповідно до одержаного плану: 
 

Lmin = 3*200 + 2*90 + 1*90+3*10+2*140= 1180. 
 

Ці витрати менші, ніж при плані, визначеному за методом “північно-
західного кута”, тому перевірятимемо на оптимальність план, визначений за мето-
дом мінімальної вартості. Кількість заповнених кліток дорівнює 7, тобто план не 
вироджений. Для перевірки його на оптимальність побудуємо таблицю 15. 

У тих клітках, де були постачання, записуємо транспортні витрати. Нехай 
U1 = 0. Тоді знаходимо V3 = 3-0 =3, і V5 = 0-0 = 0. Тепер можна знайти 
U3 = 0-0 = 0. Знаючи U3, знаходимо V1 = 3-0 = 3 і V2 = 2-0 = 2. Тепер можна 
знайти U2 = 2-3 = -1. Врешті-решт V4 = 1 - (-1) = 2. Клітки, в яких не було по-
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стачань, ділимо навпіл. У верхній частині записуємо транспортні витрати, в 
нижній - суму Ui + Vj, і порівнюємо її з транспортними витратами. 

 

Таблиця 15 – Перевірка оптимальності плану 
Vj  

Ui 
3 2 3 2 0 

0 
4 

3 
5 

2 
3 2 

2 
0 

-1 
2 

 
4 

1 
5 

2 
1 0 

-1 

0 
3 

 
2 4 

3 
3 

2 
0 

 
  

Всі клітки в таблиці 15 мають ∆ij≤0. Отже, розв’язок x13 = 200, x21= 90, 
x24 = 90, x31 = 10, x32 = 140 є оптимальним. При такому плані у постачальника А1 
залишається 200 одиниць, а в А3 залишається 100 одиниць. 

 

Приклад 3. У трьох сховищах знаходиться пальне, яке потрібно відпра-
вити до чотирьох пунктів споживання. Відстані від кожного сховища до кожно-
го пункту споживання в кілометрах, запаси сховища та потреби кожного спо-
живача в тонах представлені в таблиці 16. 

Скласти такий план відправки пального, щоб одержати мінімум тонно-
кілометрів. 

Розв’язання 
Сумарні запаси менші, ніж сумарні потреби. Вводимо фіктивного постачаль-

ника А4 (четверте сховище) із запасом пального 40 т і з відстанями С4j = 0, (j=1,4). 
Після того, як задачу збалансовано, знаходимо початковий опорний план, 

наприклад, за методом мінімальної вартості. 
Таблиця 16 –Початковий опорний план 

Bj A i B1 B2 B3 B4 
Запаси 

A1 
2 

0 
4 

0 
5 

0 
1 

60 
60 

A2 
2 

70 
3 

0 
9 

0 
4 

0 
70 

A3 
8 

0 
4 

25 
2 

25 
5 

0 
50 

A4 
0 

15 
0 

5 
0 

0 
0 

20 
40 

Потреби 85 30 25 80 220 
 

Не враховуючи поки що фіктивного постачальника, шукаємо найменшу 
відстань. Таким елементом є 1, що знаходиться в клітці (1,4). Заповнюємо цю 
клітку. х14 = min (80,60) = 60. Перший рядок далі не розглядаємо. Наступним 
найменшим елементом є 2. Заповнюємо клітку(2,1). x21 = min (85,70) = 70. Дру-
гий рядок далі не розглядаємо. Заповнюємо клітку(3,3). x33 = min (25,50) = 25. 
Далі третій стовпець не розглядаємо. Тепер заповнюємо останній рядок. 
x14= 15, x42=5, x44=20. 

Кількість заповнених кліток - 7, тобто план не вироджений. Перевіримо 
його на оптимальність. Для цього побудуємо таблицю 17. 
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Таблиця 17 – Перевірка плану на оптимальність 
Vj 

Ui 
1 1 -1 1 

0 
2 

1 
4 

1 
5 

1 
1 

1 
2 

 
3 

2 
9 

0 
4 

2 

3 
8 

4 
4 

 
2 

 
5 

4 

-1 
0 0 0 

-2 
0 

  

Нехай U1 = 0. Тоді знаходимо V4 = 1-0 =1. Тепер можна знайти U4 = 0-1 = 
=-1. Далі знаходимо V1 = 0 - (-1) = 1 і V2 =  0- (-1) = 1. Тепер знаходимо U2 =2-1= 
=1 і U3 =4-1 =3. Врешті-решт V3 =2-3= -1. 

Клітки, в яких не було постачань, ділимо навпіл. У верхній частині запи-
суємо транспортні витрати, в нижній - суму Ui + Vj і порівнюємо її з відстанями. 
Усі ∆ij≤ 0. Отже, маємо оптимальний план x14 = 60, x33 = 25, x21 = 70, x32 = 25. 
Значення цільової функції наступне: 

 

L = 1*60+2*70+4*25+2*25=350. 
 

Потребу споживача В1 не задоволено на 15 т, В2 - на 5 т, В4 - на 20 т. 
 

Вироджена задача 
Якщо задача є виродженою, то на певному етапі обчислення може стати-

ся так, що таблиця міститиме менше, ніж m+n-1 заповнених кліток. Якщо не 
вистачає s заповнених кліток до кількості m+n-1, то в s вільних кліток поміща-
ють нулі і вважають їх фіктивно заповненими. 

Як обрати вільні клітки для заповнення їх нулями, залежить від конкрет-
ної ситуації. Якщо виродженість зустрічається відразу після побудови опорного 
плану, наприклад, за методом “північно-західного кута ”, то фіктивно заповнені 
клітки обирають там, де у разі невиродженості клітки були б заповненими. Як-
що виродженість зустрічається на якомусь проміжному кроці рішення задачі, як 
фіктивно заповнені клітки обирають ті, які стали вільними на даному кроці і які 
мають найменше значення вартостей. 

Приклад 4. З трьох кар'єрів до чотирьох керамічних заводів перевозять 
глину. Потужність кар'єрів, потреби заводів і витрати на перевезення 1 т глини 
від кожного кар'єру до кожного заводу представлені в таблиці 18. 

Таблиця 18 – Вихідні дані 
Bj A i B1 B2 B3 B4 

Потужність 

A1 3 9 7 4 50 
A2 6 8 10 6 65 
A3 5 4 7 6 50 

Потреби 50 20 65 30  
 

Треба спланувати перевезення глини на керамічні заводи так, щоб транс-
портні витрати були мінімальними. 
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Розв’язання 
Початковий опорний план, знайдений за методом мінімальної вартості, 

записаний в таблиці 19. 
Таблиця 19 – Початковий опорний план 

Bj A i B1 B2 B3 B4 
Потужність 

A1 
3 

50 
9 

0 
7             +θ 

0 
4              -θ 

0 
50 

A2 
6 

0 
8 

0 
10            -θ 

35 
6             +θ 

30 
65 

A3 
5 

0 
4 

20 
7 

30 
6 

0 
50 

Потреби 50 20 65 30  
 

Тут заповнених клітинок 5, а має бути у разі невиродженої задачі 3+4-1= 6. 
Отже, буде одна фіктивно заповнена клітка. Вважатимемо клітку (1,4) заповне-
ною. Постачання в цій клітці позначимо [0]. Перевіримо план на оптимальність в 
таблиці 20. 

Таблиця 20 – Перевірка плану на оптимальність 
Vj 

Ui 
3 5 8 4 

0 
3 

 
9 

5 
7 

8 
4 

2 
6 

5 
8 

7 
10 

 
6 

 

-1 
5 

2 
4 

 
7 

 
6 

3 
  

План є не оптимальним, оскільки оцінка ∆ij>0. 
Покращимо його. Заповнимо клітку (1,3). Контур, за яким проводиться 

перерозподіл, показаний в таблиці 26. θ= min(0,35)=0. 
План залишається тим самим, але фіктивно заповненою кліткою буде (1,3). 

Таблиця 21 – Покращення поточного плану 
Bj A i B1 B2 B3 B4 

Потуж-
ність 

A1 
3 

50 
9 

0 
7  

0 
4     

0 
50 

A2 
6 

0 
8 

0 
10   

35 
6       

30 
65 

A3 
5 

0 
4 

20 
7 

30 
6 

0 
50 

Потреби 50 20 65 30  
  

Перевіримо цей план на оптимальність. 
Усі ∆ij≤ 0. Отже, маємо оптимальний план x11 = 50, x23 = 35, x24 = 30, x32 = 

=20, x33 = 30. При цьому плані транспортні витрати мінімальні: 
L =3*50 + 10*35 + 6*30 + 5*20 + 7*30 = 970. 
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЇ РОБОТИ 
Виконання контрольної роботи полягає у розв’язанні  транспортної задачі 

лінійного програмування:  
З трьох цементних заводів А1, А2, А3 на п'ять будівельних майданчиків 

В1, В2, В3, В4, В5 перевозять цемент. Запаси цементу на кожному заводі, потре-
би будівельних майданчиків та вартість перевезень (грн./т цементу) з кожного 
заводу на кожен будівельний майданчик приведені в таблиці. 

Сплануйте перевезення цементу із заводів на кожен будівельний майдан-
чик так, щоб транспортні витрати були мінімальними. 

Споживач 

П
ос
та

-
ч
ал

ьн
и
к

 

В1 
b1 
В2 

b2 
В3 

b3 
В4 

b4 
В5 

b5 

А1 
а1 

d11 d12 d13 d14 d15 

А2 
а2 

d21 d22 d23 d24 d25 

А3 
a3 

d31 d32 d33 d34 d35 

 
1.         a1 = 115 

a2 = 150 
a3 = 100 
b1 = 80 

b2 = 65 
b3 = 90 
b4 = 60 
b5 = 70 

D 
7 4 15 9 14 
11 2 7 3 10 
4 5 12 8 17 

 

 

2.         a1=150 
a2=170 
a3=260 
b1=100 

b2=90 
b3=160 
b4=150 
b5=80 

D 
2 10 15 14 4 
3 7 12 5 8 
21 18 6 13 16 

 

 

3.         a1=120 
a2=180 
a3=230 
b1 = 70 

b2 = 120 
b3 = 105 
b4 = 125 
b5  = 110 

D 
14 8 17 5 3 
21 10 7 11 6 
3 5 8 4 9 

 

4.          a1=175 
a2=165 
a3=180 
b1=90 

b2=120 
b3=110 
b4=130 
b5=70 

D 
12 9 7 11 6 

4 3 12 2 8 

5 17 9 4 11 

 
5.         a1=260 

a2=400 
a3=240 
b1=180 

b2=200 
b3=190 
b4=230 
b5=100 

D 
3 8 7 11 15 

14 3 1 8 6 

9 5 16 7 12 
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6.         a1=250 
a2=300 
a3=270 
b1=120 

b2=230 
b3=190 
b4=230 
b5=120 

D 
2 4 11 5 3 

8 17 13 7 6 

14 10 5 8 9 
 

7.         a1=350 
a2=450 
a3=480 
b1=300 

b2=280 
b3=330 
b4=290 
b5=100 

D 
21 18 14 3 6 

7 11 10 5 12 

4 8 16 9 13 
 

8.         a1=550 
a2=570 
a3=620 
b1=300 

b2=220 
b3=230 
b4=270 
b5=100 

D 
11 4 15 7 2 

20 9 7 14 5 

18 10 3 8 6 
 

9.         a1=350 
a2=350 
a3=300 
b1=180 

b2=220 
b3=230 
b4=270 
b5=100 

D 
11 4 15 7 2 

20 9 7 14 5 

18 10 3 8 6 
 

10.       a1=400 
a2=370 
a3=380 
b1=250 

b2=200 
b3=290 
b4=260 
b5=150 

D 
2 4 5 11 3 

12 8 6 14 11 

10 15 7 9 18 
 

11.       a1=300 
a2=150 
a3=250 
b1=160 

b2=120 
b3=100 
b4=140 
b5=180 

D 
20 3 9 15 35 

14 10 12 20 46 

25 11 16 19 48 
 

12.       a1=180 
a2=100 
a3=120 
b1=100 

b2=60 
b3=90 
b4=70 
b5=80 

D 
7 3 9 15 35 

3 10 12 20 46 

15 11 16 19 48 
 

13.       a1=250 
a2=125 
a3=225 
b1=120 

b2=110 
b3=85 
b4=135 
b5=150 

D 
7 20 9 15 35 

3 14 12 20 46 

15 23 16 19 48 
 

14.       a1=200 
a2=100 
a3=200 
b1=80 

b2=100 
b3=70 
b4=130 
b5=120 

D 
7 20 3 9 35 

3 14 10 20 46 

15 25 11 19 48 
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15.       a1=220 
a2=120 
a3=160 
b1=70 

b2=110 
b3=80 
b4=100 
b5=40 

D 
7 20 3 9 35 

3 14 10 12 46 

15 25 11 16 48 
 

16.       a1=210 
a2=140 
a3=150 
b1=80 

b2=100 
b3=90 
b4=110 
b5=100 

D 
11 7 3 9 15 

12 3 10 12 20 

18 15 11 16 19 
 

17.       a1=170 
a2=120 
a3=110 
b1=90 

b2=70 
b3=90 
b4=80 
b5=70 

D 
7 20 3 9 15 

3 14 10 12 20 

15 25 11 16 19 
 

18.       a1=250 
a2=300 
a3=150 
b1=140 

b2=160 
b3=100 
b4=120 
b5=180 

D 
11 7 20 9 15 

12 3 14 12 20 

18 15 25 16 19 
 

19.       a1=225 
a2=250 
a3=125 
b1=120 

b2=150 
b3=110 
b4=135 
b5=85 

D 
3 7 20 9 15 

10 3 14 12 20 

11 15 25 16 19 
 

20.       a1=150 
a2=200 
a3=150 
b1=80 

b2=110 
b3=60 
b4=140 
b5=110 

D 
11 20 3 9 15 

12 14 10 12 20 

18 25 11 16 19 
 

21.       a1=300 
a2=150 
a3=250 
b1=100 

b2=120 
b3=100 
b4=140 
b5=80 

D 
20 3 9 15 35 

14 10 12 20 46 

25 11 16 19 48 
 

22.       a1=150 
a2=100 
a3=120 
b1=100 

b2=60 
b3=90 
b4=70 
b5=80 

D 
7 3 9 15 35 

3 10 12 20 46 

15 11 16 19 48 
 

23.       a1=250 
a2=125 
a3=225 
b1=120 

b2=120 
b3=85 
b4=135 
b5=150 

D 
7 20 9 35 15 

3 14 12 10 20 

15 23 16 11 19 
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24.       a1=200 
a2=100 
a3=200 
b1=80 

b2=100 
b3=65 
b4=130 
b5=120 

D 
7 20 35 9 35 

3 14 10 12 10 

15 23 11 16 11 
 

25.       a1=220 
a2=120 
a3=160 
b1=70 

b2=110 
b3=90 
b4=100 
b5=140 

D 
7 20 3 9 15 

3 14 10 12 20 

15 25 11 16 19 
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