
3. Динаміка точки

Динаміка ( розділ теоретичної механіки, що вивчає механічний рух матеріальних об’єктів (матеріальної точки, системи матеріальних точок, твердого тіла) під дією прикладених до них сил та з урахуванням їх мас. 

3.1. Закони динаміки (Ньютона)
Перший (закон інерції): ізольована матеріальна точка перебуває в стані спокою або прямолінійного рівномірного руху доти, доки вплив зовнішніх сил не виведе її з цього стану. 
Другий (основний закон динаміки): сила, що діє на матеріальну точку, надає їй прискорення, яке пропорційне величині сили і має напрям сили: 
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Третій (закон рівності дії та протидії): дві матеріальні точки взаємодіють між собою з силами, рівними за величиною і протилежними за напрямом: 
[image: image2.wmf].
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Четвертий закон динаміки (закон незалежності дії сил): якщо на матеріальну точку одночасно діють декілька сил, то прискорення, одержуване точкою, дорівнює геометричній сумі прискорень, які точка одержує від кожної сили зокрема.

3.2. Диференціальні рівняння руху вільної матеріальної 

      точки

Основне рівняння динаміки: 
[image: image3.wmf]å
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 - можна записати у вигляді диференціального рівняння (векторна форма):
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де 
[image: image5.wmf]m

 – маса точки;


[image: image6.wmf]r

 - радіус-вектор точки, який є функцією часу.
Дане рівняння можна подати у вигляді проекцій на три осі декартових координат х,у,z (алгебраїчна форма): 
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де 
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- алгебраїчні суми проекції всіх сил, що діють на точку, на координатні осі.

Диференціальні рівняння руху матеріальної точки в натуральній формі:
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де 
[image: image16.wmf]n

t

 - проекція швидкості на дотичну; 
[image: image17.wmf]r

 - радіус кривизни траєкторії в даній точці; 
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 - алгебраїчні суми проекцій сил, що діють на точку, на натуральні осі 
[image: image21.wmf]t
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. Цими рівняннями зручно користуватися, коли точка рухається, наприклад, по колу.

3.3. Дві  задачі динаміки
перша або пряма задача динаміки точки - рух точки, а також її маса, відомі. Треба знайти силу, яка діє на точку.

Друга або обернена задача динаміки точки - відомі сили, що діють на точку, її маса, а також початкові умови руху. Треба визначити закон руху точки.

Розв'язання першої задачі - знаходження сили за даним законом руху матеріальної точки зводиться до знаходження прискорення точки.

Розв'язання другої задачі - знаходження закону руху матеріальної точки за даними силами пов'язане з інтегруванням диференціальних рівнянь руху. Загальний розв'язок цих рівнянь визначає координати точки як функції часу і сталих інтегрування.

Початкові умови - величини, що визначають положення точки (її координати) і проекції вектора швидкості на осі координат у деякий фіксований момент часу 
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[image: image663.wmf]G

Приклад: матеріальна точка масою m рухається по прямій у напрямку осі Ох під дією сталої сили 
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. Знайти закон руху точки при початкових умовах
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Розв’язання: 

1) складемо диференціальне рівняння руху матеріальної точки:
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2) після інтегрування диференціального рівняння отримаємо:
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де С1, С2 - сталі інтегрування;

3) визначимо сталі інтегрування за допомогою початкових умов при t = 0:
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4) закону руху визначимо у вигляді:
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3.4. Прямолінійні коливання матеріальної  точки


Механічні рухи, які періодично повторюються, називаються механічними коливаннями. При цьому на матеріальну точку можуть діяти поновлюючі сили (сили, що намагаються повернути точку в положення рівноваги), сила опору руху, яка залежить від швидкості точки, та зовнішня збурююча сила. рух точки здійснюється по прямій, співпадаючої з сумісною лінією дії вказаних сил.

Залежно від комбінації цих сил розрізняють наступні види коливального руху. 

3.4.1. Вільні коливання, які відбуваються під дією тільки поновлюючої сили, величина якої пропорційна відхиленню матеріальної точки від положення її статичної рівноваги.

[image: image664.wmf]Q


Механічна схема, яка моделює вільні прямолінійні коливання вантажу (матеріальної точки) масою m у напрямку осі Ох показана на рис., де 1 - вантаж; 2 - пружина; 3 - нерухома основа. Тут: 
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 - довжина недеформованої  пружини;  
[image: image44.wmf]ст
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  -  статична  деформація  пружини під  дією  вантажу;    х - поточна координата  вантажу  відносно положення статичної рівноваги при його русі;  
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 - сила ваги (
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 - сила пружності пружини, яка є різновидністю поновлюючої сили
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 - повна деформація пружини; с - коефіцієнт жорсткості (пружності) пружини; точка О - положення статичної рівноваги
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	вантажу (початок відліку координати х); точка О1 – положення вільного кінця недеформованої пружини; точка О2 - поточне положення вантажу на осі Ох.
Основне рівняння динаміки вантажу має вигляд: 
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 - прискорення вантажу. 

У положенні статичної рівноваги


вантаж 1 нерухомий, координата 
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 зрівноважується силою пружності пружини, яка дорівнює 
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Тому диференціальні рівняння руху вантажу приймають вигляд
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(3)

де 
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 - кругова (циклічна, власна) частота коливань вантажу (матеріальної точки).


Закон коливань вантажу в цьому випадку буде
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(4)

де 
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 - постійні інтегрування; 
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 - початкові умови (початкове положення і початкова швидкість вантажу на момент розгляду руху, тобто при   
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амплітуда і початкова фаза коливань точки.


У відповідності з (4) вантаж (матеріальна точка) здійснює гармонічний коливальний  рух.  Розглянута  на  рисунку  механічна система називається консервативною.

Пружини, які з’єднують вантаж з основою, можуть утворювати систему паралельно, послідовно і паралельно-послідовно (змішано) з’єднаних пружних елементів. У цьому випадку подані на рисунках вихідні механічні
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	схеми необхідно методом еквівалентних перетворень звести до розрахункової  схеми з одним пружним елементом, який має еквівалентну жорсткість с. Еквівалентна пружина на розрахунковій схемі при паралельному з’єднанні пружних елементів буде мати жорсткість 
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а при змішаному з’єднанні  
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3.4.2. Вільні коливання матеріальної точки при наявності сил опору. При русі в середовищі (рідина), а також при деформації реальних пружин на матеріальну точку діє сила опору, яку при малих швидкостях руху можна вважати прямо пропорційною швидкість точки: 
[image: image73.wmf]V

b

V

R

-

=

)

(

, де b - коефіцієнт опору руху.
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Механічна система, яка моделює в цьому випадку коливання  вантажу наведена на рисунку. Умовні позначення в формулах та на рисунках розділу 3.4 співпадають.

Диференціальне рівняння руху вантажу буде мати вигляд 
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де  
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 - коефіцієнт демпфування коливань;   
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Характер руху вантажу істотним чином залежить від співвідношення h і 
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. Закон коливання вантажу у випадку малого опору (h < 
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Відповідно рисунку механічна система називається дисипативною, а рух вантажу має затухаючий коливальний характер. При цьому амплітуда коливань 
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 з часом спадає за експоненціальним законом до нуля.


При 
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 (випадок великого опору) закон коливань вантажу буде мати вигляд
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Це рівняння описує аперіодично затухаючий рух. Координата х вантажу при 
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 монотонно зменшується, а вантаж наближається до положення статичної рівноваги.


Гранично аперіодичний рух (граничний випадок) має місце при 
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Розглянутий рух (7) також є аперіодичним затухаючим (
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3.4.3. Вимушені коливання у випадку, коли збурююча сила 
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Силове збудження коливань


При силовому збудженні коливань збурююча сила 
[image: image104.wmf]Q

 прикладена безпосередньо до матеріальної точки (вантажу).
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Розглянемо випадок консервативної системи: 
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Диференціальне рівняння руху вантажу має вигляд
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Закон коливання вантажу:
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Характер руху вантажу істотно залежить від співвідношення величин 
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[image: image126.wmf]B

w

w

»

0

), виникає явище биття, при якому закон коливань вантажу (8) перетворюється, наприклад, при нульових початкових умовах 
[image: image127.wmf])

0

,

0

(

0

0

=

=

х

х

&

 на вигляд





[image: image128.wmf](

)

t

t

m

H

x

B

B

B

w

w

w

w

w

cos

2

sin

2

0

2

2

0

0

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

×

-

=

.

             (9)


Такий рух називається биттям: коливальних рух, який відбувається з частотою 
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При співпаданні частоти збурюючої сили з власною частотою 
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З часом амплітуда вимушених коливань вантажу безмежно зростає. Таке 
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	явище називається резонансом. В реальних конструкціях явище резонансу може служити причиною їхнього руйнування. 
Для дисипативної системи, коли 
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Коливання вантажу є двочастотними: вони відбуваються одночасно як з частотою 
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3.4.4. Кінематичне збудження коливань


При кінематичному збудженні коливань вантажу заданий рух здійснює основа у точці В прикріплення до нього вільного кінця пружини за законом 
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Для консервативної системи диференційне рівняння коливань вантажу буде:
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Закон вимушених коливань вантажу має вигляд
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Для дисипативної системи диференціальне рівняння коливального руху вантажу буде
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Вантаж  буде  здійснювати  при  заданих  початкових умовах рух за законом
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3.4.5. Приклади розв’язання задач по дослідженню 


коливального руху матеріальної точки


Приклад 1. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у напрямку осі Ох з моменту дотику ним плити, вважаючи, що при подальшому русі вантаж від плити не відділяється. Плита, яка займає в стані спокою горизонтальне положення, є невагомою. Рухи плити та основи вважати поступальними.


Умови задачі. Пролетівши без початкової швидкості відстань 
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	Розв’язання. Визначаємо тип механічної системи, вид схеми з’єднання пружних елементів вихідної системи, вид коливального руху вантажу, а також засіб збудження його коливань. Наведена на рисунку система є консервативною з паралельним з’єднанням пружних елементів, вантаж  робить  змушені  коливання, а збудження  коливань  вантажу  є  кінематичним.



Перетворимо вихідну механічну схему в розрахункову з одним пружним елементом який має еквівалентну жорсткість се=с1+с2 . На рис. точка О на осі Ох визначає положення статичної рівноваги вантажу, точка О1 −  положення  вантажу  D  в  момент  дотику  плити,  
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Величина  статичної деформації 
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Визначаємо значення власної частоти 
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Закон руху вантажу визначаємо формулою (12) розділу 3.4:
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Перевірка: При 
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Відповідь: Вантаж здійснює двочастотні коливання за законом 
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Приклад 2. Знайти рівняння коливального руху вантажу D по гладенькій похилій площині у напрямку осі Ох, що співпадає з віссю пружини.


Умова задачі. Система встановлених на пружині вантажів D      (
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1 кг) знаходиться в положенні статичної рівноваги. У момент часу 
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 вантаж Е знімають з вантажу D. Одночасно вантажу D надають початкову швидкість 
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	Розв’язання. Визначаємо тип механічної системи та вид коливального руху: система, яка розглядається, є дисипативною, а вантаж D здійснює вільні коливання.
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	Перетворимо вихідну механічну схему в розрахункову,                               де 
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В даній схемі в положенні статичної рівноваги вантажу D (точка О) сила пружності 
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пружини зрівноважує не всю силу ваги вантажу 
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Закон руху вантажу визначаємо за виразом (5) розділу 3.4.2:
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Перевірка: При 
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Відповідь: Вантаж здійснює одночастотні затухаючі коливання за законом х = 
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3.5. Загальні теореми динаміки точки
3.5.1. Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки

Кількістю руху матеріальної точки називається вектор, що дорівнює добутку маси точки на вектор її швидкості 
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Елементарним імпульсом сили 
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 називається вектор
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Імпульсом сили за певний проміжок часу ( називається вектор
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Проекція імпульсу сили на координатні осі визначається так:


[image: image245.wmf]S

F

dt

х

х

=

ò

;

0

t

  
[image: image246.wmf]S

F

dt

у

у

=

ò

;

0

t

  
[image: image247.wmf]S

F

dt

z

z

=

ò

.

0

t


Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки - в диференціальній формі:

перша похідна від кількості руху матеріальної точки за часом дорівнює рівнодійній сил, прикладених до точки
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Цю теорему в проекціях на координатні осі можна записати так:
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- в інтегральній формі: зміна кількості руху матеріальної точки за якийсь проміжок часу  
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  дорівнює імпульсу рівнодійної сили за той самий проміжок часу:
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3.5.2. Теорема про зміну кінетичної енергії точки 
	Кінетичною енергією матеріальної точки називається скалярна величина що дорівнює половині добутку маси точки на квадрат її швидкості:  Т = 
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Елементарна робота 
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 на елементарному (нескінченно малому)
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переміщенні точки прикладення сили 
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 є скалярною величиною, що визначається за формулою 
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Якщо під дією сили 
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 матеріальна точка переміщується з положення 
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EMBED Equation.3[image: image269.wmf]M
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Формули для визначення елементарної і повної роботи сили в аналітичному вигляді: 
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Робота сталої за модулем і напрямком сили 
[image: image273.wmf]F

 на прямолінійному переміщенні 
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 точки її прикладення визначається за формулою
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Розмірність роботи (( (( ((м=Дж.
	

	Робота сили ваги:  
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EMBED Equation.3[image: image278.wmf]1
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Робота сили пружності при деформації пружини із стану 
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 до стану 
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Теорема про зміну кінетичної енергії точки:
- у диференціальній формі: диференціал кінетичної енергії матеріальної точки дорівнює елементарній роботі сил, прикладених до точки, або

dT = 
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- в інтегральній формі: приріст кінетичної енергії матеріальної точки на скінченій ділянці шляху дорівнює роботі рівнодійної всіх сил, прикладених до точки, на тій самій ділянці шляху, або
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де 
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 -  швидкість точки в кінці пройденого шляху; 
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 - швидкість точки на початку шляху (початкова швидкість);
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 - алгебраїчна сума робіт усіх сил, прикладених до точки, на пройденому шляху.



3.5.3. Терема про зміну моменту кількості руху 

матеріальної точки

Момент кількості руху матеріальної точки відносно центра О є вектором, що дорівнює векторному добуткові радіуса - вектора точки, початок якого є в точці О, на кількість руху цієї точки
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	Момент кількості руху матеріальної точки відносно координатної осі: 
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Теорема про зміну моменту кількості руху матеріальної точки: похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної точки відносно нерухомого центра О дорівнює моменту рівнодійної сил, прикладених до цієї точки, відносно того ж центра


[image: image290.wmf]).

(

0

0

R

M

dt

Ê

d

=


В проекціях на осі прямокутної системи координат теорему можна записати у вигляді трьох рівнянь:
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[image: image293.wmf]).
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Отже похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної точки відносно нерухомої осі дорівнює моменту рівнодійної сили відносно тієї ж осі.

3.6. Принцип Даламбера для матеріальної точки 

Сила інерції матеріальної точки 
[image: image294.wmf]Ô

 за величиною дорівнює добутку маси точки на величину її прискорення і напрямлена протилежно вектору прискорення точки
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При русі точки по кривій силу інерції можна подати як суму двох складових:
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Принцип Даламбера для невільної матеріальної точки: при русі матеріальної точки активні сили і реакції в'язей, а також сила інерції матеріальної точки, якщо її умовно прикласти, являють собою зрівноважену систему сил:


[image: image300.wmf]0

=

+

+

Ô

R

F

,

де 
[image: image301.wmf]F

 - рівнодійна активних сил; 
[image: image302.wmf]R

 - рівнодійна реакцій в'язей; 
[image: image303.wmf]Ô

 - сила інерції точки.
4. динаміка механічної системи і твердого тіла
Механічною системою (матеріальною системою) називається сукупність матеріальних точок, положення і рух кожної з яких залежать від положення і руху інших.

Сили, що діють на механічну систему, поділяються на зовнішні й внутрішні.

Зовнішні сили 
[image: image304.wmf]e
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 - це сили взаємодії точок механічної системи з тілами, що не належать даній системі.

Внутрішні сили 
[image: image305.wmf]i
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 - це сили взаємодії між точками механічної системи. 

Властивості внутрішніх сил:


1) Головний вектор внутрішніх сил системи дорівнює нулю: 
[image: image306.wmf]0
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2) Головний момент внутрішніх сил системи відносно будь-якої точки дорівнює нулю: 
[image: image307.wmf]0
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Маса механічної системи дорівнює сумі мас усіх точок системи:


[image: image308.wmf]M

m

i

i

n

=

=

å

1


Центром мас механічної системи називається геометрична точка, радіус-вектор якої визначається за формулою


[image: image309.wmf].
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Координати центра мас визначаються за формулами
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За визначенням центр мас є геометричною ( а не матеріальною) точкою. Центр ваги системи збігається з центром мас.

4.1. Теорема про рух центра мас механічної системи
Теорема. Центр мас механічної системи рухається як матеріальна точка, маса якої дорівнює масі системи і на яку діє сила, що дорівнює головному вектору зовнішніх сил системи:


[image: image313.wmf].
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Диференціальні рівняння руху центра мас у проекціях на осі декартової системи координат:
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Ці рівняння є також диференціальними рівняннями поступального руху абсолютно твердого тіла.

Внутрішні сили не входять в ці рівняння і безпосередньо не впливають на рух центра мас механічної системи. У змінюваній системі внутрішні сили викликають рух точок системи, змінюють їх взаємне розташування, не змінюючи положення центра мас.
У ряді випадків внутрішні сили є причиною появи зовнішніх сил, які викликають рух центра мас. Наприклад, в колісних транспортних засобах (трамвай, тролейбус, автомобіль та ін.) внутрішні сили двигуна впливають на їх рух через сили тертя між ведучими колесами та опорною поверхнею (рейками, шляхом).
Наслідки з теореми (закон збереження руху центра мас).

1) Якщо 
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 - центр мас системи рухається рівномірно і прямолінійно або знаходиться у стані спокою.

2) Якщо 
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 - проекція швидкості центра мас на вісь є сталою величиною. 

4.2.Теорема про зміну кількості руху механічної системи 

Кількістю руху механічної системи називається вектор, що дорівнює геометричній сумі кількостей руху всіх матеріальних точок системи: 
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Кількість руху механічної системи дорівнює добутку маси системи на вектор швидкості її центра мас:


[image: image324.wmf].
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Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок
- у диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху механічної системи дорівнює головному вектору зовнішніх сил, діючих на систему:
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у проекціях на осі координат:
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- в інтегральній формі: зміна кількості руху механічної системи за деякий проміжок часу  
[image: image329.wmf]t
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  дорівнює імпульсу головного вектора зовнішніх сил, діючих на точки системи, за той же відрізок часу:


[image: image330.wmf],

0

1

e

S

Q

Q

=

-


де 
[image: image331.wmf]1
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 і 
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 - кількість руху системи в кінцевий t1 і початковий  t0 моменти часу,
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 - імпульс головного вектора зовнішніх сил системи за даний відрізок часу (. 

Наслідки з теореми  (закон збереження кількості руху системи):

1) Якщо 
[image: image334.wmf]0
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 - кількості руху системи залишається незмінною;
2) Якщо 
[image: image336.wmf],
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 - проекція кількості руху системи на вісь Ох є сталою.


4.3. Теорема про зміну моменту кількості руху (кінетичного


       моменту) механічної системи
Головним моментом кількості руху або кінетичним моментом 
[image: image338.wmf]o
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 відносно будь-якої нерухомої точки О називається геометрична сума моментів кількості руху всіх точок системи відносно даної точки:
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Кінетичним моментом системи відносно даної осі (алгебраїчна величина) називається сума моментів кількості руху матеріальних точок системи відносно даної осі:
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Теорема про зміну кінетичного моменту механічної системи: похідна за часом від кінетичного моменту механічної системи відносно будь-якої нерухомої точки дорівнює головному моменту зовнішніх сил відносно тієї ж точки:
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 - головний момент усіх зовнішніх сил, діючих на систему, відносно даної точки О.

Проектуючи векторне рівнянням на осі декартової нерухомої системи координат, одержуємо
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Отже, похідна за часом від кінетичного моменту системи відносно будь-якої нерухомої осі дорівнює головному моменту зовнішніх сил, діючих на систему, відносно тієї ж осі.

Закон збереження кінетичного моменту системи відносно точки й осі запишеться у вигляді:

1) Якщо 
[image: image347.wmf],
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 - кінетичний момент системи відносно точки О є сталим як за величиною, так і за напрямком;
2) Якщо 
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- кінетичний момент системи відносно осі Оz залишається незмінним.
4.3.1. Диференціальне рівняння обертання твердого тіла відносно нерухомої осі Оz :
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де 
[image: image352.wmf]J
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 - момент інерції твердого тіла відносно осі 
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 - кутова швидкість тіла навколо цієї осі х; 
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 - момент і-тої зовнішньої сили відносно осі Оz.
4.3.2. Моменти інерції механічної системи твердого тіла.
Моментом інерції системи відносно осі (осьовий момент інерції) називається сума добутків мас точок системи на квадрати їх відстаней від осі:
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Момент інерції твердого тіла:
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де 
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 - відстань від осі частинки тіла масою 
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 - координати частини тіла. 

Осьові моменти інерції тіла:
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Поряд з осьовими моментами інерції розглядають полярні 
[image: image364.wmf]J
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 (відносно полюса О) і планарні 
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 (відносно площини) моменти інерції:
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де 
[image: image370.wmf]r

 - відстань частинки від полюса О.

Полярний момент інерції дорівнює півсумі осьових моментів інерції і сумі планарних моментів інерції:
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Відцентровими моментами інерції називаються величини, що виражаються рівностями
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Відцентрові моменти інерції можуть бути від’ємними і додатніми. Якщо всі вони дорівнюють нулю, то осі координат x, y, z називають головними осями інерції тіла в точці О, яка є полюсом системи координат. Якщо ця точка співпадає з центром мас тіла, то осі координат є головними центральними осями інерції.

У техніці широко використовується також поняття радіуса інерції тіла відносно осі.

Радіусом інерції 
[image: image375.wmf]z
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 тіла відносно осі z називається величина, яка дорівнює відстані від осі до матеріальної точки, маса та осьовий момент інерції якої дорівнює масі та осьовому моментові інерції тіла:
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Теорема Гейгенса - Штейнера: Момент інерції тіла відносно будь-якої осі дорівнює сумі моменту інерції 
[image: image377.wmf]сz
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 тіла відносно паралельної осі, що проходить  через  центр  мас С тіла,  і добутку маси тіла на квадрат відстані h між осями: 
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де 
[image: image379.wmf]z

1

 - довільна вісь; z- вісь, що проходить через центр мас С тіла паралельно осі 
[image: image380.wmf]z
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Обчислення моментів інерції деяких однорідних тіл. 

	Однорідний стержень 
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де М - маса тіла.
	

	Прямокутна тонка пластина 
[image: image383.wmf].
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	Порожнистий  циліндр:
    
[image: image385.wmf])
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Кругла тонка циліндрична оболонка (кільце)
   
[image: image386.wmf].
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Суцільний циліндр (диск)
   
[image: image387.wmf].
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4.4. Теорема про зміну кінетичної енергії механічної

      системи

Кінетична енергія механічної системи - це скалярна величина, яка 

дорівнює сумі кінетичних енергій матеріальних точок системи: 

                                                
[image: image389.wmf]T
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де 
[image: image390.wmf]m

i

 - маса і - тої точки системи, 
[image: image391.wmf]n

i

 - її швидкість.

Теорема Кеніга. Кінетична енергія системи дорівнює сумі кінетичної енергії центра мас системи і кінетичної енергії системи в її відносному русі по відношенню до системи координат, яка рухається поступально разом з центром мас:
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де 
[image: image393.wmf]m
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 -  маса і-тої точки системи; 
[image: image394.wmf]n
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 - відносна швидкість точки по відношенню до центра мас; 
[image: image395.wmf]М

 - маса всієї системи; 
[image: image396.wmf]n
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 - швидкість центра мас системи. Кінетична енергія твердого тіла визначається за формулами:

	при поступальному русі  
[image: image397.wmf]T
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	при обертальному русі навколо нерухомої осі     
[image: image399.wmf]Т
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	при   плоскопаралельному   русі 
[image: image401.wmf]T

M

c

=

+

n

2

2



EMBED Equation.3[image: image402.wmf]2

2

1

w

z

С

J

,
	[image: image403.png]





де М - маса тіла, 
[image: image404.wmf]n

с

 - швидкість центра мас тіла; 
[image: image405.wmf]z

c

z

I

I

,

 -  момент інерції тіла відносно осі z (вісь обертання) або осі z, що проходить через центр мас; 
[image: image406.wmf]w

 - кутова швидкість тіла.

Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи:

- у диференціальній формі: диференціал кінетичної енергії механічної системи дорівнює сумі елементарних робіт зовнішніх і внутрішніх сил, прикладених до точок системи:
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- в інтегральній формі: зміна кінетичної енергії системи матеріальних точок на певному переміщенні дорівнює сумі робіт зовнішніх і внутрішніх сил на тому самому переміщенні:
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де 
[image: image409.wmf]Т
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 - кінетична енергія системи в кінці і на початку шляху; 
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 - сума робіт зовнішніх сил; 
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 - сума робіт внутрішніх сил.

Робота сили, прикладеної до твердого тіла, що обертається навколо нерухомої осі 
[image: image413.wmf]z

, дорівнює добутку моменту сили відносно даної осі на кут повороту тіла:
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 - момент сили відносно осі; 
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 - елементарний і певний кут повороту тіла.

У випадку сталого моменту 
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Елементарна робота сил, прикладених до твердого тіла, що вільно рухається, дорівнює сумі роботи головного вектора 
[image: image420.wmf]F

 системи сил на елементарному переміщенні 
[image: image421.wmf]0

r

d

 полюса О і роботи головного моменту 
[image: image422.wmf]0
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 цієї системи сил відносно полюса на елементарному обертальному переміщенні:
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Потужність 
[image: image424.wmf]N

 є фізичною величиною, що характеризує швидкість, з якою виконується робота
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- швидкість точки прикладення сили, 
[image: image427.wmf]F
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 - проекція сили на дотичну, 
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 - момент сили відносно осі обертання, 
[image: image429.wmf]w

 - кутова швидкість тіла. За одиницю потужності прийнято Вт 
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4.5. Принцип Даламбера для механічної системи
Принцип Даламбера для матеріальної системи: при русі системи матеріальних точок геометрична сума головних векторів активних сил, реакцій в'язей і сил інерції дорівнює нулю; геометрична сума головних моментів активних сил, реакцій в'язей і сил інерції відносно деякого нерухомого О центра дорівнює нулю:
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Сили інерції тіла приводяться:

	- при поступальному русі до рівнодійної сил інерції 
[image: image433.wmf]C
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яка прикладена у центрі мас;
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- при обертальному русі до головного моменту сил інерції 
[image: image436.wmf]Ô
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 та головного вектора сил інерції 
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, який прикладений в точці О на осі обертання: 
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	- вісь z - головна центральна вісь інерції:
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- при плоскопаралельному русі - до головного вектора сил інерції 
[image: image443.wmf]Ñ
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, який прикладений до центра мас, та головного моменту сил інерції 
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	де  М - маса тіла;  
[image: image448.wmf]ñ

à

 - прискорення центра мас тіла;  
[image: image449.wmf]e

 - кутове прискорення обертального руху; 
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,

 - моменти інерції тіла відносно осі обертання 
[image: image451.wmf]z

 та осі 
[image: image452.wmf]z

, що проходить через центр мас.




4.6. Елементи аналітичної механіки


4.6.1. Класифікація в’язей
Розрізняють вільні й невільні механічні системи. Механічна система називається вільною, якщо рух її точок необмежений ніякими сторонніми тілами (в'язами). Якщо рух механічної системи обмежений в’язами, то вона називається невільною.

Класифікація в'язей. Обмеження, які в'язі накладають на механічну систему, аналітично виражаються у вигляді співвідношень (рівнянь або нерівностей) між часом, координатами і швидкостями матеріальних точок, що утворюють систему. 
Геометричні (скінченні) в'язі — це такі в'язі, до рівняння яких не входять швидкості точок системах:
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Кінематичні (диференціальні) в'язі - це такі в'язі, до рівняння яких входять швидкості точок системи:


[image: image454.wmf]).

 

...

 

,

(

        

          

,

)

,

,

,

,

,

,

(

n

i

z

y

x

z

y

x

t

f

i

i

i

i

i

i

1

0

=

=

&

&

&


Якщо рівняння кінематичної в'язі після інтегрування можна перетворити у рівняння геометричної в'язі, то така кінематична в'язь називається голономною (інтегрованою). У протилежному випадку кінематична в'язь називається неголомною (неінтегрованою).

Стаціонарні в'язі - це в'язі, до рівнянь яких час не входить у явному вигляді.

Нестаціонарні в'язі — це в'язі, до рівнянь яких час входить у явному вигляді.

Двобічні (утримуючі) в'язі — це в'язі, що обмежують рух точок механічної системи у двох взаємно протилежних напрямах зовнішніх нормалей до поверхні в'язі.

0днобічні (неутримуючі) в'язі — це в'язі, що обмежують рух точок механічної системи в якомусь одному напрямі зовнішньої нормалі до поверхні в'язі і не обмежують його в протилежному напрямі. 

Утримуючі в'язі аналітично виражаються рівнянням 
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а неутримуючі - нерівностями 
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4.6.2. Принцип можливих переміщень
Можливими (або віртуальними) переміщеннями системи називаються умовні нескінченно малі її незалежні переміщення, що дозволяються в'язами системи в даний момент часу (в даному положенні системи).

Ідеальні в'язи — це такі в'язі, сума робіт реакцій яких на будь-якому можливому переміщенні системи дорівнює нулю:
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Приклади ідеальних в’язей: абсолютно гладенька поверхня (напрямні); ідеальні шарніри (підшипник), стержні та ін.

Принцип можливих переміщень: для рівноваги системи зі стаціонарними двобічними ідеальними в'язями необхідно і достатньо, щоб сума елементарних робіт усіх активних сил, діючих на систему, на будь-якому можливому переміщенні системи з даного її положення рівноваги дорівнювала нулю:
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або в скалярній формі 
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або в аналітичній формі 
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4.6.3. Узагальнені координати, швидкості та узагальнені сили.
Узагальненими координатами 
[image: image462.wmf]q
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 називають такі незалежні один від одного параметри, заданням яких можна однозначно визначити положення усіх точок системи. Такими параметрами можуть бути декартові координати, кути, віддалі та ін. Число 
[image: image463.wmf]S

 цих незалежних параметрів називають числом ступенів вільності механічної системи.

Похідні за часом від узагальнених координат, тобто величини 
[image: image464.wmf]&
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, називаються узагальненими швидкостями системи.

Обчислимо роботу прикладених до точок системи активних сил 
[image: image465.wmf]k
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 на можливому переміщенні системи:
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де        
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Величини 
[image: image468.wmf] 
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, що є множниками при можливих (віртуальних) переміщеннях узагальнених координат у формулі роботи активних сил на можливому переміщенні системи, називаються узагальненими силами.

Щоб обчислити узагальнену силу 
[image: image469.wmf]S),
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 досить надати можливе переміщення координаті 
[image: image470.wmf]q

i

 і визначити роботу 
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 активних сил на переміщеннях точок системи, які зумовлені тільки зміною координати 
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Якщо активні сили є потенціальними то узагальнені сили дорівнюватимуть частинним похідним від потенціальної енергії П (q1, q2,…, qs) по узагальнених координатах:
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4.6.4. рівняння динаміки системи.

Загальне рівняння При русі системи, підпорядкованої голономним двостороннім ідеальним в'язям, сума робіт активних сил і сил інерції на будь-якому можливому переміщенні системи повинна дорівнювати нулю:
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[image: image478.wmf]k
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 - сила інерції точки; 
[image: image479.wmf]ií
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 - узагальнена сила інерції; 
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 - можливе переміщення точки.
Рівняння Лагранжа II роду мають такий вигляд:
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де Т - кінетична енергія системи, представлена як функція узагальнених координат, узагальнених швидкостей і часу; 
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[image: image483.wmf]дТ
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 - частинні похідні кінетичної енергії по узагальнених швидкостях і координатах.

4.7. Удар
Удар - явище, при якому швидкості точок тіла за дуже малий (близький до нуля) проміжок часу змінюються на скінченну величину.

ударні сили - сили, при дії яких відбувається удар. Ударні сили діють протягом дуже малого проміжку часу і досягають дуже великих значень.

В теорії удару в якості міри взаємодії розглядають не самі ударні сили, а їх імпульси.

Ударний імпульс - вектор, який визначається за формулою
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де ( - тривалість удару.


Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки при ударі (основне рівняння теорії удару матеріальної точки): зміна кількості руху матеріальної точки під час удару дорівнює геометричній сумі ударних імпульсів, які діють на точку:
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де 
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 - швидкості точки після і до удару відповідно.


Коефіцієнт відновлення при ударі:
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де 
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 - модулі нормальних складових відносної швидкості точки торкання тіл після і до удару відповідно.

Окремі випадки: 1) К = 1 - абсолютно пружний удар (тіла, що співударяються, після удару мають різні швидкості);

2) К = 0 - абсолютно непружний удар (тіла, що співударяються, після удару рухаються як одне тіло).


Теорема про зміну кількості руху механічної системи при ударі:
зміна кількості руху системи під час удару дорівнює геометричній сумі усіх зовнішніх ударних імпульсів, які діють на систему:
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де 
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 - кількість руху системи після і до удару відповідно.


Теорема про зміну моменту кількості руху механічної системи при ударі: зміна головного моменту кількості руху системи відносно нерухомого полюса А під час удару дорівнює геометричній сумі моментів усіх зовнішніх ударних імпульсів відносно того ж полюса:


[image: image492.wmf]å

=

=

-

n

i

óä

i

À

À

À

S

Ì

K

K

1

),

(

0

1


де 
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 - головні моменти кількості руху системи відносно полюса А після і до удару відповідно.

Удар називається центральним, якщо нормаль до поверхонь тіл, що співударяються, в точці їх дотику (лінія удару) проходить через центри мас цих тіл.

Удар називається прямим, якщо швидкості тіл, що співударяються, напрямлені по лінії удару. В протилежному випадку удар називається косим.

Основні рівняння прямого центрального удару: 
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 - проекції швидкості тіл до удару на вісь х, що співпадає з лінією удару ; 
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 - проекції швидкості тіл на вісь х після удару; 
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 - маси тіл; 
[image: image499.wmf]k

 - коефіцієнт відновлення.
Теорема Остроградського(Карно:
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де 
[image: image501.wmf]Т
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 - втрата кінетичної енергії двох тіл при ударі; 
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 - кінетичні енергії системі до і після удару відповідно; 
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 - втрачені швидкості. 

У випадку косого удару мають місце рівняння
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 - проекції швидкостей тіл на вісь п, що проходить через центри мас цих тіл до удару і після нього.
Додаток 1
Завдання для роботи “Визначення реакцій опор системи тіл”


Конструкція складається з двох тіл. Визначити реакцію опор А і В, а також тиск  у  проміжному шарнірі С. Методика розв’язання задач розглянута у роз-   ділі 1.7.

	Номер

варіанту
	Р1
	Р2
	М,

кН(м
	q,

кН/м

	
	кН
	
	

	1
	5,0
	-
	24,0
	0,8

	2
	6,0
	10,0
	22,0
	1,0

	3
	7,0
	9,0
	20,0
	1,2

	4
	8,0
	-
	18,0
	1,4

	5
	9,0
	-
	16,0
	1,6

	6
	10,0
	8,0
	25,0
	1,8

	7
	11,0
	7,0
	20,0
	2,0

	8
	12,0
	6,0
	15,0
	2,2

	9
	13,0
	-
	10,0
	2,4

	10
	14,0
	-
	12,0
	2,6

	11
	15,0
	5,0
	14,0
	2,8

	12
	12,0
	4,0
	16,0
	3,0

	13
	9,0
	6,0
	18,0
	3,2

	14
	6,0
	-
	20,0
	3,4

	15
	5,0
	8,0
	22,0
	3,6

	16
	7,0
	10,0
	14,0
	3,8

	17
	9,0
	12,0
	26,0
	4,0

	18
	11,0
	10,0
	18,0
	3,5

	19
	13,0
	9,0
	30,0
	3,0

	20
	15,0
	8,0
	25,0
	2,5

	21
	10,0
	7,0
	20,0
	2,0

	22
	5,0
	6,0
	15,0
	1,5

	23
	8,0
	5,0
	10,0
	1,4

	24
	11,0
	4,0
	5,0
	1,3

	25
	14,0
	6,0
	7,0
	1,2

	26
	12,0
	8,0
	9,0
	1,1

	27
	10,0
	7,0
	11,0
	1,0

	28
	8,0
	9,0
	13,0
	1,2

	29
	5,0
	7,0
	10,0
	1,5

	30
	10,0
	12,0
	17,0
	1,6
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Додаток 2

Завдання для роботи  “Кінематичний аналіз плоского механізму”


Визначити для заданого положення механізму швидкість і прискорення точки В і С, а також кутову швидкість і кутове прискорення ланки, до якої належить точка С. Схеми механізмів наведені на наступних сторінках, а необхідні для розрахунку розміри і кінематичні параметри представлені у таблиці, де 
[image: image512.wmf]ОА

ОА

e

w

,

 - кутова швидкість і кутове прискорення кривошипа ОА для заданого положення механізму; 
[image: image513.wmf]I

w

 - кутова швидкість колеса І (стала); 
[image: image514.wmf]A

A

a

V

,

 - швидкість і прискорення точки А. Кочення коліс відбувається без ковзання. Методика розв’язання задач розглянута у розділі 2.5.2.

	Номер

варі-анту
	Розміри, см
	
[image: image515.wmf]ОА

w

,

рад/с
	
[image: image516.wmf]I

w

,

рад/с
	
[image: image517.wmf]ОА

e

,

рад/с2
	
[image: image518.wmf]А

n

,

см/с
	
[image: image519.wmf]А

а

,

см/с2

	
	ОА
	r
	AB
	AC
	
	
	
	
	

	1
	40
	15
	-
	8
	2
	-
	2
	-
	-

	2
	30
	15
	-
	8
	3
	-
	2
	-
	-

	3
	-
	50
	-
	-
	-
	-
	-
	50
	100

	4
	35
	-
	-
	45
	4
	-
	8
	-
	-

	5
	25
	-
	-
	20
	1
	-
	1
	-
	-

	6
	40
	15
	-
	6
	1
	1
	0
	-
	-

	7
	35
	-
	75
	60
	5
	-
	10
	-
	-

	8
	-
	-
	20
	10
	-
	-
	-
	40
	20

	9
	-
	-
	45
	30
	-
	-
	-
	20
	10

	10
	25
	-
	80
	20
	1
	-
	2
	-
	-

	11
	-
	-
	30
	15
	-
	-
	-
	10
	0

	12
	-
	-
	30
	20
	-
	-
	-
	20
	20

	13
	25
	-
	55
	40
	2
	-
	4
	-
	-

	14
	45
	15
	-
	8
	3
	12
	0
	-
	-

	15
	40
	15
	-
	8
	1
	-
	1
	-
	-

	16
	55
	20
	-
	-
	2
	-
	5
	-
	-

	17
	-
	30
	-
	10
	-
	-
	-
	80
	50

	18
	10
	-
	10
	5
	2
	-
	6
	-
	-

	19
	20
	15
	-
	10
	1
	2,5
	0
	-
	-

	20
	-
	-
	20
	6
	-
	-
	-
	10
	15

	21
	30
	-
	60
	15
	3
	-
	8
	-
	-

	22
	35
	-
	60
	40
	4
	-
	10
	-
	-

	23
	-
	-
	60
	20
	-
	-
	-
	5
	10

	24
	25
	-
	35
	15
	2
	-
	3
	-
	-

	25
	20
	-
	70
	20
	1
	-
	2
	-
	-

	26
	20
	15
	-
	10
	2
	1,2
	0
	-
	-

	27
	-
	15
	-
	5
	-
	-
	-
	60
	30

	28
	20
	-
	50
	25
	1
	-
	1
	-
	-

	29
	12
	-
	35
	15
	4
	-
	6
	-
	-

	30
	40
	-
	-
	20
	5
	-
	10
	-
	-
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Додаток 3

Методика розв’язання задач та завдання для роботи

“дослідження коливального руху матеріальної точки”


Розв’язання задач завдання слід проводити в такій послідовності:


- визначити тип механічної системи, вид схеми з’єднання пружних елементів вихідної схеми, вид коливального руху вантажу, а також засіб збудження його коливань;


- перетворити (у випадку необхідності) вихідну схему в розрахункову з одним пружним елементом, показати на розрахунковій схемі вісь Ох, і напрямок кінематичного збудження 
[image: image523.wmf]x

, силу ваги 
[image: image524.wmf]Р

 вантажу, сили пружності 
[image: image525.wmf]y

F

 та опору 
[image: image526.wmf]R

 пружини, положення статичної рівноваги вантажу (точка О на осі Ох), положення вантажу в момент початку (
[image: image527.wmf]0

=

t

) руху (точки О1 на осі Ох), статичну деформацію 
[image: image528.wmf]ст

d

 пружини під дією вантажу;


- розрахувати еквівалентну жорсткість 
[image: image529.wmf]ñ

 пружини, враховуючи вид схеми з’єднання пружних елементів вихідної схеми, і величину статичної деформації 
[image: image530.wmf]ст

d

 пружини, визначити початкові умови 
[image: image531.wmf]0

х

 і 
[image: image532.wmf]0

х

&

 для вантажу, знайти, враховуючи тип механічної системи, частоти 
[image: image533.wmf]0

w

 або 
[image: image534.wmf]*

0

w

 (для дисипативної системи) вільних коливань вантажу, коефіцієнт h системи;


- визначити, враховуючи тип механічної системи, вид коливального руху вантажу та засіб збудження його коливань, закон руху вантажу у загальному вигляді (для цього використати формули розділу 3.4), розрахувати коефіцієнти та параметри закону руху для конкретної задачі завдання;


- результати розв’язання задач перевірити для моменту часу 
[image: image535.wmf]0

=

t

 і подати у вигляді відповіді.


Це узагальнена методика розв’язання задач завдання 3. У кожному конкретному випадку етапи методики і перелік визначальних механічних і динамічних характеристик руху для системи і вантажу коректуються з урахуванням умов задачі.

Завдання по темі

Варіанти 1 -5. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у напрямку осі Ох. Стержень, який з’єднує вантажі, і брусок, який з’єднує пружини, є невагомі. рух бруска АВ, який займає в стані спокою горизонтальне положення, вважати поступальним.


Варіант 1. Вантаж D ( mD = 2 кг) прикріплений до бруска АВ, підвішеному на двох однакових паралельних пружинах, коефіцієнт жорсткості та опору кожної з яких дорівнює с = 3 Н/см, b = 6 Н·с/см. У момент часу 
[image: image536.wmf]0
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t

 до вантажу D,  який знаходиться в   стані   рівноваги, підвищують вантаж Е (
[image: image537.wmf]1

E
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 кг).


Варіант 2. У момент часу 
[image: image538.wmf]0
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 стержень, який з’єднує вантажі D (
[image: image539.wmf]=

D
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 1 кг) і Е (
[image: image540.wmf]2

E

=

m

 кг) перерізають, а основа починає здійснювати рухи за законом 
[image: image541.wmf]t
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. Коефіцієнти жорсткості та опору пружин дорівнюють с1 = 12 Н/см, с2 = 36 Н/см, 
[image: image542.wmf]=
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Варіант 3. У момент часу 
[image: image543.wmf]0
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 до нерухомого вантажу D (
[image: image544.wmf]=

D

m

0,8 кг) підвішують вантаж, Е (
[image: image545.wmf]2
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 кг), надаючи системі вантажів D і Е початкову швидкість 
[image: image546.wmf]=
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V

0,2 м/с, спрямовану вниз. Коефіцієнт жорсткості та опору пружин дорівнює с1 =10 Н/см, с2 = 4 Н/см, с3 = 6 Н/см, 
[image: image547.wmf]=
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Варіант 4. Система вантажів D і Е прикріплена до бруска АВ. Брусок зв’язує систему двох паралельно закріплених пружин. Статична деформація двох однакових з коефіцієнтом опору В = 6 Нс/см пружин під спільною дією вантажів D (
[image: image548.wmf]=
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0,5 кг) і Е (
[image: image549.wmf]5
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 кг) дорівнює 
[image: image550.wmf]=
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4 см. У момент часу 
[image: image551.wmf]0
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 стержень, який з’еднує вантажі, перерізають.


Варіант 5. У  момент часу   
[image: image552.wmf]0
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   до нерухомого вантажу D (
[image: image553.wmf]=
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1,6 кг),   закріпленому   на   пружині   з   коефіцієнтом    жорсткості с = 4 Н/см та опору 
[image: image554.wmf]0
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, підвішують вантаж Е (
[image: image555.wmf]2
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,4 кг), а основа в точці В починає здійснювати рух за законом 
[image: image556.wmf]t
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Варіанти 6 -10. Знайти рівняння коливального руху вантажу по гладенькій похилій площині у напрямку осі Ох з моменту дотику вантажу пружини або бруска, вважаючи, що при подальшому русі вантаж від пружини не відділяється. Брусок, що з’єднує пружини, є невагомим. Рух бруска АВ, який займає в стані покою перпендикулярне осі Ох положення, вважати поступальним.


Варіант 6. Здійснивши без початкової швидкості по нахиленій площині (
[image: image557.wmf]0
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) відстань 
[image: image558.wmf]=
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0,1 м, вантаж D (
[image: image559.wmf]=
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4 кг) з’єднується у моменту часу 
[image: image560.wmf]0
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 з недеформованими послідовно з’єднаними пружинами, які мають коефіцієнти жорсткості та опору с1 = 48 Н/см, с2 = 24 Н/см, 
[image: image561.wmf]=

=

2

1

b

b

0. 


Варіант 7. У момент часу 
[image: image562.wmf]0
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 вантаж (
[image: image563.wmf]=
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2 кг) приєднують у точці А без початкової швидкості до системи недеформованих послідовно закріплених  пружин,  які  мають  коефіцієнти жорсткості та опору с1 = 12 Н/см,  с2 = 6 Н/см, 
[image: image564.wmf]=
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0. Одночасно основа у точці В починає здійснювати рух вздовж нахиленої площини (
[image: image565.wmf]0
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) за законом 
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Варіант 8. У момент часу 
[image: image567.wmf]0
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 вантаж D (
[image: image568.wmf]=
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1,5 кг) приєднують в точці N до системи трьох недеформованих паралельно-послідовно закріплених   бруском   АВ   пружин,   які мають коефіцієнти жорсткості та опору    с1 = 4 Н/см, с2 = 6 Н/см, с3 = 15 Н/см,  
[image: image569.wmf]=
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0. Одночасно вантажу  D надають початкову швидкість 
[image: image570.wmf]=
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0,5 м/с у напрямку позитивного відліку координати Х. Прийняти кут  
[image: image571.wmf]0
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Варіант 9. Вантаж D (
[image: image572.wmf]=
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1,2 кг), здійснивши без початкової швидкості по нахиленій площині (
[image: image573.wmf]0
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) відстань 
[image: image574.wmf]=

S

0,2 м, з’єднується з недеформованою пружиною, яка має коефіцієнти жорсткості та опору                  с = 4,8 Н/см, 
[image: image575.wmf]0
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. В  той же момент часу основа в точці В починає здійснювати рух вздовж нахиленої площини за законом 
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Варіант 10. У момент часу 
[image: image577.wmf]0
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 вантаж D (
[image: image578.wmf]=
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1 кг) без початкової швидкості приєднується до системи зв’язаних з бруском АВ двох однакових паралельно закріплених недеформованих пружин, які мають кожна коефіцієнти жорсткості та опору с = 1,5 Н/см, 
[image: image579.wmf]=
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4 Нс/м. Прийняти кут 
[image: image580.wmf]0

60

=

a

.


Варіанти 11-15. Вантаж D закріплений на кінці ідеального стержня. Інший кінець стержня закріплений у точці Е на ідеальній шарнірно нерухомій опорі. Система вантаж-стержень може здійснювати малі коливання навколо осі циліндричного шарніра нерухомої опори у площині креслення. Знайти рівняння коливального руху вантажу, вважаючи його матеріальною точкою, у напрямку горизонтальної осі Ох. Брусок АВ, який зв’язує систему двох паралельних пружин, є невагомим. рух бруска АВ, який займає у стані спокою вертикальне положення, вважати поступальним. У стані рівноваги механічної системи розглядаємий стержень займає вертикальне положення, а пружини не деформовані.


Варіант 11. Вантаж D (
[image: image581.wmf]=
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 2,4 кг) приєднаний у точці F з бруском АВ. Коєфіцієнти жорсткості та опору зв’язаної бруском системи двох паралельно закріплених пружин с1 = 1 Н/см, с2 = 1,4 Н/см, 
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3 Нс/м. Перед початком руху вантаж відхиляють на величину 
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2 см у напрямку позитивного відліку координати Х у момент часу 
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 без початкової швидкості.


Варіант 12. У момент часу 
[image: image585.wmf]0
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 вантаж D (
[image: image586.wmf]=
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3 кг) утримується у стані, при якому пружина стиснута на величину 
[image: image587.wmf]=

l

2 см, відпускається без початкової  швидкості. Коефіцієнти жорсткості та опору пружини                     с = 9 Н/см, 
[image: image588.wmf]=
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0. Одночасно основа у точці В починає здійснювати рух за законом 
[image: image589.wmf]t
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Варіант 13. Вантажу D (
[image: image590.wmf]=

D

m

1 кг) у стані рівноваги, показаному на 

кресленні, надають початкову швидкість 
[image: image591.wmf]=
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0,5 м/с у напрямку позитивного відліку координати Х. Коефіцієнт жорсткості та опору трьох паралельно закріплених пружин  с1 = 12 Н/см,  с2 = с3 = с = 3 Н/см,  
[image: image592.wmf]=
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Варіант 14. Вантаж D (
[image: image593.wmf]=
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1,5 кг) з положення рівноваги, показаному на кресленні, перед початком руху відхиляють на величину 
[image: image594.wmf]=
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2,5 см у напрямку позитивного відліку координати Х і відпускають у момент часу 
[image: image595.wmf]0
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, надаючи вантажу початкову швидкість 
[image: image596.wmf]=
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0,4 м/с, спрямовану вправо. Коефіцієнти жорсткості та опору пружин с1 = 4,4 Н/см, с2 = 2 Н/см,        с3 = 8 Н/см,  
[image: image597.wmf]=
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Варіант 15. Вантаж D (
[image: image598.wmf]=
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1 кг) утримується в стані рівноваги, показаному на кресленні, системою послідовно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору с1 = 4 Н/см, с2 = 12 Н/см, 
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 основа в точці В починає здійснювати рух за законом 
[image: image601.wmf]t
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Варіанти 16-20. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у напрямку осі Ох. Брусок, який з’єднує пружини, є невагомим. Рух бруска АВ, який займає в стані спокою горизонтальне положення, вважати поступальним. Вантажі D, Е при сумісному русі один від одного не відділяються.


Варіант 16. У момент часу 
[image: image602.wmf]0
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 на нерухомий вантаж D (
[image: image603.wmf]=
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10 кг) установлюють зверху вантаж Е (
[image: image604.wmf]=
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20 кг), надаючи системі вантажів D та Е початкову швидкість 
[image: image605.wmf]=
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0,4 м/с у напрямку позитивного відліку координати Х. Коефіцієнт жорсткості та опору системи зв’язаних бруском АВ трьох   паралельно-послідовно   закріплених    пружин     с1 = 200 Н/см,        с2 = 160 Н/см, с3 = 140 Н/см, 
[image: image606.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image607.wmf]=

3

b

0. Початок відліку осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги системи вантажів D, Е.


Варіант 17.  Система встановлених на пружині вантажів D та Е знаходиться у положенні статичної рівноваги. У момент часу 
[image: image608.wmf]0
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 вантаж Е знімають з вантажу D. Кругова частота вільних коливань системи вантажів D та Е 
[image: image609.wmf]=
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20 рад/с, відношення мас 
[image: image610.wmf]3
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m

. Початок відліку осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги вантажу D.


Варіант 18. Вантаж D встановлений на бруску АВ, який зв’язує систему двох однакових паралельно закріплених пружин. У момент часу 
[image: image611.wmf]0
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 на нерухомий вантаж D (mD =20 кг) встановлюють зверху вантаж Е (mE = 10кг). Статична деформація кожної з пружин з коефіцієнтом опору 
[image: image612.wmf]3
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 Нс/м під дією вантажу D дорівнює 
[image: image613.wmf]=
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2 см. Початок відліку осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги системи вантажів D, Е.


Варіант 19. Система вантажів D (
[image: image614.wmf]=
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15 кг) та Е (
[image: image615.wmf]=
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25 кг), встановлених на двох послідовно закріплених пружинах, які мають коефіцієнти жорсткості та опору c1 = 250 Н/см, c2 = 375 Н/см, 
[image: image616.wmf]=
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0, знаходиться у положенні статичної рівноваги. У момент часу 
[image: image617.wmf]0
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 вантаж Е знімають з вантажу D. Одночасно основа у точці В починає здійснювати рух за законом 
[image: image618.wmf]t
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Варіант 20. У момент часу 
[image: image619.wmf]0
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 на закріплений на пружині нерухомий вантаж D встановлюють зверху вантаж Е, надаючи системі вантажів D та Е початкову швидкість 
[image: image620.wmf]=
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0,3 м/с у напрямку позитивного відліку координати Х. Кругова частот вільних коливань вантажу D на пружині 
[image: image621.wmf]24
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 рад/с, відношення мас 
[image: image622.wmf]=
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3. Початок відліку осі Ох сумістити з положенням статичної рівноваги системи вантажів D та Е.


Варіант 21 - 25. Знайти рішення коливального руху вантажу D по гладенькій нахиленій площині у напрямку осі Ох. Брусок, який з’єднує пружини, є невагомим. Рух бруска АВ, який займає у стані спокою перпендикулярне осі АВ положення, вважати поступальним.


Варіант 21. У момент часу 
[image: image623.wmf]0
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 вантаж D (
[image: image624.wmf]=
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2 кг) приєднують у точках А і В до вільних кінців системи двох недеформованих паралельно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору c1 = 7 Н/см, c2 = 3 Н/см, 
[image: image625.wmf]=
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0. Одночасно вантажу D надають початкову швидкість 
[image: image626.wmf]=
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0,4 м/с у напрямку позитивного відліку координати Х. Прийняти кут 
[image: image627.wmf]0
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Варіант 22. Вантаж D у точці А прикріплений до пружини та утримується на нахиленій площині (
[image: image628.wmf]0
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) у положенні рівноваги. При цьому статична деформація пружини 
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2 см. У момент часу 
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 основа у точці В починає здійснювати рух за законом 
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Варіант 23. У момент часу 
[image: image632.wmf]0
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 вантаж D (
[image: image633.wmf]=
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3 кг), без початкової швидкості приєднують до бруска АВ, який зв’язує систему двох недеформованих паралельно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору c1 = 2 Н/см, c2 = 4 Н/см, 
[image: image634.wmf]=
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6 Нс/м. Прийняти кут 
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Варіант 24. У момент часу 
[image: image636.wmf]0
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 вантаж D (
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1 кг) приєднують у точці А без початкової швидкості до системи двох недеформованих послідовно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору       c1 = 12 Н/см, c2 = 4 Н/см, 
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0. Одночасно основа у точці В починає здійснювати рух вздовж нахиленої площини (
[image: image639.wmf]0
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) за законом 
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Варіант 25. Вантаж D (
[image: image641.wmf]=
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1,5 кг) прикріплений до бруска АВ, підвищеному на двох однакових паралельних пружинах. Статична деформація кожної з пружин з коефіцієнтом опору 
[image: image642.wmf]b

= 3 Нс/см під дією вантажу D, який знаходиться на нахиленій площині (
[image: image643.wmf]0
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) дорівнює 
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4,9 см. У момент часу 
[image: image645.wmf]0
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 вантажу D, який знаходиться в положенні рівноваги, надають початкову швидкість 
[image: image646.wmf]=
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0,3 м/с у напрямку від’ємного відліку координати Х.


Варіант  26 - 30. Знайти рівняння коливального руху вантажу D у напрямку осі Ох з моменту дотику ним до плити, вважаючи, що при подальшому русі вантаж від плити не відділяється. Плита, яка займає в стані спокою горизонтальне положення, є невагомою. Рух плити вважати поступальним.

Варіант 26. Пролетівши вниз без початкової швидкості відстань         h = 0,1 м, вантаж D (
[image: image647.wmf]=
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50 кг) з'єднується в момент часу 
[image: image648.wmf]0
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 з плитою, яка зв’язує систему двох недеформованих паралельно закріплених пружин, які мають коефіцієнти жорсткості та опору c1 = 600 Н/см, c2 = 400 Н/см, 
[image: image649.wmf]=
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Варіант 27. У момент часу 
[image: image650.wmf]0
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 вантаж D (
[image: image651.wmf]=
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40 кг) встановлюють без початкової швидкості на плиту, яка зв’язує систему двох однакових паралельно закріплених недеформованих пружин, які мають кожна коефіцієнти жорсткості та опору c = 130 Н/см, b = 200 Нс/м.


Варіант 28. Вантаж D без початкової швидкості падає на плиту з висоти h = 5 см. Плита закріплена на пружині, статична деформація якої під дією вантажу дорівнює 
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Варіант 29. Плита закріплена на двох однакових паралельних пружинах. У момент часу 
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200 кг) встановлюють на плиту і приєднують до третьої, розташованої зверху вантажу пружини. Пружини мають коефіцієнти жорсткості та опору c1 = c2 = 400 Н/см,  c3 = 200 Н/см, 
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0. Одночасно вантажу надають початкову швидкість 
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 м/с,  у напрямку позитивного відліку координати Х. На момент початку руху вантажу система трьох пружин знаходиться в недеформованому стані.


Варіант 30. У момент часу 
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100 кг) встановлюють без початкової швидкості на плиту, яка закріплена на пружині, що має коефіцієнти жорсткості та опору b = 0. Одночасно основа у точці В починає здійснювати рух за законом 
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