Передмова 

Поняття і методи теорії функцій комплексної змінної успішно застосовуються в багатьох наукових дисциплінах (наприклад, у теорії систем автоматичного керування, теоретичній елек​тро​техніці, електродинаміці, гідро- і аеродинаміці та ін.). Важлива їх роль і в самій математиці:  цілий ряд задач піддається остаточному розв’язанню тільки вказаними методами. 

Пропонований посібник має практичну направленість і при​зна​чений для студентів технічних спеціальностей. Його мета – в стислій доступній формі оз​на​йомити з основами теорії функцій комплексної змінної та її застосуваннями. Тонкі теоретичні питання і задачі, що вимагають більш глибокої математичної під​готовки, за​ли​шаються поза належною увагою. Для їх вивчен​ня, в разі необ​хідності, треба звернутись до спеціалізованої літератури. 

Викладення теоретичного матеріалу ілюструється прикладами розв’язання типових задач та зразками практичного застосування, частина з яких розрахована на самостійне опрацювання. Ефективне вивчення розглянутих понять і методів потребує напруженої самостійної роботи. Посібник доповнено запитаннями для самоконтролю та варіантами індивідуальних завдань. На​ведено список реко​мендованої літератури для бажаючих більш детально і глибоко вивчити теорію функцій комплексної змінної. 

1. Комплексні числа та дії над ними  

1.1. Поняття комплексного числа 

Комплексним числом (в алгебраїчній формі) називається вираз  
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Числа 
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 і 
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 називаються відповідно дійсною і уявною частинами комплексного числа 
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. Позначаються 
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Множина всіх комплексних чисел позначається 
[image: image10.wmf]C
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Будь-яке дійсне число 
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 можна розглядати як комплексне число 
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, у якого уявна частина дорівнює нулю:  
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. Таким чином, множина дійсних чисел 
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 є підмножиною множини комплексних чисел 
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Комплексне число  
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, у якого дійсна частина дорівнює нулю, а уявна частина відмінна від нуля, називається чисто уявним. 

Два комплексних числа 
[image: image18.wmf]1

1

1

iy

x

z

+

=

  і  
[image: image19.wmf]2

2

2

iy

x

z

+

=

 називаются рівними, якщо відповідно рівні їх дійсні та уявні частини: 
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Комплексне число рівне нулю  
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, якщо рівні нулю його дійсна та уявна частини: 
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Зауваження. Для комплексних чисел не існують поняття “більше”, “менше”. 
Комплексне число  
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  називається протилежним до числа 
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Два комплексних числа 
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, у яких дійсні частини однакові, а уявні відрізняються тільки знаком, називаются комплексно спряженими.  Очевидно, що  
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1.2. Дії над комплексними числами в алгебраїчній формі 

Операції додавання, віднімання, множення, ділення і піднесення до натурального степеня здійснюються за правилами дій над многочленами з врахуванням умови 
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 і зведенням подібних. 

Зокрема, додавання і віднімання комплексних чисел 
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 здійснюються покомпонентно: 
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Множення комплексних чисел 
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 здійснюється за правилом множення двочленів з урахуванням умо​ви 
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  і зведенням подібних: 
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Зауваження 1. Для множення комплексного числа 
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 на дійсне число 
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 досить кожну його компоненту по​множити на це число 
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Зауваження 2. Знайдемо натуральні степені уяв​ної одиниці:  
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Зауваження 3. При піднесенні комплексного числа  до натурального степеня можна застосовувати відомі з елементарної ма​тематики формули скороченого множення. 

Зауваження 4. Сума і добуток двох комплексно спряжених чисел 
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  є дійсним числом: 
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Зауваження 5. Дійсну і уявну частини комплексного числа 
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 можна виразити через саме число та йому спряжене 
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Ділення комплексних чисел 
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 виконується так:  1) треба чисельник і знаменник дробу 
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 до​множити на число 
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, спряжене до знаменника 
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;  2) врахувати, що 
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, і звести подібні;  3) почленно розділити чисельник на знаменник і одержати частку в алгебраїчній формі. 
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Зауваження 6. Основні властивості розглянутих арифметичних операцій над комплексними числами співпадають з відповідними властивостями аналогічних операцій над дійсними числами. Тому для комплексних чисел залишаються справедливими всі теореми, правила, формули, що виведені для дійсних чи​сел на підставі цих властивостей. 

Приклад. Виконати дії над комплексними числами в алгебраїчній формі:  
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Розв’язання.  Виконуємо  дії як над многочленами: 
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1.3. Геометрична інтерпретація. Модуль і аргумент 

комплексного числа 

Якщо на площині вве​дено прямокутну декартову систему координат 
[image: image66.wmf]Oxy

, то між множиною всіх точок цієї площини і множиною комплексних чи​сел 
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 можна встановити взаємно од​нозначну відповідність: кожному комплексному числу 
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 і навпаки (рис. 1). Дійсні числа зображаються точками осі абсцис 
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, тому вісь 
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 називається дійс​ною віссю. Чисто уявні числа зображаються точками осі ординат 
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 на​зивається уявною віссю. Чис​лу 
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 відповідає початок координат 
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Координатна площина 
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, яка зображає множину всіх комплексних чисел 
[image: image77.wmf]C

, називається комплексною площиною 
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 або 
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Зауваження 1. Комп​лекс​не число 
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, що виходить із початку координат 
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 і закінчується в точці 
[image: image83.wmf])

;

(

y

x

M

 (рис. 1). 

[image: image2503.wmf]L

Зауваження 2. Додавання і віднімання комплексних чи​сел можна здійснювати за правилами (трикутника і па​ралелограма) відповідних опе​рацій над векторами (рис. 2). Множення комплексних чисел можна розглядати як ще один вид (поряд зі скалярним і векторним) добутку плоских векторів. 

Якщо на комплексній площині (рис. 1) ввести також полярну систему координат 
[image: image84.wmf]j
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 з полюсом у початку де​картової системи координат і полярною віссю, суміщеною з віс​сю 
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, що зображає комплексне число 
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 можна задати полярними координатами 
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Полярний радіус 
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 (довжина радіус-вектора 
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) нази​вається модулем комплексного числа 
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 і позначається 
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Очевидно, що   
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Полярний кут 
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 (кут між радіус-вектором 
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 і полярною віссю 
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) називається аргументом комплексного числа 
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 і позначається 
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Аргумент 
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, як кут повороту, визначається з точністю до сталого доданку вигляду 
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 (довільного чис​ла повних обертів). 

Єдине значення 
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, що задовольняє умову 
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, називається головним значенням аргументу і позначається  
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Отже,  
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Головне значення аргументу визначається за формулою: 
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Зауваження 3. Для числа 
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 модуль дорівнює нулю 
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, а аргумент 
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 довільний. 
Зауваження 4. У рівних комплексних чисел 
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[image: image110.wmf]2

1

r

r

=

, а аргументи зв’язані співвідношенням 
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1.4. Тригонометрична і показникова форми 

комплексного числа 

Використовуючи зв’язок декартових і полярних координат 
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 можна подати у вигляді 
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Вираз 
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Перехід від алгебраїчної до тригонометричної форми задається співвідношеннями: 
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Якщо звернутись до основної формули Ейлера 
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Зауваження. З основної формули Ейлера випливають допо​міжні формули Ейлера:  
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Приклад 1. Довести тотожність: 
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Розв’язання. Перейдемо до експонент, скористаємося фор​мулою часткової суми геометричної прогресії, потім від експонент повернемось до тригонометричних функцій: 
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Приклад 2. Зобразити на комплексній площині і подати в тригонометричній та показниковій формах наступні комплексні числа, що задані в алгебраїчній формі: 
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1.5. Дії над комплексними числами 

в тригономет​ричній і показниковій формах
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Добутком двох комплексних чисел 
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Отже, 
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Отже, 
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Натуральним степенем 
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Із правила множення комплексних чисел в тригонометричній формі випливає перша формула Муавра: 
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Приклад 1. Піднести до степеня:   
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За першою формулою Муавра 
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Приклад 2. Знайти всі значення кореня: 
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Розв’язання. 

а)  Запишемо підкореневе число 
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За другою формулою Муавра 
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б)  Запишемо підкореневе число 
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  в тригонометричній формі 
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За другою формулою Муавра 
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1.6. Многочлени. Розкладання на множники. 
Розв’язання квадратних рівнянь 

Функція комплексної змінної 
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називається многочленом 
[image: image256.wmf]n

-го степеня стандартного вигляду. 

Тут  
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– комплексний аргумент:  
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– сталі ком​плексні коефіцієнти;  
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 називається  старшим коефіцієнтом, причому  
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 називається вільним членом. 

Теорема 1 (теорема Безу). При діленні многочлена 
[image: image263.wmf])
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 остача від ділення дорівнює 
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Доведення.  
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Наслідок 1. Якщо 
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– многочлен на одиницю меншого степеня. 
Теорема 2 (основна теорема алгебри). Будь-який много​член 
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 ненульового степеня 
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 має хоча б один корінь (дійсний чи комплексний). 
Наслідок 2. Будь-який много​член 
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 має рівно 
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 коренів, серед яких можуть бути однакові. 

Наслідок 3. Будь-який много​член 
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 ненульового сте​пе​ня 
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 розкладається на множники у вигляді: 
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– старший коефіцієнт;  
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– різні (дійсні чи комплексні) корені;  
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– відповідні кратності цих коренів, причому 
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Корені квадратного рівняння 
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з комплексними коефіцієнтами 
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 знаходяться за відомими формулами 
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де 
[image: image290.wmf]D

– одне зі значень квадратного кореня з дискримінанта 
[image: image291.wmf]D

. 

На множині комплексних чисел для коренів квадратного рівняння залишається справедливою теорема Вієта: 
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Приклад. Розв’язати квадратне рівняння: 
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2. Топологія множини комплексних чисел. 

Комплексні функції дійсної змінної 

2.1. Відстань між точками. Окіл точки. 

Нескінченно віддалена точка. 

Розширена комплексна площина 

Розглядається комплексна площина 
[image: image313.wmf]C

. 

Відстанню 
[image: image314.wmf](
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 між точками 
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 і 
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, що зображають комплексні числа 
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 і 
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 , називається довжина відпо​відного вектора 
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тобто відстань між комплексними числами 
[image: image321.wmf]1
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 і 
[image: image322.wmf]2
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 дорівнює модулю їх різниці 
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[image: image2505.wmf]0

Нехай 
[image: image324.wmf]e

 – довільне додатне дійсне число 
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Множина точок 
[image: image326.wmf](
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, що задо​вольняють умову  
[image: image327.wmf]e
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, на​зиваєть​ся 
[image: image328.wmf]e

-околом скінченної точки 
[image: image329.wmf]0

z

.  Окіл точки 
[image: image330.wmf]0
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 – це внутрішність круга з цент​ром в цій точці 
[image: image331.wmf]0
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 і радіусом 
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 (
[image: image333.wmf]e

-окіл точки 
[image: image334.wmf]0
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 заштрихований на рис.4). 
Для комплексних чисел особливу роль відіграє символ 
[image: image335.wmf]¥
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z

 – нескінченно віддалена точка. 

Зауваження 1. Для невластивого комплексного числа 
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 модуль дорівнює 
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, а поняття аргументу, дійсної та уявної частини позбавлені змісту. 

Зауваження 2. Нескінченно віддалена точка 
[image: image338.wmf]¥
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 – це зовнішність круга нескінченно великого радіуса з центром у початку координат. Іншими словами, нескінченно віддалена точка 
[image: image339.wmf]¥
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 – це об’єднання всіх точок кола нескінченно великого радіуса з центром у початку координат.  

Вся комплексна площина 
[image: image340.wmf]C

, що доповнена нескінченно віддаленою точкою 
[image: image341.wmf]¥
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, називається розширеною комплексною площиною 
[image: image342.wmf]C

. 

Зауваження 3. Склеюючи всі точки кола нескінченно великого радіуса з центром у початку координат, отримуємо сферу – ще одне зображення розширеної множини комплексних чисел 
[image: image343.wmf]C

. Точка 
[image: image344.wmf]¥
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 нічим не відрізняється від інших точок: можна розглядати її окіл,  перетин ліній в 
[image: image345.wmf]¥
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 і т.п. 

[image: image2506.wmf]y

Нехай 
[image: image346.wmf]R

 – довільне додатне дійсне число 
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Множина точок 
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, що за​довольняють умову  
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, на​зи​ваєть​ся 
[image: image350.wmf]R

-околом нескінченно віддаленої точки 
[image: image351.wmf]¥
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. Окіл точки 
[image: image352.wmf]¥
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 – це зовнішність круга з цент​ром в початку координат і радіусом 
[image: image353.wmf]R

 (
[image: image354.wmf]R

-окіл точки 
[image: image355.wmf]¥
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 заштрихований на рис.5). 
Наочне уявлення про окіл нескінченно віддаленої точки 
[image: image356.wmf]¥

=

z

 дає стереографічна проекція, що визначає взаємно однозначну відповідність точок розширеної комплексної площини та точок сфери Рімана – сфери одиничного діаметра, що дотикається до площини в початку координат (рис. 6). 
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Нехай 
[image: image357.wmf]ON

 – вертикальний діаметр (
[image: image358.wmf]O

 – південний, а 
[image: image359.wmf]N

 – північний полюс). Для довільної скінченної точки 
[image: image360.wmf]M

 комплексної площини точка 
[image: image361.wmf]P

 перетину відрізка 
[image: image362.wmf]NM

 зі сферою називається стереографічною проекцією точки 
[image: image363.wmf]M

. 

Така відповідність буде взаємно однозначною для всієї роз​ширеної комплексної площини, якщо прийняти, що північний полюс 
[image: image364.wmf]N

 служить стереографічною проекцією єдиної нескін​ченно віддаленої точки 
[image: image365.wmf]¥
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.  

Зауваження 4. Прямій чи колу на площині при стереографічній проекції відповідає коло на сфері. Зокрема, паралельним прямим відповідають кола, що дотикаються в нескінченно віддаленій точці 
[image: image366.wmf]¥
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. 
2.2. Область та її межа 
Непорожня множина 
[image: image367.wmf]D

 комплексної площини чи розширеної комплексної площини називається областю, якщо виконуються такі умови:  1) вона відкрита, тобто разом з кожною своєю точкою містить деякий окіл цієї точки;  2) вона зв’язна, тобто будь-які дві її точки можна сполучити деякою ламаною 
[image: image368.wmf]L

, всі точки якої належать цій множині 
[image: image369.wmf]D

. 

Зауваження 1. Ламана 
[image: image370.wmf]L

 може бути необмеженою лінією, що проходить через 
[image: image371.wmf]¥
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. При цьому вона залишається обме​женою на сфері Рімана. 

Точка 
[image: image372.wmf]0
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 називається межовою точкою області 
[image: image373.wmf]D

, якщо в кожному її околі містяться точки, що належать і що не належать цій області. 

Множина всіх межових точок 
[image: image374.wmf]G

 області 
[image: image375.wmf]D

 називається межею цієї області. 

Зауваження 2. Надалі розглядаються області, межа яких 
[image: image376.wmf]G

 складається зі скінченного числа кусково-гладких кривих та ізольованих точок. Межа може мати дві сторони – два “берега” розрізу. 

Якщо при русі вздовж межі 
[image: image377.wmf]G

 область 
[image: image378.wmf]D

 весь час залишається зліва, то такий напрям орієнтації межі 
[image: image379.wmf]G

 називається до​датним обходом. 

Об’єднання області 
[image: image380.wmf]D

 з її межею 
[image: image381.wmf]G

, називається замкненою областю (замиканням області 
[image: image382.wmf]D

) і позначається 
[image: image383.wmf]D

. 
Якщо межу o6лacті утворює одна лінія, що не має само​перетину, то область називається однозв'язною (рис. 7), а коли межу o6лacті утворюють 
[image: image384.wmf]k

 таких л1ній, що не мають самоперетину і спільних точок, то область називається 
[image: image385.wmf]k

-зв'язною (на рис. 8 зображена тризв’язна область). 

[image: image2508.wmf]r


Зауваження 3. Однозв’язна область 
[image: image386.wmf]D

 – це область, в якій довільну замкнену криву, що їй належить, можна неперервною деформацією стягнути в точку, залишаючись в цій області 
[image: image387.wmf]D

. Однозв’язна область не містить “дірок”, а багатозв’язна область – це область з “дір​ками”. 

2.3. Комплексні функції дійсної змінної. 

Лінії на комплексній площині 
Комплексна функція 
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Зауваження 1. Надалі розглядаються неперервні функції 
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 (рис. 9). Парамет​ричні рівняння цієї лінії:  
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Крива називається простою, якщо вона не має точок самоперетину:  
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Крива називається замкненою, якщо її початкова і кінцева точки співпадають:  
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Орієнтацію (напрям обходу) замкненої кривої 
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 (контуру) можна задати трьома її точками або двома її точками і од​нією внутрішньою точкою області 
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Зауваження 2. Крива на комплексній площині може бути задана в неявній формі рівнянням  
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Приклад 1. Визначити вид і зобразити на комплексній площині лінії, задані рівняннями: 
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Розв’язання. Щоб визначити вид лінії, підставимо в її рівняння 
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 з центром у початку координат, задане в параметричній формі (рис.12). 

Приклад 2. На комплексній площині зобразити замкнену область 
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Розв’язання.  Якщо замінити знак нерівності на знак рівності, то одержується рівняння лінії – частини межі відповідної області. Кожна лінія розбиває комплексну площину на частини. Вибирається та частина, довільно взята внутрішня пробна точка якої задовольняє відповідну нерівність. Шукана область, задана системою нерівностей, знаходиться як перетин вибраних множин. 
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 – два промені, що виходять з початку координат. Шукана область заштрихована на рис. 14.   
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2.4. Диференціювання та інтегрування 

комплексної функції дійсної змінної 
Комплексній змінній 
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Зауваження 1. На комплексній площині дотична до кривої 
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Приклад 1. Знайти рівняння дотичної до комплексно-пара​мет​рично заданої лінії 
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Для знаходження інтеграла 
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Приклад 2. Знайти інтеграл:  
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Розв’язання.   
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3. Функції комплексної змінної. Похідна. 

Поняття аналітичної функції. Конформне відображення 

3.1. Поняття функції комплексної змінної. 

Границя та неперервність 

Для геометричного тлумачення поняття функції комплексної змінної розглядаються два екземпляри площини комплексних чисел:  
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Зауваження 1. Множина 
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Нерухомою точкою відображення 
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Приклад 1. Знайти нерухомі точки заданого відображення: 
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Розв’язання. Нерухомі точки визначаємо як корені рівняння 
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Зауваження 2. Відображення 
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Зауваження 3. Задання комплексної функції комплексної змінної 
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Приклад 2. Знайти образи заданих ліній при відображенні функцією 
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Зауваження 4. Відображення 
[image: image560.wmf])

(

z

f

w

=

, що однолисте і неперервне в замкненій області 
[image: image561.wmf]D

, переводить цю область 
[image: image562.wmf]D

 в деяку замкнену область 
[image: image563.wmf]E

. При цьому межа області 
[image: image564.wmf]D

 перехо​дить в межу області 
[image: image565.wmf]E

 зі збереженням напряму обходу (принцип збереження напряму обходу). 

3.2. Похідна. Умови Коші – Рімана 
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Функція, що має скінченну похідну в точці 
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, називається диференційовною в цій точці. 

Зауваження 1. Хоча зображенням функції комплексної змін​ної служить вектор-функція, комплексне диференціювання не зво​дить​ся до векторного диференціювання і накладає більш жор​сткі вимоги на функцію 
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Доведення.  

Необхідність. Нехай функція 
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у співвідношення для приросту функції і відділимо дійсну та уявну частини 
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Останні дві рівності показують, що функції 
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Достатність умов Коші – Рімана приймемо без доведення. 

Зауваження 2. Згідно з умовами Коші – Рімана похідну функ​ції комплексної змінної можна подати через частинні похідні дійсної та уявної частин наступними чотирма способами:  
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Приклад 1. Перевірити, що функція 
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Знайдені частинні похідні задовольняють умови Коші – Рімана. Обчислимо комплексну похідну:   
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Зауваження 3. Умови Коші – Рімана можна подати в геометричній формі:  
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З такого геометричного тлумачення умов Коші – Рімана випливає, що вони зберігаються для будь-яких двох взаємно перпендикулярних напрямів 
[image: image624.wmf]n

m

r

r

,

 з тією ж взаємною орієнтацією, що і осі 
[image: image625.wmf]Oy

Ox

,

 (рис. 16):  

[image: image2514.wmf]D


[image: image626.wmf]l

v

m

u

n

v

m

u

¶

¶

-

=

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

;

 . 

Зокрема, в полярній системі координат умови Коші – Ріма​на мають вигляд: 
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Зауваження 4. Як і в дійсному аналізі, диференційовна в деякій точці функ​ція комплексної змінної є неперервною в цій точці. З означення похідної і властивостей границь випливає, що правила диференціювання і таблиця похідних функ​цій комплексної змін​ної не відрізняються від аналогічних співвідношень для функцій дійсної змінної. 

3.3. Поняття аналітичної функції. 

Зв’язок аналітичних функцій з гармонічними 
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 частин справедливі умови Коші – Ріма​на:  
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Якщо продиференціювати першу рівність по 
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і скористатись рівністю змішаних похідних з різним порядком диференціювання, то можна одержати співвідношення  
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що називається рівнянням Лапласа. 

Аналогічно можна одержати рівняння Лапласа для функції 
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Функція, що задовольняє рівняння Лапласа, називається  гар​монічною. 
Зауваження 1. Якщо останнє рівняння домножити почленно на уявну одиницю і скласти з попереднім, то можна одержати:  
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– рівняння Лапласа для комплексної функції 
[image: image655.wmf])

(

z

f

w

=

. 

Дійсна 
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 частини аналітичної функції 
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 є гармонічними. Ці функції також пов’язані умовами Коші – Рімана і тому називаються спряженими гармонічними. 

Зауваження 2. Дійсна і уявна частини аналітичної функції є залежними як спряжені гармонічні. Знаючи одну з них, можна знайти іншу з точністю до сталого доданка і відновити аналітичну функцію. Для знаходження конкретного значення сталого до​данка досить задати значення комплексної функції в деякій фіксованій точці. 

Приклад 1. Перевірити на аналітичність задану функцію і, у випадку аналітичності, подати її у вигляді 
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Частинні похідні 
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неперервні і зодовольняють умови Коші – Ріма​на, тому функція аналітична. 

Якщо в початковий вираз для комплексної функції підставити 
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то отримаємо її вираз у вигляді 
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Приклад 2. Перевірити, чи існує аналітична функція, дійсна частина якої 
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Щоб подати функцію у вигляді 
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З додаткової умови  
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3.4. Геометричний зміст модуля й аргументу похідної. 

Поняття про конформне відображення 
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Замінюючи відношення дуг відношенням їх хорд, можна одержати:  
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Геометричний зміст модуля похідної:  оскільки границя 
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Локальним коефіцієнтом повороту в точці 
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Оскільки кут нахилу дотичної дорівнює границі кута нахилу січної, , а з диференційовності випливає неперервність, то 
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Геометричний зміст аргументу похідної:  локальний коефіцієнт повороту в точці 
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Відображення, що має властивості консерватизму кутів та сталості розтягу, називається конформним. 

Отже, аналітична функція 
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Відображення називається конформним в області 
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Зауваження 1. При конформному відображенні нескінченно малі фігури перетворюються в подібні собі нескінченно малі фігури. Проте від точки до точки значення коефіцієнтів 
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Основна задача конформного відображення:  знайти аналітичну функцію 
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Зауваження 2. Викликає значний інтерес також більш проста задача:  знайти образ 
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Приклад 1. Визначити, яка частина комплексної площини розтягується і яка стискається при відображенні 
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Розв’язання.  Знайдемо похідну: 
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Обчислимо її модуль:   
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Оскільки коефіцієнт лінійного розтягу дорівнює модулю похідної, то область, де 
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 (рис. 18). Вну​трішня частина круга стискається, а зовнішня – розтягується. 

Приклад 2. Знайти образ квадрата (рис. 19) 
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при відображенні функцією 
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Розв’язання. Знаходимо дійсну й уявну частини заданої  функції:  
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Визначаємо образи сторін квадрата:  
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 (рис. 19). Користуючись відповідністю кутових межових точок і принципом збереження напряму обходу контуру, визначаємо, що образом квадрата служить внутрішня область 
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4. Деякі елементарні функції комплексної змінної 

та їх властивості 

4.1. Лінійна функція 
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 – комплексні сталі. 

Лінійна функція визначена на всій комплексній площині, однозначна і неперервна. Обернена їй функція 
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. Отже, лінійна функція аналітична, однолиста і здійснює конформне відобра​жен​ня на всій площині. 
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Лінійне відображення має кругову властивість:  пряма переходить в пряму, а коло – в коло. 
4.2. Степенева і коренева функції 
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 всюди не​перервна. Отже, степенева функція аналітична на всій комплексній площині. 
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-площину з розрізом по від’ємній дійсній півосі (рис.20). 
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Коренева функція (радикал) 
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4.3. Показникова функція 

Показникова (експоненціальна) функція комплексної змін​ної визначається рівністю 
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На дійсній осі 
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Похідна комплексної експоненти 
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Через періодичність комплексної експоненти 
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Кожна така смуга відображається в 
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-площину з вилученим початком координат (рис. 21). При цьому координатна сітка декартової системи на 
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-площині перетворюється в сітку по​лярних координат на 
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-площині. 
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4.4. Тригонометричні та гіперболічні функції 

Тригонометричні та гіперболічні функції комплексного ар​гументу визначаються за допомогою основної формули Ейлера 
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Оскільки комплексна експонента 
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Причому на відміну від дійсних функцій, на всій комплексній площині 
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Гіперболічні функції 
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Комплексні тригонометричні функції 
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 приймають нульові значення тільки в точках дійсної осі, в яких відповідно 
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 приймають нульові значення тільки в точках уявної осі, в яких відповідні тригонометричні функції перетворюються в нуль:  
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Зауваження 1. Для тригонометричних і гіперболічних функцій комплексного аргументу залишаються справедливими основні тотожності (синус и косинус суми, різниці та ін.), а також формули диференціювання.   
Допоміжні формули Ейлера 
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дають зв’язок гіперболічних функцій з тригонометричними. 

Зауваження 2. Геометрично зв’язок гіперболічних функцій з тригонометричними зводиться до поворотів на 
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Зауваження 3. При комплексних аргументах зникають прин​ци​пові відмінності між показниковою, тригонометричними і гіперболічними функціями:  експонента 
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 – необмеженими і т.п. Формули Ейлера відображають тісний внутрішній зв’язок цих функцій:  їх можна розгля​дати як різні прояви одних і тих же закономірностей. 
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4.5. Логарифмічна функція 

Логарифмічна функція комплексної змінної визначається як обернена до показникової: 
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Останній вираз показує, що функція 
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Зауваження 1. Багатозначну функцію 
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Однозначну гілку логарифмічної функції 
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Зауваження 2. Якщо число 
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Зауваження 3. На логарифм комплексної змінної поширю​ють​ся основні властивості звичайного логарифму дійсного аргументу: 
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Зауваження 4. Точкою розгалуження логарифмічної функції є також 
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Зауваження 5. За допомогою логарифмічної функції визначаються:  

а) загальна степенева функція 
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б) загальна показникова функція 
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 – довільне ненульове комплексне число. Ця функція багатозначна, її головне значення 
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в) показниково-степенева функція 
[image: image978.wmf]1

2

2

1

z

Ln

z

z

e

z

w

=

=

, де основа відмінна від нуля 
[image: image979.wmf]0

1

¹

z

. Ця функція нескінченнозначна, її головне значення
[image: image980.wmf]1

2

ln

z

z

e

w

=

. 

Зауваження 6. Багатозначні обернені тригонометричні і обер​нені гіперболічні функції визначаються як розв’язки відповідних рівнянь для прямих функцій. Переходячи в цих рівняннях за формулами Ейлера до експоненти, вказані аркфункції та​кож можна виразити через логарифмічну функцію. Наприклад: 
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Приклад 1. Знайти 
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Приклад 2. Розв’язати рівняння  
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[image: image990.wmf](

)

=

-

-

+

-

-

=

-

=

2

)

2

(

1

)

2

(

Ln

)

2

(

sin

i

i

Arc

z

 


[image: image991.wmf](

)

(

)

(

)

=

±

-

-

=

-

+

-

-

=

i

Ln

i

i

Ln

i

3

2

3

2

 


[image: image992.wmf](

)

(

)

(

)

(

+

-

+

±

-

=

-

+

±

-

=

|

|

ln

3

2

ln

)

(

3

2

i

i

i

Ln

Ln

i

 


[image: image993.wmf])

(

)

(

)

(

)

=

p

+

p

-

+

+

±

-

=

-

+

n

i

i

i

Arg

i

2

2

/

1

ln

3

2

ln

)

(

 


[image: image994.wmf](

)

(

)

3

2

ln

2

2

/

±

-

p

+

p

-

=

i

n

;   
[image: image995.wmf]...

,

2

,

1

,

0

±

±

=

n

.   
5. Інтеграл функції комплексної змінної  

5.1. Поняття комплексного інтеграла  

Нехай функція 
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Інтеграл від комплексної функції можна виразити через два дійсні криволінійні інтеграли за координатами: 
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Тому для інтеграла від комплексної функції справедливі відповідні властивості криволінійних інтегралів. Зокрема, при зміні напряму обходу кривої цей інтеграл тільки змінює знак:  
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Як і для дійсних криволінійних інтегралів, обчислення інтеграла від комплексної функції зводиться за допомогою методу заміни змінної до обчислення звичайного визначеного інтеграла.  

Приклад. Обчислити заданий інтеграл по вказаній дузі:  
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Зауваження. Для існування інтеграла досить неперервності підінтегральної функції 
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5.2. Первісна функції комплексної змінної. 

Інтегральна теорема Коші  

Якщо крива 
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Таким чином, інтеграл аналітичної функції можна подати у вигляді  
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Якщо зафіксувати нижню межу інтегрування, то одер​жа​ний інтеграл 
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Множина всіх первісних для даної функції утворює відповідний невизначений інтеграл. 

Для інтеграла аналітичної функції справджується формула Ньютона – Лейбніца 
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Зауваження. Таблиця інтегралів аналогічна відповідній таб​лиці для функцій дійсного аргументу, але підлогарифмові ви​рази не містять модулю.  

Приклад. Користуючись таблицею інтегралів, обчислити за​даний інтеграл аналітичної функції:  


[image: image1042.wmf]ò

+

=

i

z

dz

I

0

2

4

 . 
Розв’язання. 
[image: image1043.wmf](

)

=

+

+

=

+

=

ò

i

i

z

z

z

dz

I

0

2

0

2

4

ln

4

 


[image: image1044.wmf](

)

(

)

+

+

=

-

+

=

-

+

+

=

i

i

i

i

3

ln

2

ln

3

ln

2

ln

4

ln

2

 


[image: image1045.wmf](

)

6

/

2

ln

6

/

2

ln

2

ln

3

arg

p

=

-

p

+

=

-

+

+

i

i

i

i

.   
Умови незалежності криволінійного інтеграла  
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Аналогічне твердження справедливе для комплексного інтеграла аналітичної функції.  

Теорема (інтегральна теорема Коші для однозв’язної області). Якщо функція 
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Теорема Коші поширюється на багатозв’язну область (рис. 23):  якщо функція 
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Іншими словами, для складеного контуру справедливо:  інтеграл функції 
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При доведенні багатозв’язна область перетворюється в однозв’язну область за допомогою розрізів 
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5.3. Інтегральна формула Коші та її наслідки 
Інтегральна теорема Коші відкриває можливість визначення значень аналітичної функції всередині області через її значення на межі цієї області. 
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Із неперервності підінтегральної функції випливає, що останній інтеграл прямує до нуля при 
[image: image1090.wmf]0

®

r

 і при 
[image: image1091.wmf]0

=

r

 стає рівним нулю. Дістаємо інтегральну формулу Коші (інтеграл Коші) 
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Зауваження 1. У випадку багатозв’язної області інтегрування треба проводити по повній межі у додатному напрямі. 
Зауваження 2. Оскільки 
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Інтеграл Коші виражає значення аналітичної функції 
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Наслідок 1.  
[image: image1103.wmf]î

í

ì

Ï

Î

=

z

-

z

z

p

ò

.

,

0

;

,

)

(

)

(

2

1

D

z

D

z

z

f

d

z

f

i

C

 

Зауваження 3. Нехай функція 
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Таким чином, на межі області 
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 функція 
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Наслідок 2. Нехай функція 
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Ці співвідношення одержуються диференціюванням інтеграла Коші, де похідна по параметру береться від підінтегральної функції. 

Теорема і формула Коші знаходять широке застосування при обчисленні інтегралів по замкнутих контурах. 

Приклад. Обчислити інтеграл 
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Розв’язання. Підінтегральна функція 
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 (рис. 25). У підінтегральному ви​разі виділимо функцію 
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 (рис. 26). Підінтегральна функція 
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  (рис. 27). Побудуємо кола 
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де обхід всіх контурів здійснюється проти годинникової стрілки. 

У підінтегральному ви​разі першого доданка виділимо фун​кцію 
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Другий доданок 
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Таким чином, 
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6. Ряди функцій комплексної змінної 

6.1. Основні поняття про ряди з комплексними членами 

Теорема 1. Числовий ряд з комплексними членами 
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Ряд 
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 називається абсолютно збіжним, якщо збігається ряд з модулів його членів 
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Зауваження. Дослідження на збіжність рядів з комплексними членами зводиться до дослідження рядів з дійсними членами, що здійснюється за відомими ознаками збіжності дійсних рядів. 

Приклад 1. Дослідити на збіжність:  
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Розв’язання. 

а) Обидва дійсні ряди 
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б) Ряд з дійсних частин 
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в) Ряд з дійсних частин 
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г) Обидва дійсні ряди 
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 також розбігається. 
Приклад 2. Показати, що заданий ряд збігається абсолютно  
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Розв’язання. Дослідимо на збіжність ряд із модулів: 
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Цей ряд збігається як геометрична прогресія зі знаменником 
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Нехай в деякій області 
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 комплексної площини задана послідовність функцій комплексної змінної 
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називається функціональним рядом з комплексними членами. 

Функціональний ряд 
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Мно​жина всіх точок збіжності називається областю збіж​ності. 
Теорема 2 (теорема Вейерштрасса). Якщо члени функціональ​ного ряду 
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Теорема 3. Якщо члени функціонального ряду 
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 аналітичні в області 
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 і ряд збігається рівномірно в будь-якій замкненій області, що належить 
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6.2. Степеневі ряди. Ряд Тейлора 

Степеневим рядом з центром у точці 
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 називається функціональний ряд 
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 – коефіцієнти ряду (комплексні числа). 
Очевидно, що степеневий ряд завжди збігається в своєму центрі 
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Теорема 1 (теорема Абеля). Якщо степеневий ряд збігається в деякій точці 
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, то він абсолютно збігається в крузі радіуса 
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[image: image1233.wmf]2

z

 
[image: image1234.wmf](

)

0

2

z

z

¹

, то він розбігається поза кругом радіуса 
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За теоремою Абеля для степеневого ряду завжди існує так званий круг збіжності 
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 можуть бути як точки збіжності, так і розбіжності. Радіус цього 
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 круга називається радіусом збіжності. 

Зауваження 1. Очевидно, 
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Застосовуючи до ряду з модулів ознаку Даламбера чи радикальну ознаку Коші, радіус збіжності степеневого ряду можна знайти відповідно за формулами:  
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Приклад 1. Знайти радіус збіжності степеневого ряду:  
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Теорема 2 (теорема Тейлора). Нехай функція 
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 – аналітична всередині круга радіуса 
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 з центром у точці 
[image: image1256.wmf]0

z

. Тоді вона може бути подана у цьому крузі збіжним степеневим рядом Тейлора 
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Причому цей ряд визначається однозначно. 
Зауваження 2. Спираючись на наслідок 2 формули Коші, коефіцієнти ряду Тейлора можна подати у вигляді 
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 – довільний замкнений контур, що лежить в крузі 
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Зауваження 3. Якщо функція 
[image: image1265.wmf])

(

z

f

 – аналітична в області 
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 – внутрішня точка цієї області, то радіус збіжності ряду Тейлора 
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 не менший, ніж відстань точки 
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 області (рис. 28). Таким чином, радіус збіжності ряду Тейлора дорівнює відстані від центра 
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 до найближ​чої до нього особливої точки функції 
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Зауваження 4. Теорема Тейлора дозволяє дати еквівалентне означення аналітичної функції як функції, ряд Тейлора якої збігається до неї самої, що співпадає з прийнятим у дійсному аналізі. 
Зауваження 5. Ряд Тейлора для функції 
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Розвинення для експоненти, синуса і косинуса справедливі на всій комплексній площині. Радіус збіжності 
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 ряду для логарифму дорівнює 1. Радіус збіжності 
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[image: image1285.wmf]a

:  
[image: image1286.wmf]+¥

=

R

 при натуральному 
[image: image1287.wmf]a

  і  
[image: image1288.wmf]1

=

R

 при ненатуральному 
[image: image1289.wmf]a

. 
Приклад 2. Розкласти функцію 
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Приклад 3. Розкласти в ряд Лорана функцію 
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6.4. Ізольовані особливі точки та їх класифікація  

Точка 
[image: image1466.wmf]0

z

 називається ізольованою особливою точкою функції 
[image: image1467.wmf])

(

z

f

, якщо дана функція аналітична в деякому околі цієї точки, за винятком самої точки (в проколотому околі). 

Класифікація ізольованих особливих точок здійснюється за характером розвинення функції в ряд Лорана 
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в (проколотому) околі особливої точки 
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Зауваження. Особливі точки можуть бути неізольованими. Наприклад, функція 
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Зауваження 3. Якщо функція 
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Зауваження 4. Якщо 
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Нехай функція 
[image: image1612.wmf])

(

z

f

 аналітична в області 
[image: image1613.wmf]D

 з межею 
[image: image1614.wmf]G

 за винятком скінчен​ного числа 
[image: image1615.wmf]n

 внутрішніх ізольованих особливих точок 
[image: image1616.wmf]k

z

 
[image: image1617.wmf])

...,

,

2

,

1

(

n

k

=

 і неперервна на межі 
[image: image1618.wmf]G

. Тоді інтеграл по контуру 
[image: image1619.wmf]G

 дорівнює сумі лишків у всіх внутрішніх ізольованих особливих точках  


[image: image1620.wmf]å

ò

=

=

G

p

=

n

k

z

z

z

f

res

i

dz

z

f

k

1

)

(

2

)

(

 , 

де обхід межі 
[image: image1621.wmf]G

 здійснюється в додатному напрямі. 

Доведення. Охопимо кожну особливу точку окремим колом 
[image: image1622.wmf]k

g

 так, щоб ці кола не перетиналися одне з одним і з межею 
[image: image1623.wmf]G

. В одержаній багатозв’язній області, що обмежена контурами 
[image: image1624.wmf]G

, 
[image: image1625.wmf]1

g

, 
[image: image1626.wmf]2

g

, 
[image: image1627.wmf]n

g

, функція 
[image: image1628.wmf])

(

z

f

 буде аналітичною. За теоремою Коші (для складеного контуру) справедливо 


[image: image1629.wmf]å

å

ò

ò

=

=

=

g

G

p

=

=

n

k

z

z

n

k

z

f

res

i

dz

z

f

dz

z

f

k

k

1

1

)

(

2

)

(

)

(

 . 

Наслідок 1. Якщо функція 
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Наслідок 2. Нехай функція 
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Зауваження 5. Наведені в цьому пункті формули одержані в припущенні, що на контурах інтегрування немає особливих точок. 
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7.2. Обчислення інтегралів за допомогою лишків 

Обчислення комплексних інтегралів по замкненому кон​туру. За допомогою лишків можна обчислювати інтеграли по замкненому контуру від однозначних функцій, що не містять особливостей на контурі, або від однозначних гілок багатозначних функцій, якщо всередині контуру відсутні точки розгалуження.  

Приклад 1. Обчислити комплексний інтеграл 
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б) Перший спосіб. Усередині кола 
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Другий спосіб. Зовні кола 
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Розвинемо підінтегральну функцію 
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Звідси  
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Обчислення дійсних інтегралів за допомогою переходу до комплексних інтегралів. Звичайно, контур інтегрування ви​би​рають так, щоб інтеграл по деякій частині контуру при необмеженому його розширенні перетворювався в заданий дійсний ін​теграл, а інтеграл по частині, що залишилася, прямував до нуля.  
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Приклад 2. Обчислити дійсний невласний інтеграл 
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Приклад 3. Обчислити дійсний невласний інтеграл 
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Тоді, виділяючи дійсну частину, за наслідком леми Жордана отримаємо 
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Зауваження. Інколи зручно формувати контур інтегрування у вигляді прямокутника чи криволінійного трикутника.  
7.3. Функції від матриці 

та їх обчислення за допомогою лишків 

Операції диференціювання та інтегрування матриці здійснюються поелементно 
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Визначимо відповідну функцію від матриці 
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Зауваження 1. Як правило, інтеграл від матриці обчислюється за допомогою лишків. Наприклад, для діагональної матриці  
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Зауваження 2. Відомі з лінійної алгебри означення поширених функції від матриці не суперечать наведеному. Розглянемо, наприклад, матричний многочлен.  
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Отриманий вираз співпадає з означенням матричного многочлена, прийнятим в лінійній алгебрі. 

7.4. Логарифмічна похідна та її лишки. Принцип аргументу  
Похідна логарифму функції 
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Логарифмічним лишком функції 
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Розвиваючи логарифмічну похідну в ряд Лорана в околі полюса 
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Теорема (Принцип аргументу). Нехай 
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Зауваження 1. Число коренів 
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Зауваження 2. Аргумент функції 
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8. Фазові криві диференціальних рівнянь  

8.1. Лінійне однорідне диференціальне рівняння 
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Відокремлюючи змінні, можна знайти його загальний роз​в’язок 
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Як і в дійсному випадку, розв’язком рівняння служить експо​нента (при 
[image: image1813.wmf]0

¹

C

) – єдина відмінна від тотожного нуля функція, в якої похідна пропорційна їй самій, а також тотожний нуль (при 
[image: image1814.wmf]0

=

C

). Інших розв’язків рівняння не має. 
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8.2. Фазові криві лінійного однорідного 

диференціального рівняння 
Інтегральними кривими даного диференціального рівнян​ня 
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Проекція інтегральної кривої на площину залежних змінних 
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Зауваження. Різні фазові криві, як і відповідні інтегральні криві, ніколи не перетинаються. 
Розглянемо фазові криві на комплексній площині, де задано декартову 
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а) Якщо коефіцієнт 
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, тоді для ненульового розв’язку полярний кут залишається сталим 
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 (рис. 34). Такий вигляд картини фазових кривих називається нестійким (при 
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б) Якщо коефіцієнт 
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 (рис. 35). Такий вигляд картини фазових кривих нази​вається центром. 
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 частини, тоді для ненульового роз​в’язку змінюються як полярний кут 
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 (рис. 36). Фазовими кривими служать логарифмічні спіралі. Такий вигляд картини фазових кри​вих на​зивається нестійким (при 
[image: image1873.wmf]0

>

a

) чи стійким (при 
[image: image1874.wmf]0

<

a

) фокусом. 

[image: image2534.wmf]y

 

9. Плоске векторне поле. Комплексний потенціал 

9.1. Спеціальні плоскі векторні поля. 

Комплексний потенціал 

Нехай в деякій області 
[image: image1875.wmf]D

 координатної площини 
[image: image1876.wmf]Oxy

 за​дано плоске векторне поле, що визначається вектор-функ​цією 
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 – неперервні разом зі своїми частинними похідними в області 
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 за винятком, можливо, окремих точок. 

Нехай 
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 – деяка орієнтована крива в області 
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 – одиничні вектори відповідно дотичної та зовнішньої нормалі (рис. 37). .

Плоске векторне поле характеризується:  

дивергенцією  
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Поле, в якому відсутні джерела і витоки, називається соленоїдальним (трубчатим). 

Критерієм соленоїдальності є рівність нулю дивергенції 
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 або, що еквівалентно, рівність нулю потоку 
[image: image1888.wmf]F

 поля через довільний замкнений контур. Для потоку 
[image: image1889.wmf]F

 соленоїдального поля через довільну (можливо, незамкнену) кри​ву 
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 можна одержати 
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Тобто, для соленоїдального поля існує функція потоку (силова функція) 
[image: image1893.wmf])
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, що визначається умовами 
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Поле, в якому відсутні вихори, називається потенціаль​ним (безвихорним). 

Критерієм потенціальності є рівність нулю ротора 
[image: image1896.wmf]0
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 або, що еквівалентно, рівність нулю циркуляції 
[image: image1897.wmf]C

 поля по довільному замкненому контуру.  Для циркуляції 
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 потенціального поля по довільній (можливо, незамкненій) кривій 
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 можна одержати 
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Тобто, для потенціального поля існує потенціальна функція (потенціал) 
[image: image1901.wmf])
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, що визначається умовами 
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Поле називається гармонічним, якщо воно одночасно є соленоїдальним і потенціальним. 

Для гармонічного поля існують як потенціал 
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, так і функція потоку 
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. З наведених співвідношень випливає, що ці функції 
[image: image1906.wmf])

,

(

y

x

u

u

=

 і 
[image: image1907.wmf])

,

(

y

x

v

v

=

 зв’язані умовами Коші – Рімана 
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Отже, ці функції є спряженими гармонічними і складають комплексний потенціал 
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Вектор-функ​цію гармонічного поля можна подати в комплексній формі 
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Комплексна вектор-функ​ція 
[image: image1912.wmf]y

x

a

i

a

a

+

=

 зв’язана з похідною комплексного потенціалу операцією спряження: 
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Зауваження. Комплексний потенціал, як функція точки, може бути виражений у вигляді інтеграла вздовж кривої з фіксованим початком  
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9.2. Елементарні точкові особливості векторного поля 

 – джерело (витік) і вихор. Точковий диполь  

Довільне векторне поле можна подати у вигляді суперпозиції потенціального поля, породженого джерелами (витоками), і соленоїдального поля, породженого вихорами. Точкове джерело чи точковий вихор є найпростішими випадками, коли аналітичність функції комплексної змінної порушується тільки в одній ізольованій особливій точці 
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. Наведемо вирази для відповідних комплексних потенціалів. 

Точкове джерело (витік) у точці 
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 (рис. 38). 

Комплексний потенціал має вигляд 
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 – інтенсивність джерела (витоку):  
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Виділяючи в комплексному потенціалі дійсну 
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 (функція потоку) частини і переходячи до полярних координат, отримаємо 
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Силові лінії 
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 – промені, що виходять з джерела (входять в витік):   
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Лінії рівного потенціалу 
[image: image1928.wmf]const
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 – концентричні кола з центром у джерелі (витоку):   
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Точковий вихор у точці 
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 (рис. 39). 

Комплексний потенціал має вигляд 
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 – інтенсивність вихору (його циркуляція):  
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Силові лінії 
[image: image1939.wmf]const
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 – концентричні кола з центром у вихорі. 

Лінії рівного потенціалу 
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 – промені, що виходять з вихору. 

Зауваження 1. Якщо в точці 
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 одночасно знаходяться джерело і вихор, то в результаті накладання розглянутих вище полів виникає поле, силові лінії і лінії рівного потенціалу якого утворюють дві сім’ї взаємно ортогональних логарифмічних спіралей.  
Точковий диполь у точці 
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Розмістимо джерело 
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Якщо припустити, що при наближенні джерела і витоку один до одного, коли 
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, їх дипольний момент залишається сталим, то переходячи до границі при 
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, отримаємо комплексний потенціал точкового диполю 
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Потенціал 
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Лінії рівного потенціалу 
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 утворюють дві сім’ї кіл:  кола рівного потенціалу дотикаються до дійсної осі 
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Зауваження 2. У широкому розумінні, всі особливі точки аналітичної функції (як ізольовані, так і ні) є проявом наявності в них джерел (витоків), вихорів та їх суперпозицій.  
Зауваження 3. В інтегралі Коші вираз 
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 контуру інтегрування. Інтеграл Коші зводиться до неперервного підсумовування комплексних потенціалів точкових диполів вздовж усього контуру.  
10. Запитання для самоконтролю 
	1.
	Як записується комплексне число в алгебраїчній формі? 

	2.
	Чим відрізняється між собою пара комплексно спряжених чисел? Як виразити дійсну та уявну частини комплексного числа через саме число і йому спряжене? 

	3.
	Що служить геометричним зображенням комплексного чис​ла і всієї множини комплексних чисел? 

	4.
	Для яких двох точок на розширеній комплексній площині аргумент невизначений? Чому дорівнює модуль кожного з цих чисел? 

	5.
	Що називається околом скінченної точки комплексної пло​щини?  

	6.
	Що називається околом нескінченно віддаленої точки розширеної комплексної площини?  

	7.
	Які арифметичні операції зручно виконувати в алгебраїчній, а які – в тригонометричній чи показниковій формах? 

	8.
	Чим відрізняється добуток комплексних чисел від скалярного і векторного добутку векторів? 

	9.
	Скільки різних значень має корінь 
[image: image1966.wmf]n

-го степеня з комплексного числа? Як розміщені ці значення на комплексній площині? 

	10.
	Який вигляд має розклад многочлена на множники на мно​жині комплексних чисел? 

	11.
	Яка множина точок комплексної площини називається об​ластю? Замкненою областю?  

	12.
	Яка область називається однозв’язною? 
[image: image1967.wmf]k

-зв’язною? 

	13.
	Яке відображення називається комплексною функцією дійс​ної змінної? Що служить графіком такої неперервної функції? 

	14.
	Як здійснюється диференціювання та інтегрування комплексної функції дійсної змінної? 

	15.
	 Яке відображення називається комплексною функцією комп​лексної змінної? 

	16.
	В чому полягають умови Коші – Рімана диференційовності функції комплексної змінної? 

	17.
	 Як виражається похідна функції комплексної змінної через частинні похідні її дійсної та уявної частин? 

	18.
	 Яка функція комплексної змінної називається аналітичною в даній точці? 

	19.
	Що таке правильна і особлива точки аналітичної функції? 

	20.
	У чому полягає геометричний зміст модуля й аргументу по​хідної функції комплексної змінної ?

	21.
	Яке відображення називається конформним? Чому відображення, що задається аналітичною функцією, є конформним? 

	22.
	Як визначається комплексна показникова функція 
[image: image1968.wmf]z

e

? Які її основні властивості? 

	23.
	Якими формулами виражається зв’язок тригонометричних і гіперболічних функцій з комплексною експонентою
[image: image1969.wmf]z
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? 

	24.
	Як визначається комплексна логарифмічна функція 
[image: image1970.wmf]z

Ln

 та її головне значення 
[image: image1971.wmf]z

ln

? Які основні властивості комплексного логарифму? 

	25.
	Як інтеграл функції комплексної змінної виражається через дійсні криволінійні інтеграли? 

	26.
	В чому полягає інтегральна теорема Коші? Як вона узагаль​нюється на випадок багатозв’язної області? 

	27.
	Як записується інтегральна формула Коші, що виражає зна​чення аналітичної функції у довільній внутрішній точці через її значення на межі області? 

	28.
	Як виражається похідна 
[image: image1972.wmf]n

-го порядку від аналітичної  функ​ції через комплексний інтеграл? 

	29.
	Який числовий ряд з комплексними членами називається збіжним? Абсолютно збіжним? Умовно збіжним? 

	30.
	Що служить областю збіжності степеневого ряду?  

	31.
	Як визначається радіус збіжності степеневого ряду? 

	32.
	Як записується ряд Тейлора аналітичної функції? Як на прак​тиці знаходять розвинення аналітичної функції в ряд Тейлора?  

	33.
	Який вигляд має узагальнений степеневий ряд Лорана? Що називається його головною і правильною частинами? 

	34.
	 Що служить областю збіжності ряду Лорана?  

	35.
	Яка ізольована особлива точка називається усувною? Полюсом 
[image: image1973.wmf]m

-го порядку? Істотно особливою? 

	36.
	Що називається лишком аналітичної функції в її ізольованій особливій точці? 

	37.
	Чому дорівнює лишок в усувній ізольованій особливій точ​ці? 

	38.
	Як знаходяться лишок в полюсі? В істотно особливій точці?  

	39.
	Як знаходяться лишок в нескінченно віддаленій точці? 

	40.
	 В чому полягає основна теорема про лишки? 

	41.
	Чому дорівнює сума всіх лишків, включаючи лишок у не​скінченно віддаленій точці, для функції, що має скінченне число особливих точок?    

	42.
	Як визначається матричний многочлен через інтеграл Коші? Порівняйте це означення з тим, що прийняте в лінійній алгебрі. 

	43.
	Чому дорівнює лишок логарифмічної похідної в корені функції? В полюсі функції? 

	44.
	В чому полягає принцип аргументу?  

	45.
	Що називається фазовою кривою диференціального рівнян​ня? Назвіть основні види картин фазових кривих. 

	46.
	Яке плоске векторне поле називається соленоїдальним (труб​чатим)? 

	47.
	Яке плоске векторне поле називається потенціальним (без​вихорним)?  

	48.
	Яке плоске векторне поле називається гармонічним?   

	49.
	Як виражається комплексна вектор-функція плоского гар​монічного поля через похідну комплексного потенціалу? 

	50.
	Який вигляд мають силові лінії та лінії рівного потенціалу для точкового джерела ( витоку) і точкового вихору?  

	51.
	Який вигляд мають силові лінії та лінії рівного потенціалу для точкового диполю?  


11. Індивідуальні завдання для самостійної роботи 

Завдання 1. Задано квадратний тричлен 
[image: image1974.wmf]c

bz

az

+

+

2

 з дійс​ними сталими коефіцієнтами 
[image: image1975.wmf]c

b

a

,

,

 і комплексною змін​ною 
[image: image1976.wmf]z

.  Необхідно: 

а) знайти корені 
[image: image1977.wmf]1

z

 і 
[image: image1978.wmf]2

z

 заданого квадратного тричлена на множині комплексних чисел (в алгебраїчній формі 
[image: image1979.wmf]1

1

1

iy

x

z

+

=

 і 
[image: image1980.wmf]2

2

2

iy

x

z

+

=

),  роз​класти тричлен на множники  
[image: image1981.wmf]=

+

+

c

bz

az

2

 
[image: image1982.wmf](

)

(

)

2

1

z

z

z

z

a

-

-

=

 і перевірити теоре​му Вієта 
[image: image1983.wmf]a

b

z

z

/

2

1

-

=

+

;  
[image: image1984.wmf]a

c

z

z

/

2

1

=

;  

б) обчислити вираз  
[image: image1985.wmf](

)

i

z

bi

a

z

a

z

ci

z

2

2

1

2

1

-

+

+

+

+

, виконуючи дії в алгебраїч​ній формі;  

в) зобразити числа 
[image: image1986.wmf]1

1

1

iy

x

z

+

=

 і 
[image: image1987.wmf]2

2

2

iy

x

z

+

=

 на комп​лекс​ній площині, знайти модуль і аргумент кожного з цих чисел та подати 
[image: image1988.wmf]1

z

 і 
[image: image1989.wmf]2

z

 у тригоно​метричній і показниковій формах; 

г) користуючись тригонометричною формою, знайти 
[image: image1990.wmf]4

1

z

  та  
[image: image1991.wmf]3

2

z

. 

	№  в-та
	
	№  в-та
	

	1
	
[image: image1992.wmf]13

6

2

+

+

z

z


	16
	
[image: image1993.wmf]5

8

5

2

+

+

z

z



	2
	
[image: image1994.wmf]29

4

2

+

-

z

z


	17
	
[image: image1995.wmf]2

2

2

+

-

z

z



	3
	
[image: image1996.wmf]5

4

2

+

+

z

z


	18
	
[image: image1997.wmf]5

2

2

+

+

z

z



	4
	
[image: image1998.wmf]10

2

2

+

+

z

z


	19
	
[image: image1999.wmf]5

2

2

2

+

-

z

z



	5
	
[image: image2000.wmf]13

6

2

+

-

z

z


	20
	
[image: image2001.wmf]5

8

4

2

+

+

z

z



	6
	
[image: image2002.wmf]5

4

4

2

+

+

z

z


	21
	
[image: image2003.wmf]1

6

10

2

+

-

z

z



	7
	
[image: image2004.wmf]1

4

8

2

+

-

z

z


	22
	
[image: image2005.wmf]8

4

2

+

+

z

z



	8
	
[image: image2006.wmf]2

2

5

2

+

+

z

z


	23
	
[image: image2007.wmf]8

4

2

+

-

z

z



	9
	
[image: image2008.wmf]13

4

2

+

-

z

z


	24
	
[image: image2009.wmf]10

6

2

+

+

z

я



	10
	
[image: image2010.wmf]10

6

2

+

-

z

z


	25
	
[image: image2011.wmf]29

10

2

+

+

z

z



	11
	
[image: image2012.wmf]10

2

5

2

+

+

z

z


	26
	
[image: image2013.wmf]5

6

5

2

+

+

z

z



	12
	
[image: image2014.wmf]26

10

2

+

+

z

z


	27
	
[image: image2015.wmf]5

6

5

2

+

-

z

z



	13
	
[image: image2016.wmf]17

8

2

+

-

z

z


	28
	
[image: image2017.wmf]4

8

5

2

+

+

z

z



	14
	
[image: image2018.wmf]5

6

4

2

+

+

z

z


	29
	
[image: image2019.wmf]4

8

5

2

+

-

z

z



	15
	
[image: image2020.wmf]10

2

2

+

-

z

z


	30
	
[image: image2021.wmf]1

6

10

2

+

+

z

z




Завдання 2. На комплексній площині зобразити область 
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Завдання 3. Обчислити значення заданої функції 
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Завдання 7. Дано інтеграл від аналітичної функції 
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Завдання 9. Обчислити заданий дійсний невласний інтеграл, переходячи до комплексного інтеграла по замкненому контуру і застосовуючи лишки. 
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