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Загальні вказівки

Для забезпечення якісного зростання суспільного виробництва і досягнення найвищої продуктивності праці необхідно трансформувати господарський механізм до сучасних вимог управління. Розширюються права підприємств та їх самостійність, удосконалюються відповідальність і стимулювання праці і на цій основі підвищується вимоги трудових колективів, їх зацікавленість у кінцевих результатах праці. Важливим питанням також є удосконалення планування, організаційної структури управління, доведення принципів сучасних методів управління до первісних трудових осередків, до кожного робочого місця.

Курс "Економетрія" є одним з основних для студентів, які навчаються на факультетах економічному та менеджменті. Він складається з чотирьох тем, що охоплюють найважливіші методи вирішення завдань організації, планування і управління.

На лекціях студенти знайомляться зі способами й прийомами математико-статистичного моделювання техніко-економічних показників на основі якісного й кількісного дослідження умов виробництва, професійної майстерності робітників, рівня організації праці й технології та інших чинників.

У результаті вивчення курсу студенти повинні знати:
- основні теоретичні положення і методичні принципи математико-статистичного моделювання виробничих процесів та техніко-економічних показників;

- методику попередньої обробки результатів експериментальних досліджень, хронометражних даних та іншої виробничої інформації при вирішенні конкретних завдань організації, планування і управління;

- методи розробки кореляційних і регресійних залежностей техніко-економічних показників від умов виробництва.

У результаті вивчення курсу студенти повинні вміти:
- обробляти виробничу інформацію при вирішенні конкретних завдань;

- сформулювати й перевірити статистичні гіпотези;

- обґрунтувати форми зв’язків змінних;

- перевірити адекватність одержаного порівняння дослідним даним;

- оцінювати тісноту й суттєвість зв’язків;

- розробляти багатофакторні регресійні моделі;

- використовувати теоретичні положення мережних методів в організації та управлінні виробництвом.

Робоча програма курсу

Тема 1. Предмет, мета і завдання курсу

Необхідність, можливість та значення використання економіко-математичних методів у плануванні й управлінні. Роль методів і прийомів об’єктивного, якісного і кількісного дослідження економічних явищ для вирішення завдань з ефективного використання трудових, матеріальних і фінансових ресурсів.

Особливості економіко-математичного моделювання масових явищ і дослідження статистичних сукупностей. Науково обґрунтовані передумови якісного й кількісного аналізу техніко-економічних показників, виявлення об’єктивного їх взаємозв’язку з умовами виробництва.

Мета і завдання курсу. Його взаємозв’язок з профілюючими дисциплінами.

Тема 2. Основні теоретичні положення математико-статистичного моделювання техніко-економічних показників

2.1. Випадкові події та величини, їх числові характеристики

Достовірні, неможливі, випадкові й невизначені економічні процеси і явища. Випадкові події й випадкові величини. Генеральна й вибіркова сукупність. Роз’єднання досліджуваної сукупності, побудова статистичних і часових рядів розподілу. Узагальнюючі статистичні характеристики ряду розподілу випадкових величин. Імовірність як математичне визначення об’єктивної можливості відбутися чи не відбутися випадковому явищу. Роль закону великих чисел у дослідженні випадкових величин.

2.2. Закони розподілу випадкових величин

Форми відображення законів розподілу. Закон нормального розподілу та його значення в математичній статистиці. Встановлення імовірності попадання значення випадкової величини у визначений інтервал.

Стандартизація нормального розподілу.

2.3. Статистичні гіпотези та їх перевірки

Оцінка точності вихідної інформації. Грубі, систематичні й випадкові помилки. Розподіл випадкових помилок та їх властивості. Довірчі межі вибіркової середньої та максимальне відхилення із заданим рівнем надійності. Принцип практичної неможливості малоймовірних подій та його застосування в оцінці статистичних гіпотез. Поняття нульової (основної) та конкуруючої (альтернативної) гіпотез. Область прийняття гіпотези та критична область.

2.4. Попередня обробка результатів спостережень та техніко-економічної інформації

Етапи математично-статистичного моделювання. Основні принципи відбору змінних. Обґрунтування обсягу вибірки або достатності вихідної інформації. Виявлення спостережень, що різко відрізняються від основної маси вибіркових даних. Перевірка статистичної однорідності вибіркової сукупності. Дослідження закону розподілу функціональної ознаки.

Тема 3.Кореляція і регресія

3.1. Основні положення і етапи розробки кореляційних та регресивних залежностей

Функціональні й стохастичні відносини між явищами. Характер стохастичних відносин. Завдання регресивного аналізу при встановленні співвідношень між окремими змінними. Причинно-наслідкова, непряма й неправдива регресія. Регресивна модель як математичне відбиття закономірного зв’язку. Етапи розробки кореляційних і регресивних залежностей.

3.2. Основні форми зв’язку і розрахунок параметрів теоретичної лінії регресії

Групування дослідних даних, побудова кореляційного поля емпіричної лінії регресії. Підбір форми математичного рівняння залежності, що найчастіше зустрічаються й використовуються в економічних дослідженнях.

Обґрунтовані форми теоретичної лінії регресії. Зведення математичних функцій до лінійного виду шляхом функціонального перетворення змінних. Спосіб знаходження невідомих параметрів порівняння, мажорантність середніх при переході від порівнянь, де залежна змінна підлягала функціональному перетворенню. Використання ЕОМ для находження парних кореляційних залежностей між досліджуваними змінними.

3.3. Оцінка тісноти, суттєвості й лінійності (нелінійності) зв’язку між змінними

Показники ступеня розсіювання функцій для різних значень аргументу.

Емпіричне кореляційне відношення. Коефіцієнти парної кореляції й формули для його обчислення. Перевірка гіпотези суттєвості коефіцієнта кореляції.

Виявлення лінійності або нелінійності між функціональною ознакою та аргументом.

3.4. Перевірка відповідності отриманого рівняння дослідним даним

Якісний аналіз суті досліджуваного явища. Оцінка відхилень досліджених даних відносно теоретичної лінії регресії. Залишкова теоретична дисперсія.

Критерій адекватності Філера.

3.5. Множинна регресія

Необхідність виявлення відокремленого "чистого" впливу визначених факторів-аргументів у дослідженому процесі. Об’єднання парних рівнянь у випадках перетворення та не перетворення функціональних ознак. Складання системи порівнянь для визначення множинної регресії у натуральному й стандартизованому масштабі. Стандартна помилка коефіцієнтів регресії.

Проблема мультиколінеарності. Методика виявлення мультиколінеарності за зворотною кореляційною матрицею. Прийоми послаблення внутрішніх зв’язків між аргументами. Підбір функціональних перетворень та ортогоналізація змінних.

Тема 4. Математичні методи прогнозування

4.1. Прогнозуюча модель, її характер та загальний план складання

Необхідність обліку фактора часу при вирішенні завдань з удосконалення управління виробництвом, прогнозуванні науково-технічного прогресу та соціально-економічних процесів при розробленні господарських планів. Методичні основи й методи прогнозування моделей. Мета і етапи моделювання.

4.2. Тимчасові ряди. Виявлення загальної тенденції

Збирання вихідної інформації для формування тимчасових рядів. Переваги прогнозуючих рівнянь по окремих об’єктах у порівнянні з просторовими рівняннями по групі об’єктів. Графічне зображення даних на координатній сітці. Виявлення загальної тенденції й дослідження відхилень від неї.

Вирівнювання по слизькій середній. Обробка рядів динаміки при наявності сезонних коливань, виявлення загальної тенденції. Визначення середньої по частинах циклу. Авторегресія. Коефіцієнт авторегресії, його суттєвість.

Виявлення достатнього числа членів авторегресійної моделі. Виявлення точності й надійності авторегресії.

4.3.Складання багатофакторних прогнозуючих моделей

Особливості використання регресивного аналізу до рядів динаміки. Ряди динаміки для відхилень від меж трендів функціональних і факторіальних ознак. Коефіцієнти кореляції між відхиленнями. Виявлення лагів впливу факторів на функціональну ознаку. Багатофакторні регресійні залежності з урахуванням фактора часу. Методика складання багатофакторного рівняння регресій в "синхронній формі". Авторегресія для факторів, що діють синхронно. Складання багатофакторного порівняння, що встановлює значення прогнозованої функціональної ознаки за значеннями усіх аргументів за попередні періоди прогнозуючого порівняння, використання економіко-математичних методів для вирішення виробничих завдань.

Короткий конспект лекцій, поняття і визначення
Тема 1. Предмет, мета і завдання курсу

У період розвитку ринкової економіки темпи і значні масштаби зростання виробництва потребують використання величезних потоків інформації. Звичайні засоби обліку і аналізу витрат господарської діяльності підприємств, об'єднань не забезпечують ефективного оперативного управління складною системою.

У цих умовах підвищення якості господарського керівництва за допомогою математичного апарату і ЕОМ по всій системі управління, є важливою частиною технічного прогресу.

У постановах Ради Міністрів України неодноразово вказувалося на необхідність розширення досліджень з теоретичної і прикладної математики і, розвивати наукові роботи, направлені на вдосконалення і ефективне застосування в народному господарстві електронно-обчислювальної техніки.

Математика, як і інші науки, виникла і розвивається з потреб і запитів суспільства, з розвитку продуктивних сил і виробничих відносин. Отже, об'єктом вивчення кожної науки, в тому числі математики, є суспільне виробництво, його матеріально-технічні й соціально-економічні умови.

Специфічною особливістю дослідження виробничо-економічних явищ математичними методами є математичне формулювання взаємозв'язку елементів (чинників) виробництва, переклад інформації на мову математики, що необхідно при плануванні й управлінні підприємством.

Для комплексного дослідження і аналізу роботи підприємств житлово-комунального господарства потрібно, щоб використання економічної інформації відбувалося не тільки по основних процесах і ланках виробництва, але й по допоміжних і обслуговуючих цехах, було перекладено на мову такого математичного апарату, обчислювальний процес якої імітував технологічний процес і цим забезпечувалося математичне формулювання конкретного економічного явища в його якісно-кількісній єдності й визначеності.

Розвиток галузевих економічних наук і проектно-дослідницьких робіт у даний час досяг такого рівня, коли можливо здійснити математичне формулювання економічних явищ окремих ланок і процесів допоміжного виробництва й обслуговуючих цехів. Для застосування математичних методів у плануванні й управлінні міським господарством необхідно визначити:

· зміст виробничо-економічної інформації;

· математичний апарат, здатний імітувати технологічну структуру, що визначає економічні явища;

- можливість обчислювальної техніки;

- рівень механізації допоміжних робіт з обробки й підготовки інформації.

Застосування економіко-математичних методів і ЕОМ в плануванні і управлінні виробництвом в міському господарстві допомагає оперативно визначати:

- ступінь використання потужностей і фундацій, причини відхилення випуску продукції та інших техніко-економічних показників від планового завдання;

- ефективність організаційно-технічних заходів з ліквідації "вузьких місць" виробництва, 

- шляхи використання резервів виробництва, що забезпечують підвищення продуктивності праці і зниження собівартості послуг поряд з підвищенням матеріальної зацікавленості в праці.
Для вивчення ролі й властивостей математичного апарату, який використовується при економічних дослідженнях, необхідно розглянути наступні взаємозв'язані питання:

- зміст виробничо-економічної інформації, що перекладається на мову математики;

- значення математичного апарату для формулювання складних виробничо-економічних явищ;

- властивості й область застосування існуючих прийомів і способів математичного апарату для аналізу виробничо-господарської діяльності галузей житлово-комунального господарства.

Інформація про виробництво мусить бути достатньо повною для вирішення управлінських завдань. При її відсутності або отриманні тільки відомостей про результати роботи управління не буде науково обґрунтованим і ефективним, при надлишку інформації витрачається зайвий час і ускладнюються засоби для її збору й обробки, відстає аналіз від процесу виробництва, знижується роль керівництва.

Крім того, вся інформація у формі документації або цінних відомостей про "об'єкт" і "суб'єкт" управління повинна бути чіткою і доведеною до такої точності, щоб можна було її подати в математичній формі.

На сучасному етапі в галузях житлово-комунального господарства має місце наступна інформаційна звітність: статистична офіційна, планово-економічна, бухгалтерська, фінансова, з матеріально-технічного постачання й збуту, зміни технології виробництва, капітального будівництва, руху кадрів, конструкторська, оперативного обліку по цехах і робочих місцях (неофіційна звітність), різні відомості довідкового характеру.

Вказані види звітності, за винятком оперативної, забезпечують управління відомостями про розвиток підприємства в загальному вигляді за минулий період. Неофіційний оперативний облік первинних відомостей про зміну не тільки показників, але й умов виробництва по робочих місцях, бригадах і устаткуванню є тією інформацією, яка необхідна для оперативного управління виробництвом.

У практиці управління умови виробництва і нормативну базу називають первинною інформацією, а показники роботи вторинною. Такий розподіл інформації дозволяє конкретизувати зміст і обсяг даних, необхідних для оперативного техніко-економічного аналізу за процесами в часі (години зміни, доби, тижня і т.д.), і визначати показники результативної (вторинної) інформації.

Основні принципи, яким належить слідувати при проведенні кількісного аналізу, полягають у прийнятті якісного розуміння сторін економічних явищ, категорій і законів, забезпеченні однорідності об'єктів і достовірності початкових даних, що вивчаються, визначенні реальних меж дії отриманих математичних зв'язків.

Від об'єктивного, наукового встановлення основних обставин, чинників виробництва, при складанні кореляційних рівнянь, формулюванні тих або інших змін техніко-економічних показників роботи підприємства залежить об'єктивність аналізу, реальність висновків і рекомендації.

Звідси випливає, що необхідно не тільки глибоке знання властивостей і змісту математичних методів, головним чином теорії вірогідності і кореляції, але і правильне і осмислене їх застосування (методів) при аналізі явищ.

При дослідженні економічних явищ самими трудомісткими і відповідальними є встановлення чинників і критерію, отримання (збір) відповідної інформації про чинники і показники, побудова математичної моделі, що описує зміст задачі в кількісних термінах. Безумовно, що ніяка математична модель не може повністю відобразити всі реальні умови, а тільки суттєві.
У даний час до математичних методів відносять: математичну статистику, головним чином теорію кореляції; теорію вірогідності; метод статистичних випробувань; статистичну теорію ухвалення рішень. Всі ці математичні методи аналізу і досліджень ставлять завдання визначення ступеня зв'язку між чинниками виробництва і економічними показниками роботи галузей міського господарства. Тому вони покликані не тільки визначити зміну показників, але і встановити величину зв'язки між ними.

Метод кореляційного аналізу є найпоширенішим при дослідженнях, ним визначається ступінь зв'язку ряду чинників з економічними показниками досліджуваної сукупності. Цей метод виходить із звітно-статистичних відомостей, що інформують тільки про деякі обставини виробництва і лише в середньому по підприємствах за декілька років (місяців). Він застосовується, коли є кількісно однорідна статистична сукупність великого обсягу, що включає зміну економічних показників і основних обставин матеріально-технічних і соціально-економічних умовах виробництва.

Мета курсу "Економетрія" - викласти властивості математичних методів, їх практичне застосування за допомогою ЕОМ при плануванні й управлінні виробництвом (наданням послуг) в галузях житлово-комунального господарства, для здійснення і прискорення аналізу інформації і підвищення ефективності оперативного керівництва складною динамічною системою.

Безпосереднім способом дослідження і аналізу виробничо-економічних явищ за допомогою математики і обчислювальної техніки є математичне формулювання інформації, що складається з таких етапів:

- збір (отримання) виробничо-економічних відомостей по процесах і ланках виробництва:

- обробка і формулювання інформації по процесах, ланках і обслуговуючих цехах.

- перевірка на практиці впливу встановлених причин виробництва на показники роботи або експериментування за допомогою ЕОМ впливу матеріально-технічних умов на економічні показники виробництва (послуги).

Тема 2. Основні теоретичні положення математико-статистичного моделювання техніко-економічних показників

2.1. Випадкові події і величини, їх числові характеристики

З позиції теорії пізнання спостережувані в природі й суспільстві явища можна підрозділити на наступні види:

- достовірні (визначені), які обов'язково відбудуться, якщо буде здійснена певна сукупність умов, і приймуть умови, які явно можна передбачити;

- неможливі, які явно не відбудуться в певних умовах;

- випадкові, які при сукупності умов можуть відбутися або не відбутися, в результаті випробувань можуть прийняти будь-яке значення, причому невідомо, яке саме;

- невизначені, про які нічого не можна сказати відбудуться вони або не відбудуться, незалежно від створених умов.

Слід розрізняти випадкові події - факт і випадкові величини.

У теорії вірогідності під "подією" розуміється будь-яке (не обов'язково знаменне) явище. Подія-факт в кількісному і якісному відношенні може бути величиною невизначеною, оскільки про неї нічого не можна сказати з наперед відомою вірогідністю, а випадкова величина пов'язана з характером, змістом досліджуваного процесу.

Величина називається випадковою, якщо вона формується під дією багатьох дрібних причин, не піддатливих до результату випробувань повному контролю і обліку, діючих відносно незалежно один від одного.

Теорія вірогідності вивчає кількісні закони масових випадкових величин і явищ, але не ставить перед собою завдання передбачити, відбудеться одинична подія чи ні, - вона просто не в силах це зробити.

Предметом теорії вірогідності і прикладних її напрямів є вивчення закономірностей масових однорідних випадкових подій вірогідності. Випадкові величини підрозділяються на дискретні (переривчасті) й безперервні.

Дискретними називаються випадкові величини, які приймають окремі, строго визначені, ізольовані, кінцеві чисельні значення з певною вірогідністю, між якою не може бути проміжних (число робітників у бригаді, число перевезених за один рейс пасажирів і т.д.). При цьому число можливих значень дискретної випадкової величини може бути кінцевим і нескінченним.
Частіше зустрічаються безперервні випадкові величини, які можуть мати всі можливі значення в деякому кінцевому або нескінченному проміжку. Очевидно, число можливих значень безперервної випадкової величини нескінченне, наприклад, рівень собівартості перевезення одного пасажира, продуктивність праці і т.д.

Оскільки точність вимірювання або обліку завжди обмежена, то практично всі випадкові величини є дискретними.

Значна частина теорії вірогідності й математичної статистики пов'язана з необхідністю досліджувати і описувати велику сукупність об'єктів. Звичайно цю сукупність називають генеральною. Вона охоплює, наприклад, усіх мешканців великого міста, продукцію галузі народного господарства.

Якщо досліджувана сукупність об'єктів дуже численна або об'єкти вивчення труднодоступні, а також є інші причини, що не дозволяють вивчити всі об'єкти, то вдаються до вивчення якоїсь частини генеральної сукупності, що називається вибіркою.

Вибірка повинна бути представницькою або, як кажуть, репрезентативною. Якщо вибірка представляє не всю генеральну сукупність, а якусь її частину, то це називається зсувом вибірки. Зсув - одне з основних джерел помилок при використанні вибіркового методу.

Об'єктом дослідження теорії вірогідності є вибірка, що складається з n однорідних одиниць (елементів). Число n називається обсяг вибірки. Одиницями вибірки можуть бути різні економічні процеси і явища, результати виробничо-господарської діяльності підприємств: продуктивність праці, собівартість продукції, фондовіддача, рентабельність та ін.

Чисельні значення, які приймає досліджувана ознака, називають варрантами. Зміна величини ознаки в статистичній сукупності називається варіацією (коливається або розсіюванням).

Для того, щоб замінити в зареєстрованих значеннях процесу, що вивчається, будь-яку закономірність, їх треба привести до доступного для аналізу вигляду, тобто впорядкувати, класифікувати, систематизувати, згрупувати. Процес розчленовування досліджуваної сукупності на частини називається угрупованням.

Початковою базою для вивчення закономірностей тих чи інших явищ служать статистичні ряди розподілу, які будуються за якісними і кількісними ознаками.

Якщо ряди є послідовністю чисел, що характеризують зміну показника в часі, то вони називаються тимчасовими, а якщо показують розподіл одиниць сукупності, що вивчається, по окремих групах, виділених за певною ознакою, то варіаційними.

Число, що показує, скільки разів зустрічається та або інша одиниці сукупності, що вивчається, називається його частотою m.

Варіаційний ряд або ряд розподілу є таблицею, в якій в порядку убування або зростання перераховані можливі значення випадкової величини за вибіркою, що вивчається, з вказівкою їх частот.

Таблиця 2.1 – Значення випадкової величини

Значення випадкової

величини
Х1
Х2
Х3
...
Хn

частоти
m1
m2
m3
...
mn

Очевидно, що сума всіх частот рівна обсягу вибірки
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(2.1)

де
n-загальне число спостережень.

Якщо різних значень випадкової величини багато, то ряди розподілу складаються в інтервальній формі. Різниця між верхньою Хi і нижньої Хi-1 межами інтервалу називається його величиною:

∆Хi−Xi−Xi-1.





(2.2)

Число інтервалів не повинне бути надмірно великим. Для того, щоб можна краще проявити характерні особливості, пов'язані з природою величин, що вивчаються, рекомендується ділити проміжок варіації на 6÷16  інтервалів залежно від обсягу вибірки.

Отже, для визначення величини інтервалів необхідно різницю Хmax і Хmin (розмах варіювання) розділити на 6ч16 залежно від числа спостережень:
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(2.3)

У літературі зустрічається і таке визначення розрахунку інтервалів, як використання формули Стерджеса
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(2.4)

Отримане значення інтервалу ∆Х звичайно округляють. За величину і особливо центр інтервалу приймається деяке "зручне число", що має невелике число значущих цифр, щоб полегшити надалі обчислення.

Запис інтервальних рядів розподілу поданий в табл. 2.2.

Таблиця 2.2- Інтервальні ряди розподілу 

Значення випадкових величин
Х1−Х2
Х2−Х3
Х3−Х4
…
Xn-1−Xk

частоти
m1
m2
m3

mk

Сума частот представлена наступним чином:
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(2.5)

Дослідження не обмежується побудовою ряду розподілу тієї або іншої випадкової величини. Необхідно знайти декілька величин, так званих статистичних характеристик, які відображали б властивості ряду розподілу в цілому, повніше характеризували б сукупність і властиві їй закономірності. Інакше кажучи, ставиться завдання знаходження такого значення випадкової величини, навколо якої групуються всі інші і зустрічаються найбільш часто. Найважливішим і найпоширенішим з них є середня арифметична, яка позначається символом 
[image: image5.wmf]_

Х

. Якщо випадкова величина приймає n значень, то середня арифметична за незгрупованими даними є сумою її значень, розділеною на їх число:
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Середня арифметична зважена за групованими даними обчислюється таким чином:
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(2.7)

Середня арифметична, як і середня арифметична зважена, володіє тією властивістю, що сума відхилень значень випадкової величини від середньої арифметичної рівна нулю. Ця властивість дає можливість визначити середню арифметичну як центр угрупування випадкової величини.

Крім середнього значення ознаки важливо знати характер варіації, тобто як тісно концентруються всі значення елементів сукупності навколо середньої. З теоретичної точки зору самою відповідною мірою коливання ознаки служить дисперсія (від латинського dispercia - розсіяння), є квадратом відхилення дослідних даних від середнього значення:
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за незгрупованими даними,
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- за згрупованими даними.

Як бачимо, дисперсія випадкової величини в окремих випадках може мати нереальну розмірність. Для її усунення вводять середньоквадратичне відхилення, що розглядається в тих же одиницях вимірювання:
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Безрозмірним показником коливання випадкової величини є коефіцієнт варіації, який є відношенням
[image: image11.wmf]x
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, відображеним у відсотках:
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Якщо дисперсія або коефіцієнт варіації великі, то це свідчить про значний розкид випадкової величини її середнього значення. 

Випадкова величина характеризується двома основними параметрами:

- безліччю її можливих значень;

- вірогідністю того, що вона прийме ті чи інші значення з цієї множини.

Вірогідність є одним з основних понять математичної статистики. Вона є математичним визначенням об'єктивної можливості відбутися або не відбутися випадковому явищу.

При вивченні рядів розподілу використовують не тільки абсолютні значення появи випадкової величини mi (частоти), але й відносні частоти, тобто 
[image: image13.wmf]n

m

.

Згідно з теоремою Якова Бернуллі (1654-1705), що отримала назву "закону великих чисел" в статистиці, можна передбачати відносну частоту події.

Теорія Я. Бернуллі була опублікована в 1713г. Стосовно вибірки вона формулюється так: з вірогідністю, скільки завгодно близькою до одиниці, можна стверджувати, що різниця між відносною частотою і часткою в генеральній сукупності при достатньо великому обсязі вибірки буде скільки завгодно мала.

Коротко теорема Я. Бернуллі записується так:
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З цього виходить, що вірогідність події А визначається формулою

P (A) =
[image: image15.wmf]n
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Сума всіх відносних частот дорівнює 1, тобто
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З визначення вірогідності випливають наступні її властивості:

1.Вірогідність неможливої події дорівнює 1. При m=n
P(A)=
[image: image17.wmf]n

m

=
[image: image18.wmf]n

n

=1.

2. Вірогідність неможливої події дорівнює нулю. При m=0
Pa=
[image: image19.wmf]n

m

=
[image: image20.wmf]n
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3.Вірогідність випадкової події є позитивне число, укладене між нулем і одиницею.

Дійсно випадковій події сприяє лише частина із загального числа елементарних результатів випробувань. У цьому випадку о<m<1, значить

о<
[image: image21.wmf]n

m

<1

о≤P(A)≤1.

4. Вірогідність протилежної події дорівнює різниці між одиницею і вірогідністю даної події, тобто

P(B)=1−P(A).

5. Якщо в результаті випробування повинне відбутися одне, і тільки одне з деяких подій А1,А2,…Ак,  то сума всієї вірогідності дорівнює одиниці, тобто

P1(A1)+P2(A2)+…+Pk(Ak)=1.

Одним з узагальнюючих результатів закону великих чисел є те, що при достатньо великому числі спостережень n середнє значення випадкової величини 
[image: image22.wmf]Х

 приблизно дорівнює її математичному очікуванню, або М(х)=
[image: image23.wmf]Х

. Така середня називається стохастичною.

З цього виходить, що математичне очікування дискретної випадкової величини є невипадкова (постійна) величина. Тим самим П.Л.Чебишев (1821-1894) довів, що сукупні дії великого числа чинників призводять до результату, майже не залежному від випадку.

У вузькому значенні слова під законом великих чисел розуміється ряд математичних теорем, в яких встановлюється факт наближення середніх показників у результаті великого числа спостережень до деяких постійних величин.

У широкому значенні слова зміст закону великих чисел полягає в тому, що при великому числі випадкових явищ їх середній результат практично перестає бути випадковим і може бути представлений з великою визначеністю.

2.2. Закони розподілу випадкової величини
Законом розподілу випадкової величини називається співвідношення, що встановлює зв'язок між можливими значеннями випадкової величини і відповідними їм вірогідностями.

Найпростішою формою завдання такого закону служить таблиця, в якій перераховані можливі значення випадкової величини і відповідні їм ймовірності.

Таблиця 2.3-Значення випадкової величини і відповідні їм ймовірності

Х1
Х2
Х3
...
Хn
Разом

Р1
P2
P3
...
Pn
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=

n

i

Pi

1

=1

Щоб надати ряду розподілу наочний вигляд, будують його графічне зображення у вигляді гістограми, полігону, кумуляти і огіви.

Табличний розподіл можливих значень випадкової величини і відповідних їй ймовірностей, графічне зображення кривих розподілу і аналітичний опис вказаної залежності є форми закону розподілу.

Криві розподілу можуть бути самої різної форми. Проте серед них слід виділити так звані одновершинні криві, що часто зустрічаються.

В економічних дослідженнях симетричні розподіли зустрічаються рідко. Набагато частіше вершина кривої знаходиться не в центрі, а дещо зміщена. Зустрічається також двопіковий розподіл. Його наявність свідчить про те, що розглядається неоднорідна сукупність.

Теоретичними розподілами в економічних дослідженнях головним чином закон є Пуассона, показовий, біномінальний, Стьюдента, 
[image: image25.wmf]1
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- квадрат, Лапласа, нормальний та ін.

Нормальний закон розподілу реалізується для випадкових величин, які формуються під сумарною дією багатьох незалежних поміж собою дрібних причин, дія кожної з яких мала в порівнянні із загальним результатом.

У математичній статистиці нормальний розподіл відіграє роль стандарту, з яким порівнюються інші розподіли.

Формула нормальної кривої має наступний вигляд:
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де 
Х - випадкова величина;


[image: image27.wmf]Х

 - середнє арифметична або математичне очікування;

σх - середнє квадратичне відхилення;

π =3,14159, е=2,71828 - відомі константи.

Крива Гаусса - Лапласа має горбоподібний вигляд і симетрично розташовується відносно вертикальної прямої. Центр угрупування випадкової величини і форму нормальної кривої визначають числові характеристики 
[image: image28.wmf]Х

 і σх.

При Х= 
[image: image29.wmf]Х

функція має максимум, рівний
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Симетрія кривої Х=
[image: image31.wmf]Х

 вважається основною властивістю нормального розподілу: однакові відхилення значення випадкової величини від її середнього в обидві сторони зустрічаються однаково часто.
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Рис. 2.1 - Крива Гаусса - Лапласа

При збереженні своєї загальної форми крива розподілу нормального закону може мати різний ступінь пологості й крутизни залежно від значення σх.
У математико-статистичних дослідженнях, незалежно від розмірності випадкової величини Х, може бути визначена відносна частота.

По правому 3σ величина абсолютного відхилення випадкової величини від середнього по вибірці менше ± 3σх з вірогідністю 0,997. Лише 0,3% всього Хi числа спостережень виходить з "трисигмових меж". В інтервалі від Х-σх до Х+σх знаходиться 68,3% спостережень, в інтервалі від Х-2σх до Х+2σх - 95,5% спостережень. Як було сказане вище, максимум
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Оскільки площа диференційованої функції нормального розподілу дорівнює одиниці, то зі зростанням σх максимальна ордината нормальної кривої убуває, а сама крива стає більш пологою. Навпаки, з убуванням σх нормальна крива стає більш гостроверхою.

При 
[image: image33.wmf]Х

=0 і ух=1 нормальну криву називають нормованою:
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Величина 
[image: image35.wmf]2
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 табульована і може бути визначена з відповідних математико-статистичних таблиць (диференціальна функція Лапласа). У цих таблицях наведені функції f (х), відповідні позитивним значеннях Х. Для від’ємних Х користуються тими ж таблицями, оскільки функція f (х) парна, тобто f (-х)=f (x). У таблиці наводяться значення f (х) для Х від 0 до 4 через 0,01.

Для того, щоб можна було користуватися готовими таблицями, потрібно криву нормального розподілу привести до стандартної форми. Стандартизація полягає в переході від випадкової величини Х, має математичне очікування 
[image: image36.wmf]Х

 і середньоквадратичне відхилення σх, до допоміжної величини називаної центрованим і нормованим відхиленням:
t=
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Використовуючи відповідні таблиці значень, будують таблицю стандартизованого розподілу вірогідності.

Якщо на вісь абсцис нанести значення t, а на вісь ординат вірогідність P(t), то графічне зображення дає нормальну криву. Фізичне значення t означає, на скільки середньоквадратичних відхилень σх змінюється значення випадкової величини від її середнього значення 
[image: image38.wmf]Х

.

2.3. Статистичні гіпотези та їх перевірка

При вибіркових обстеженнях допускаються різного роду похибки, при цьому розрізняють грубі, систематичні й випадкові помилки.

Грубі помилки за абсолютними величинами значно відрізняються від всього ряду помилок і підлягають виключенню з ряду спостережень.

Систематичні помилки є наслідком впливу певних чинників, що спотворюють результати вимірювань за певним законом у відомому напрямі. Вони викликані зносом засобів вимірювання, їх неправильною установкою, дією зовнішнього середовища і т.п. 

Випадковими називають такі помилки, характер зміни яких не володіє видимою закономірністю. Кожна подальша помилка за абсолютним значенням може бути більше або менше попередньої.

Аналіз випадкових похибок ґрунтується на теорії випадкових помилок, яка дає змогу з певною гарантійною вірогідності обчислити дійсне значення шуканої величини.

В основі теорії випадкових помилок лежать наступні підтверджені досвідом висновки:

1. Різниця у значеннях характеристики вибіркової і генеральної сукупності складе помилку вибірки 
[image: image39.wmf]Х
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 і т.д. Ці помилки є випадковими величинами. Тому необхідно в кожному конкретному випадку визначити не тільки розмір помилки, але і надійність або гарантію того, що цей розмір не буде перевищений.

2. Вибіркові середні також симетрично розподіляються навкруги генеральної середньої, незалежно від характеру розподілу випадкової величини в генеральній сукупності.

Закономірність розподілу випадкових помилок спостережень описується нормальною кривою. Карл Гаусс (1777-1855 рр.) використовував її як основу для теорії випадкових помилок вимірювань.
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Рис. 2.2.- Крива розподілу випадкових помилок спостережень

Вся площа під кривою дорівнює 1. Основна маса випадкових помилок групується навколо середнього значення, яке дорівнює 0.

На ділянці, обмеженій 
[image: image42.wmf]Х

+σх, знаходиться 68,3% всіх спостережень; на ділянці, обмежений 
[image: image43.wmf]Х

+2σх і 
[image: image44.wmf]Х

–2σх –95,3%; на ділянці, обмеженій 
[image: image45.wmf]Х

+3σх і 
[image: image46.wmf]Х

–3σх –99,7%.

На основі характерних властивостей розподілу випадкових помилок спостережень можна зробити висновок, що при достатньо великому обсязі вибірки n її числові характеристики за вірогідністю наближаються до відповідних значень характеристики генеральної сукупності.

Рівень значущості звичайно вимірюється у відсотках і їх чисельне значення заснована на так званому принципі незалежності маловірогідних подій. На практиці звичайно приймають рівні значущості, що знаходяться між 0,01-0,05. Відповідно їх називають одновідсотковими, двовідсотковими і т.д.

З принципу неможливості маловірогідних подій випливає наступний висновок: якщо випадкова подія має вірогідність дуже близьку до одиниці, то практично можна вважати, що в одиничному випробуванні ця подія наступить (P(0,99).

Припущення щодо закономірностей, які мають місце в генеральній сукупності, називається статистичною гіпотезою, а критерій її перевірки - статистичною характеристикою.

Як критерій перевірки вибирається деяка статистична характеристика. Припущення, що висувається, може бути помилковим, внаслідок вибіркової помилки, і має назву нульової гіпотези Но.
Конкуруюча (протипожежна) гіпотеза означає, що має місце суттєва відмінність між вибірковими значеннями в генеральній сукупності. Сформулювавши гіпотезу Но, можна зіткнуться з чотирма ситуаціями:

- гіпотеза Но правильна, а її забракували, оскільки характеристика потрапила в критичну область, тобто допущена помилка першого роду, вірогідність якої рівна рівню значущості α;
- гіпотеза правильна і її прийняли, оскільки характеристика потрапила в допустиму область, тобто рішення правильне;

- гіпотеза неправильна і її прийняли, оскільки характеристика потрапила в критичну область, тобто рішення правильне; 

- гіпотеза неправильна, а її відкинули, оскільки характеристика потрапила в допустиму область. Допущена помилка другого роду, тобто прийнята невірна гіпотеза.

Як видно, рівень значущості можна тлумачити як ризик вчинити помилку першого роду, тобто забракувати правильну вірну гіпотезу. В зв'язку з цим для ухвалення гіпотези рівень значущості призначають п'ятивідсотковий (α=0,05), а для бракування гіпотези - одновідсотковий (α=0,01).
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Рис. 2.3- Довірчі межі й критична область ряду розподілу

Областю ухвалення гіпотези називають сукупність значень вибраного критерію, при яких гіпотезу приймають, критичною областю - при значеннях критеріях, коли нульову гіпотезу відкидають.

Вибіркова середня є певне число, яке можна розглядати як випадкову величину. Отже можна говорити про її розподіл і про числові характеристики цього розподілу (
[image: image47.wmf],

Х

σх2, σх та ін).

Двостороння область, в яку повинна потрапити середня генеральної сукупності, визначається довірчими межами при певному рівні значущості 2Ф(t)=0,95 або за інтегральною функцією Лапласа t=1,96.

Інтервал Х±1,96
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 означає, що з вірогідністю P=0,95 генеральна середня потрапляє в довірчі межі, а з вірогідністю P=0,05 лежить зовні цих меж, тобто потрапляє в критичну область. Міра можливої відмінності між вибірковою середньою і середньою генеральної сукупності має назву стандартної помилки.

Слід мати на увазі, що вибіркові середні, як і випадкові помилки спостережень, симетрично розподіляються навколо генеральної середньої за умови, що обсяг вибірки складає n≥30 спостережень. При малому обсязі вибіркових даних n≥30 розподіл вибіркових середніх відрізняється від нормального тим більше, чим менше обсяг вибірки.

Межі довірчого інтервалу при малих вибірках n≥30 обмежується коефіцієнтом tα, який був запропонований в 1908 р. англійським математиком і хіміком В.С. Госсетом, який публікував свої роботи під псевдонімом "Стьюдент" - студент. Надалі цей коефіцієнт отримав назву коефіцієнт Стьюдента це спеціально розроблені таблиці з урахуванням обсягу вибірки).

Доцільно дотримуватися такої послідовності попередньої обробки результатів спостережень при n≥30:

1.Результати спостережень записують в таблицю.

2.Обчислюють середнє значення 
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 з n спостережень:
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EMBED Equation.3[image: image51.wmf]å
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3. Визначають похибки окремих спостережень:
ΔХi=
[image: image52.wmf]Х

–Xi  та їх квадрати (ΔХi)2.
4. Відсіюють спостереження, різко відмінні від інших. Для цього знаходять:

4.1.Середню квадратичну похибку:
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(2.21)

4.2.Задаються значенням похибки α =0,95

4.3.Визначають коефіцієнт Стьюдента tα=(n) для заданої надійності P і кількості спостережень n
4.4.Знаходяться межі довірчого інтервалу (похибки результатів спостережень):

ΔХ= tα(n) Δσх, Х=
[image: image54.wmf]Х

± ΔХ.

4.5.Обчислюють відносну похибку вибіркових даних:
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2.4. Попередня обробка результатів спостережень і техніко-економічної інформації

Економічні явища утворюються не як результат однозначного зв'язку причин і наслідку, а як результат складного переплетіння і взаємодії багатьох причин і наслідків.

Математико-статистичному моделюванню передує чітке уявлення суті вирішуваної задачі, аналіз її змісту з використанням технологічної, економічної і інженерної логіки. При цьому доцільно:

- вивчити літературу і узагальнити професійні знання про об'єкт дослідження;

 - чітко сформулювати мету і завдання дослідження;

- визначити джерела, обсяг і методи отримання виробничо-економічної інформації;

- провести попередній якісний і кількісний математико-статистичний аналіз результатів спостережень.

При визначенні умов виробництва, що впливають на досліджуваний показник, слід дотримуватися апробованих принципів якісного аналізу:

- кожний чинник повинен бути теоретично обґрунтованим і змістовним, мати самостійне значення і не дублювати інші;

- вибіркові дані повинні бути представницькими, мати точне кількісне вимірювання, бути однорідними і зіставлюваними в часі й просторі.

Джерелами отримання виробничо-економічної інформації служать: статистична, бухгалтерська, виробничо-господарська, результати хронометражних спостережень і фотографії робочого часу, дані спеціальних обстежень і експериментів, що проводяться, експертні оцінки фахівців та інші матеріали.

Об'єктивність математико-статистичного моделювання багато в чому залежить від показовості (репрезентативності) й однорідності вибіркових даних.

Заздалегідь обґрунтовується обсяг вибірки n або перевіряється достатність початкової інформації для отримання математико-статистичних моделей заданої точності й надійності.

За теоремою Ляпунова для різних незалежних вибірок достатньо великого обсягу n, отриманих з однієї і тієї ж генеральної сукупності, середнє арифметичне 
[image: image56.wmf]_
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підкоряється нормальному закону розподілу з дисперсією σу2, рівної 1/n-ї частини дисперсії випадкової величини. При цьому максимальне відхилення є вибірковою середньою 
[image: image57.wmf]_
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від генеральної середньої Ў, має назву стандартної помилки і визначається за формулою

Ў-
[image: image58.wmf]_
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де ţα – значення змінної в стандартизованому масштабі.
ţα=
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визначається за інтегральною функцією Лапласа. Звідси 
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де n – кількість спостережень.
Приклад. Встановити, при якому обсязі спостережень n вибірка є генеральною сукупністю, якщо Р=0,95 або 95%, ε=0,85 і σу=4,56?

Вирішення. Р=2Φ(ţα)=0,95 або Ф(ţα)=
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 за нормованою інтегральною функцією Лапласа знаходимо ţα=1,96. Звідси
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 спостережень
Виявлення спостережень, різко відмінних від основної маси вибіркових даних, ґрунтується на тому, що коли 
[image: image64.wmf]i

Y

_

 розподілені приблизно за нормальним законом, то найбільше відхилення від середнього значення за абсолютною величиною перевищує приблизно 3σу2, тобто всі спостереження повинні розміщуватися в інтервалі
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Точніше, контроль приналежності до досліджуваної вибірки різко відмінних значень проводиться при рівні значущості α з урахуванням обсягу вибірки n. При цьому визначається 
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а потім за таблицею інтегральної функції Лапласа знаходиться значення tα і допустимий інтервал записується у вигляді 
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Приклад. Є вибірка обсягом n=150 спостережень. Середнє значення по вибірці 
[image: image68.wmf]_
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=12,86; середнє квадратичне відхилення σу2=6,24; рівень значущості α =0,05; максимальне значення ознаки ymax =32,64, що вивчається; мінімальне – ymin =3,42. Визначити можливість використання в подальших дослідженнях ymax і ymin.
Вирішення. При заданому рівні  
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Допустимий інтервал дорівнює
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Всі спостереження можуть бути використані при подальшій обробці.

У разі, якщо початкова інформація отримана по декількох об'єктах або групах, необхідно перевірити її однорідність. Така перевірка ґрунтується на гіпотезі рівності вибіркових середніх обсягами ni і nj, отриманих з однієї генеральної сукупності. 

З теореми Чебишева, що зі збільшенням обсягу вибірки її середнє значення прагне за вірогідністю до генеральної середньої, випливає наступний висновок: якщо по декількох вибірках достатньо великого обсягу з однієї і тієї ж генеральної сукупності буде знайдено вибіркові середні 
[image: image71.wmf]_

i

Y

 і
[image: image72.wmf]_

j

Y

, то вони будуть приблизно рівні між собою.

За умови незалежності вибірок і їх приналежності до єдиної нормально розподіленої генеральної сукупності для будь-яких двох вибірок  i-ої і j-ої маємо ймовірність
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де σi2, σj2 – вибіркові дисперсії;

     ni, nj – обсяги вибірок.

Наявні різниці 
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 відносяться до відповідної стандартної помилки. Як критерій перевірки приймають нормовану різницю, яку обчислюють на основі співвідношення: 
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що порівнюється з табличним значенням ţα, де 2Φ(ţα)=1-α.

Гіпотеза однорідності вибіркових даних затверджується при Р=2Φ(ţα)=0,95 і менше, тобто α=0,05 і більше. Це означає, що при всіх значеннях tij
[image: image77.wmf]96
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 вся сукупність вихідних даних вважається приблизно однорідною і обробка може вестися по всьому масиву. 
Приклад. По двох об'єктах зібрана інформація з наступними кількісними характеристиками:  n1=54; n2=56; 
[image: image78.wmf]_

Y

1=16,13; 
[image: image79.wmf]_
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2=13,5; σy12=65,3; σy22=57,9.
Вирішення. Визначаємо tij(max) для y1 і y2: 
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Звідси Р=2Φ(1,76)=0,92 або 92%.

Гіпотеза про однорідність сукупності вибіркових даних затверджується з рівнем значущості α =0,08 або 8%.

Необхідність знання закону розподілу в кореляційному аналізі зумовлена насамперед обґрунтовуванням форми зв'язку між змінними.

Нормальний закон реалізується для випадкових величин, які формуються під сумарною дією багатьох відносно незалежних між собою причин, дія кожної з яких незначна в порівнянні із загальним результатом. 

Результати спостережень обробляють в такій послідовності:

1. Вихідні дані розбиваються на інтервали і складають ряд розподілу функціональної ознаки yi, визначають абсолютні й відносні частоти і будують гістограма розподілу;

2. Розраховують параметри закону розподілу 
[image: image81.wmf]_
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і σy. Для спрощення рахункової роботи вводиться безрозмірна величина

y’ср=
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де 
[image: image83.wmf]i
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 - деяке інтервальне значення функції;

Сy – інтервальне значення Y icp , прийняте за центр угрупування;

∆y – інтервал зміни випадкової величини.

Дійсне значення 
[image: image84.wmf]_
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и σy обчислюють на основі співвідношень 
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3. Знаходять середнє інтервальне значення Yicp в стандартизованому масштабі, відповідне центрам інтервалів. За допомогою диференціальної функції Лапласа для кожного ti знаходять значення f(t);

Визначають ординати теоретичної кривої розподілу і за знайденими точками будують теоретичну криву:
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Оцінюють ступінь згоди теоретичної кривої з дослідженими даними. Оцінку ступеня згоди частіш за все проводять за допомогою критерію χ2 – «хі-квадрат» Пірсона, який є спеціально підібраною випадковою величиною, що визначається за формулою
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(2.29)

де k – число інтервалів угрупування змінної;
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 - емпіричні й теоретичні частоти.

Задаючись довірчим рівнянням значущості α=5%, за допомогою таблиці χ’2 – розподілу за числом ступенів свободи 

f=K-(S+1),





(2.30)

де 
K –число інтервалів;


S – ступінь свободи

(для нормального розподілу S=2(
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,σy), оскільки необхідно скласти  2 рівняння для знаходження теоретичного розподілу 
[image: image92.wmf]_
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 і σy)

Встановлюють критичне значення χ’2, з якими порівнюють розрахункове значення.

Якщо обчислене значення χ’2 за дослідженими даними менше табличного, тобто воно потрапляє в область прийняття гіпотези Н0, то теоретична крива розподілу узгоджується з емпіричним розподілом. Якщо чисельне значення χ’2 перевершує табличне або рівне йому, тобто воно потрапляє в критичну область, дана гіпотеза Н0 про форму кривої розподіл відкидається.

Приклад. Визначити закон розподілу витрат часу проходження рухомим складом маршруту між двома зупинками (хвил) при n=180 спостережень і ymin=0,70, ymax1,57 хв. 
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Рис.2.4 - Гістограма розподілу
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Рис. 2.5 - Гістограма і полігон розподілу

На підставі даних, представлених в табл. 2.1, отримуємо:
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 χ2рас<χ2табл. 5%.

Таким чином, теоретична крива розподілу зіставляється з емпіричним розподілом, що свідчить про наявність нормального розподілу.
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Значення в стандартизованному масштабі
Значення диференціальної функції
Емпіричні розрахунки
Ординати теоретичного розподілу
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 Таблиця 2.4 – Розрахунок показників нормального закону розподілу

Тема 3. Метод кореляції і регресії

3.1. Загальні відомості й теоретичні положення

Велику роль в пізнанні навколишньої дійсності, постійному уточненні й поглибленні знань людини про все більш нові її сторони і властивості відіграє кількісний аналіз, що базується на приматі якісного дослідження причинно-наслідкових зв'язків між явищами.

Розрізняють два види залежності між економічними явищами і процесами:

- функціональні, коли зміна однієї змінної Х (аргументу, чинника) на одиницю свого вимірювання зумовлює зростання або зменшення іншої змінної У (функції) на певну величину, тобто для кожного можливого (допустимого) значення Х відповідає цілком певне значення У;
- стохастичні (вірогідність), при яких зміна однієї випадкової величини Х викликає зміну ряду розподілу (середнього значення) іншої У, тобто кожному функціональному значенню аргументу відповідає статистичний розподіл функції і навпаки.

Функціональну (жорсткі, однозначні) залежність не слід змішувати з формулами, що використовуються для обчислення різних статистичних показників, оскільки перші характеризують одну з багатоманітних (об'єктивних) форм зв'язку між явищами і процесами в природі і суспільстві, а другі – формальний (арифметичний) підхід до оцінки отриманих результатів, часто у вигляді ланцюга співмножників.

В економіці доводиться досліджувати явища, які грають імовірнісний характер; витрати часу на одиницю роботи; простій устаткування (рухомого складу) за певний відрізок часу; собівартість продукції (послуг) та ін.

Стохастична залежність може бути суттєвою, тобто обумовлена внутрішньо властивими даному явищу причинами, і несуттєвими, які викликані дією зовнішніх (випадкових) причин (середовищем); безпосередніми і опосередніми, стійкими і нестійкими, сильними і слабкими, простими (між двома змінними) і складними (між залежною змінною У і декількома чинниками-аргументами х1,х2,…,хn).

До розділу математико-статистичного моделювання, заснованого на логіці масових явищ, відноситься регресійний і кореляційний аналіз, який застосовується при вирішенні задач організації і нормування праці, планування в галузях житлово-комунального господарства, управління і прогнозування виробництва (послуг).

Використання методів кореляції і регресії базується на математико-статистичній обробці вибіркових даних. Завдання дослідника полягає у виявленні закономірностей, що приховані за похибками вимірювання, помилками спостереження, випадковими причинами, зробити ці закономірності більш очевидними, абстрагувати від всього другорядного, незначного і концентруючись на найважливішому, суттєвому.

Поняття кореляції з'явилося в середині XIX ст. завдяки роботам Ф.Гальтона і К.К.Пірсона. 

Після ознайомлення з книгою Ч.Дарвіна «Походження видів» у 1859г. Ф.Гальтона стала обіймати думка про те, чому люди з покоління в покоління не сильно розрізняються за виглядом, ростом і природними здібностями. У 1885г. вийшла робота Ф.Гальтона «Регресія у напрямі до загального середнього розміру при дослідженні росту», в якій він приходить до висновку, що ознаки батьків не повністю успадковуються дітьми. Введене ним поняття регресії означає рух назад у напрямку до середнього.

Кореляція як формально-статистичний метод не може розкрити причинно-наслідковий зміст зв'язків, вказати, яке явище приймати як причину, а яке як наслідок. Питання про наявність причинних відносин між явищами в кожному конкретному випадку розв'язується, виходячи з логіко-професійних міркувань, які повинні передувати кореляційному аналізу. Проте це не виключає того, що пояснення причини і наслідку можна отримати після емпіричного опису зв'язку.

Приклади: зв'язок між зростанням продуктивності праці і заробітною платою; між  числом пожеж і розміром урожаю.

Регресія – це одностороння стохастична залежність між випадковими величинами, в якій кожному значенню Х відповідає ряд значень У і, навпаки; кожному значенню У – безліч значень Х. На відміну від кореляційної, функція регресії необоротна. Це обумовлено наступними обставинами: 

- спрямованістю і видом зв'язку між явищами;

- метою і завданнями дослідження, якщо за значеннями змінної, вибраної як аргумент, необхідно передбачити відповідне значення функції;

- необхідністю виявлення найбільш суттєвих чинників, що впливають на досліджувану функцію.

Слід розрізняти:

причинні зв'язки між явищами, коли Х – причина, а У – наслідок, або Х>У (врожайність і кількість опадів, добрив);

причинні зв'язки між явищами, між якими існує взаємодія, або У-Х (продуктивність праці і заробітна плата);

непрямі зв'язки, коли досліджувані явища безпосередньо не мають причинно-наслідкових відносин, а мають загальну причину тобто
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(вік чоловіків і жінок, які беруть шлюб);

помилкові (абсурдні) зв'язки, які виходять при формальному підході до досліджуваних явищ, без  з'ясування причин, що обумовлюють даний зв'язок (число пожеж у країні – причиною є засуха). Ці зв'язки частіш за все обумовлені відсутністю попереднього їх аналізу, неправомірною (некоректною) розмірністю досліджуваних змінних (абсолютні величини) – продуктивність праці і чисельність трудящих.
Регресійну модель слід розглядати як математичний вид реального закономірного зв'язку. В економічних дослідженнях представляє інтерес не просто вивчення взаємозв'язків процесів і явищ, а кількісний вид цих взаємозв'язків. Тому до моделі перш за все ставиться вимога найбільшої відповідності характеру досліджуваного процесу, можливості економічної інтерпретації всіх його параметрів і  наближення розрахункових результатів до досліджених даних. Звідси значне підвищення вимог до точності, надійності й адекватності кожного параметра моделі в цілому.
Процес кореляційного і регресійного аналізу складається з таких послідовних етапів:

- попередні угрупування статистичних даних і виявлення форми зв'язку;

- складання рівнянь парної  регресії за кожним чинником;
- оцінки тісноти зв'язку, надійності й достовірності отриманої залежності;

- розробки регресійної багатофакторної моделі явища, що вивчається, оцінки її точності й визначення сили впливу врахованих чинників;

- аналіз досліджуваного явища (показників) за допомогою складеного тижня.

Дані подібного аналізу можна розглядати як  основу при оцінці протікання досліджуваного процесу.

3.2. Обґрунтування форми зв'язку змінних і розрахунок параметрів теоретичної лінії регресії

Після попередньої обробки статичних даних приступають до складання  рівняння регресії У за кожним аргументом Х. Загальна схема послідовних дій полягає  в наступному:

- за дослідженими даними складатися кореляційна таблиця і кореляційне поле в звичайній декартовій координатній сітці;

- обчислюються середні 
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і будується емпірична лінія регресії 
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 по Хi, що характеризує зміну середнього значення функції під впливом чинника аргументу.

Середні інтервальні значення 
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 визначаються за допомогою співвідношення
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(3.1)

Доцільно використовувати спрощений спосіб обчислень шляхом переходу до нових значень функції 
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де Сyi – вибраний центр переходу до нових значень. Перетворені змінні переводяться в натуральні: 
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(3.3)

де ΔҮ – величина інтервалу.

Середні інтервальні значення функції 
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відображаються на кореляційному полі у вигляді точок із середини інтервалів зміни Хi.. Потім ці точки з'єднуються і отримана ламана лінія має назву емпіричної. Її зиґзаґи сильніше виявляються в інтервалах з малою кількістю спостережень. За законом великих чисел можна стверджувати, що емпірична лінія регресії все більше згладжуватиметься при зростанні числа спостережень.
Граничне положення емпіричної лінії регресії, до якого вона прагне при необмеженому збільшенні числа спостережень має назву теоретичної лінії регресії, а процес її знаходження – вирівнюванням емпіричної лінії регресії. 

Суттєву роль в кореляційному аналізі відіграє підбір форми математичного рівняння, що найкращим чином описує досліджуваний процес.

Математичні функції 
[image: image117.wmf])
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 для опису залежності можуть бути найрізноманітнішими. Найширше розповсюдження знайшли лінійні рівняння регресії виду
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Параметри лінійного рівняння легко визначаються, рівняння зручне в застосуванні, теорія лінійної кореляції вивчена найбільш докладно. Проте лінійна залежність має свої специфічні властивості, які не можуть належати всьому різноманіттю економічних явищ.

Основні властивості лінійної функції:

- швидкість зміни У із зростанням Х постійна, не залежить від величини Х, тобто 
[image: image119.wmf]const
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- абсолютні максимум і мінімум У в будь-якому діапазоні зміни Х досягаються на його кінцях.

З цього виходить, по-перше, що різноманітні процеси, швидкість перебігу яких змінна і залежить від досягнутого рівня, тільки грубо приблизно можуть описуватися за допомогою лінійної функції; по-друге, якщо абсолютний максимум або мінімум величину, яка вивчається, досягається всередині даного діапазону зміни Х, то за допомогою лінійної функції він виявлений бути не може. Ця остання обставина особливо суттєва при вирішенні задач оптимізації.

Далі лінійна регресія У по Х припускає виконання наступних строго певних умов:

- дисперсія величини У, відповідна даному значенню Х, постійна, тобто
[image: image120.wmf]2
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, або пропорційна даній функції від Х, тобто 
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Вказані умови на практиці виконуються рідко. Отже складність реальних процесів, нерівномірність їх протікання, наявність екстремальних значень і різнонаправленість дії окремих взаємозв'язаних чинників у більшості випадків не дозволяють достатньо обґрунтовано застосовувати лінійні методи. Це призводить до необхідності розрахунку нелінійних рівнянь.

Виходячи з фізичної, технологічної, економічної сутності дослідженого процесу і враховуючи вид емпіричної лінії регресії, робиться гіпотеза про форму залежності функціональної ознаки У від аргументу Х по суті, забезпечуючи найкраще наближення розрахункових результатів до початкових даних.

Для раціонального вибору форми зв'язку дослідник повинен мати в розпорядженні достатній вибір інструментів для оцінки залежності.

Доцільно користуватися дво- і трипараметричними рівняннями. Для моделювання показників, що монотонно зростають, можна отримати добре наближення двопараметричними значеннями, а моделі трипараметричні при коректному їх підборі виконуються для досить точного опису більшості процесів, що допускають єдиний екстремум. Монотонність або екстремальність залежності повинна бути обумовлена характеристиками процесу і підтверджуватися виглядом емпіричної лінії регресії.

Використання багатопараметричних рівнянь недоцільне, хоча за допомогою максимуму функції можна отримати близьке наближення до початкових даних. Проте таким чином описується не стільки велика тенденція, скільки випадкові відхилення. Такі функції можуть мати максимуми і мінімуми, не виправдані по суті. Крім того, як складання таких функцій, так і їх застосування для практичних розрахунків різко ускладнюється.

Більшість математичних функцій, що використовуються для опису техніко-економічних показників, шляхом функціональних перетворень У по Х (роздільно або одночасно) можуть бути зведені до лінійного вигляду. При цьому метод перетворень залежить від форми зв'язку. 
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Гіпербола вигляду 
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 перетвориться  в лінійну шляхом заміни. Статична функція вигляду 
[image: image123.wmf]x

bk

y

=

 перетвориться в лінійну шляхом логарифмуванням. У результаті маємо 
[image: image124.wmf]x

k

b

y

lg

lg

lg

+

=

. Позначимо 
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У результаті маємо
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Показова функція виду y=bekx перетвориться в лінійну логарифмуванням 
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Позначимо 
[image: image128.wmf],

lg

,

lg

,

lg

'

'

'

'

e

k

k

b

b

y

y

=

=

=

 при цьому 
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. У результаті маємо 
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Теоретична лінія регресії може бути подана у вигляді плавної кривої яка кількісно виражає зв'язок між середніми інтервальними значеннями 
[image: image131.wmf]cp
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 і відповідними значеннями Х (аргументами). Процес знаходження невідомих параметрів теоретичної залежності є однією з важливих проблем теорії кореляції і регресії.

Існує кілька способів встановлення аналітичної залежності, точніше, знаходження невідомих параметрів рівняння: графічний, методи середніх, найменших квадратів та інші.

При графічному способі залежність визначають за допомогою лінійки (протягнутої нитки) так, щоб по обох сторонах проведеної потім лінії розташовувалося приблизно однакова кількість точок. Якщо характер розташування точок вказує на наявність криволінійної залежності, то використовується лекало, або шляхом функціональних перетворень змінних нелінійна залежність зводиться до лінійного вигляду.

Числове значення коефіцієнта залежності функції
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 визначається за формулою 
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(3.5)

де у і х - похідні числові значення за графіком.

[image: image438.emf]64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ряд1

Ряд2

Ряд3

Ряд4

Ряд5


Відшукавши як мінімум дві точки, по них проводять пряму.

Якщо лінійну пряму розташувати так, щоб точки приблизно однаково розташовувалися по обидві сторони від неї, то параметри лінійного рівняння можна визначити з рівняння
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(3.6)

де у1х1, у2х2 – значення координат двох точок, які найкращим чином "вписуються" у пряму.

Сутність середньоарифметичного способу полягає в знаходженні середньоарифметичного значення від всіх n значень У і Х, а також додаткових середніх для точок, чисельні значення яких менше xср.b і yсрb і більше xср.н и yср.н. У цьому випадку сума відхилень відстаней точок по обидві сторони від теоретичної лінії, визначених на осі ординат, дорівнює нулю.

Кутовий коефіцієнт теоретичної лінії знаходять за формулою 
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(3.7)

де yср.b, xсрb.- верхня середня (координати точок); yср.н,хср.н - нижня середня.

Значення вільного члена b знаходять за графіком.

Основними недоліками графічного методу визначення математичної залежності слід вважати суб'єктивність «якнайкращого розташування» лінійної прямої. Якщо на тривалість виконання роботи впливають одночасно кілька чинників, то графічний метод можна застосовувати тоді, коли є можливість заздалегідь визначити залежність роздільно по кожному чиннику за умови, що значення решти чинників залишаються постійними.

Для обчислення параметрів рівняння виду 
[image: image137.wmf]b
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 частіш за все користуються методом найменших квадратів. При цьому ставиться умова, щоб сума квадратів відхилень (відстаней) всіх досліджених точок від ординат, обчислених за рівнянням прямої εi, була мінімальною. Іншими словами, пряма повинна проходити якомога ближче до вершин емпіричної лінії регресії. Це означає, що параметри К і b управління регресії треба визначити з рівняння:
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(3.8)

де yi – ординати досліджуваних точок;


[image: image139.wmf]y
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i – ординати розрахункових точок, визначені за рівнянням регресії 
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Умовою екстремуму даної функції слід вважати рівність нулю часткових виробничих, узятих за параметрами К і b
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(3.9)

Скоротивши на (-2) і розкривши квадратні дужки, отримаємо систему лінійних рівнянь
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підставивши сюди чисельні значення відповідних величин, знайдемо параметри К і b. 

У разі лінійної залежності геометричне і алгебраїчне значення коефіцієнта регресії полягає в тому, що він кількісно характеризує на скільки в середньому змінюється у при зміні Хi на одиницю свого вимірювання. Чим більше чисельні значення коефіцієнта регресії, тим більше відносний приріст функції при  зміні аргументу.

При знаходженні параметрів параболи виду
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 необхідно складати і вирішувати систему з трьох нормальних рівнянь, яке розв’язується,  виходячи з вимоги методу найменших квадратів, тобто 
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Підставляючи 
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Знаходимо часткові похідні 
[image: image149.wmf]dc
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 і прирівнюємо їх до нуля
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Після відповідного перетворення маємо
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Не важко помітити, за яким правилом складається система нормальних рівнянь для знаходження невідомих параметрів шуканої функції.

3.3. Оцінка тісноти, суттєвості й лінійності (нелінійності) зв'язку між змінними

Тіснота зв'язку між змінними характеризується ступенем відхилення (розсіяння) досліджуваних точок біля теоретичної лінії регресії. Чим ближче окремі спостереження розташовані до теоретичної лінії регресії, тим більше повна залежність у по х.

Кутовий коефіцієнт лінійного кореляційного зв'язку між у і х, який показує, на скільки одиниць в середньому  зміниться функція, якщо аргумент збільшується (зменшується) на одиницю свого вимірювання не може служити показником тісноти зв'язку між змінними. У цьому випадку його чисельне значення залежить від прийнятих одиниць вимірювання змінних.

Для оцінки тісноти зв'язку між змінними використовується емпіричне  кореляційне відношення (η2y/х), яке є часткою дисперсії (коливаємості) функції у за рахунок впливу даного аргументу х. У даному випадку загальна (повна) дисперсія розкладається на дві частини – дисперсію усередині кожного інтервалу зміни функції σ 2y/х, яка не залежить від впливу Х, і дисперсію середніх значень функції δ
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, яка викликана впливом аргументу, тобто

σ2y= σ2y/х+ δ
[image: image153.wmf]y

2

.




(3.14)

Звідси формула для оцінки тісноти зв'язку між змінними має вигляд

[image: image154.wmf](
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(3.15)

а в разі згрупованих даних


[image: image155.wmf](
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(3.16)

де [image: image156.wmf]y

~

I - розрахункове значення функції;


[image: image157.wmf]y

 - середнє значення функції за вибіркою;

n - обсяг вибірки;

к - кількість інтервалів зміни функції;

mi – число спостережень у в кожному інтервалі зміни.

Кореляційне відношення не залежить від одиниць вимірювання змінних, що вивчаються. Воно показує, яку частину загальної дисперсії  σ2y можна віднести за рахунок зміни аргументу на одну σ2х.

При цьому характеристика η2y/х тим точніше визначає частку впливу Х на загальну дисперсію у, чим менше варіюється залишкова дисперсія σ2y/х при кожному Х. Якщо ηy/х=1, то має місце функціональна залежність у від х. Якщо ηy/х=0 – у кореляційно не залежить від х.

У разі лінійної залежності змінних дисперсію середніх значень функції можна записати у вигляді
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(3.17)

Спростивши це відношення:

δy2= К2  σ2х.




(3.18)

Тоді показник тісноти зв'язку для випадку лінійної залежності буде
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(3.19)

Отримане відношення служить для визначення вимірника тісноти зв'язку між змінними в разі їх лінійної залежності, і має назву коефіцієнта кореляції ry/х.

Якщо замість К підставити формулу для його обчислень 
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(3.20)

Коефіцієнт кореляції показує, на яку частину середнього квадратичного відхилення або σy змінюється функція у, якщо аргумент Х збільшується (зменшується) на своє середньоквадратичне відхилення σх. Знак коефіцієнта кореляції співпадає із знаком коефіцієнта регресії, а його чисельне значення коливається в межах

-1≤ry/х≤1.




(3.21)
Суттєвість коефіцієнта кореляції при заданому рівні значущості 
[image: image162.wmf]a

=0,05 або 5% перевіряємо за умовою
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(3.22)

де t
[image: image164.wmf]a

визначається за умовою 2ф(t).
Приклад. Визначити гарантійну вірогідність істотності коефіцієнта кореляції ry/х =-0,745 при n=52 спостережень.

Вирішення
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(3.23)
При 
[image: image166.wmf]a

=0,05 табличне значення t=1,96, що значно менше розрахункового. При t=12,07 довірчий інтервал в генеральній сукупності містить коефіцієнт кореляції з довірчою вірогідністю





P=2ф(12,07)=100%.



(3.24)

Лінійність (нелінійність) зв'язку між змінними перевіряється шляхом:

- порівняння абсолютних значень (ry/х)= ηy/х;
- статистично з використанням довірчого інтервалу. При цьому кореляційне емпіричне відношення ηy/х повинне покриватися довірчим інтервалів для (ry/х):


[image: image167.wmf]a

a

h

t

n

r

r

t

n

r

r

yx

x

y

x

y

x

y

yx

2

/

/

2

/

1

1

-

+

£

£

-

-




(3.25)

з довірчою вірогідністю 2ф(tα)=1-α.

Отже, якщо нерівність задовольняється при  
[image: image168.wmf]a

=0,05, то приймаємо гіпотезу лінійності, якщо ж нерівність не задовольняється, то приймаємо гіпотезу нелінійної кореляційної залежності між у і х.

Приклад. Виявити лінійність (нелінійність) кореляційної залежності у разі, коли ηy/х =0,525

ry/х =0,439 і n=154 при 
[image: image169.wmf]a

=0,05.

Вирішення.

Визначаємо межі довірчого інтервалу:


[image: image170.wmf];
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0,365≤ ηy/х≤0,513.

Значення ηy/х =0,525 не потрапляє в довірчий інтервал, що свідчить про нелінійність зв'язку.

Завершальним дослідженням парного рівняння є перевірка відповідності виведеного рівняння описуваному реальному процесу. Якщо отримано декілька рівнянь регресії, то кращим слід читати те з них, яке ближче до закономірності по суті досліджуваного процесу, що вивчається. Слід оцінити ступінь близькості результатів розрахунків по кожному з отриманих рівнянь до звітних даних. Цей ступінь оцінюється по залишковій теоретичній дисперсії
[image: image171.wmf]2
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, яка характеризує розкид досліджених точок кореляційного поля навколо теоретичної лінії регресії під впливом чинників, що не враховані в отриманому рівнянні.
Залишкова теоретична дисперсія визначається з рівняння
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(3.26)

де
n - обсяг вибірки;

Р - число параметрів рівняння; 

К - число інтервалів;

h  - число спостережень в i-му інтервалі;

yij - значення досліджених даних функціональної ознаки;


[image: image173.wmf]y

~

 - розрахункове значення функціональної ознаки, обчислене за рівнянням регресії.

Якщо складено декілька рівнянь регресії і для кожного обчислена залишкова дисперсія, то з декількох рівнянь регресії, рівноцінних по суті, перевагу слід віддати тому, в якого залишкова дисперсія менше.

Для управління регресії з одним аргументом Х залишкову дисперсію обчислюємо за формулою
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(3.27)

Одним з ознак згоди початкових даних з отриманим рівнянням служить нормальність розподілу відхилень досліджених даних від розрахункових (yij-
[image: image175.wmf]y

~

xi) зі середнім значенням, рівним нулю, і середнім квадратичним відхиленням, рівним σy/х. Чим ближче розподіл цих відхилень до вказаного нормального закону, тим краще узгоджуються вихідні дані з виведеним рівнянням регресії. Обчисливши всі відхилення (yij-
[image: image176.wmf]y

~

xi), перевіряємо наявність нормального закону їх розподілу візуально і за критерієм згоди.

Таким чином, дослідження управління в тій або іншій формі полягає у визначенні його параметрів (із вирішення системи нормальних рівнянь), підстановці в отримане рівняння всіх вихідних значень аргументу, розрахунку відповідних значень 
[image: image177.wmf]y

~

ij, порівнянні розрахункових значень 
[image: image178.wmf]y

~

i із вихідними значеннями, обчисленні суми квадратів відхилень розрахункових значень від вихідних і визначення залишкової дисперсії 
[image: image179.wmf]s

~

2y/х. Найкраща форма визначається за найменшою залишковою дисперсією. За такою схемою визначаються форми зв'язку у по всіх аргументах.

Існує і критерій адекватності, запропонований Фішером, заснований на порівнянні залишкової теоретичної дисперсії 
[image: image180.wmf]s

~

2y/х і загальної дисперсії σy2. Розглядається відношення 
[image: image181.wmf]Трасч
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 і порівнюється з табличним (для 
[image: image182.wmf]f

% Фішера знайдено розподіл і складена спеціальна таблиця) при заданому рівні значущості і різних ступенях свободи.

Загальна дисперсія σy2 досліджених даних від їх середнього значення встановлюється з урахуванням числа ступенів свободи  
[image: image183.wmf]k
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(3.28)

де К – число інтервалів у вибіркових даних.

Залишкова теоретична дисперсія 
[image: image185.wmf]s

~

2y/х встановлюється як різниця розрахункових 
[image: image186.wmf]y

~

i  і середніх інтервальних значень 
[image: image187.wmf]y

i  з урахуванням числа ступенів свободи d1=K-P і d2=n-K,
де Р – число параметрів управління.

Якщо 
[image: image188.wmf]f

рас ≤
[image: image189.wmf]f

табл, то при заданому рівні значущості складене рівняння регресії затверджується. Вірогідність помилки тим менше чим більше рівень значущості α%.
У разі, коли чисельник 
[image: image190.wmf]s

~

2y/х менше знаменника σy2, то міняємо їх місцями разом з відповідними ступенями свободи d1=K-P і d2=n-K.

Приклад. Загальна дисперсія σy2=41,5 при n=154 і К=12.

Залишкова дисперсія 
[image: image191.wmf]s

~

2y/х=34,44 при К=12 і Р=3 (Р=3 в квадратному рівнянні регресії).

Вирішення.


[image: image192.wmf]2
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, оскільки σy2>
[image: image193.wmf]s
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2y/х, переходимо до відношення  із ступенями свободи D1=154-12=142, d2=12-3=9 
[image: image194.wmf]f

розр.=
[image: image195.wmf]44

,

34

5

,

41

=1,21,

за таблицею 
[image: image196.wmf]f

5%(142,9)=2,75   
[image: image197.wmf]f

20%(142,9)=1,7.

Отже, знайдене квадратне рівняння регресії з високою надійністю узгоджується з вихідними даними.

Приклад. З метою кореляційного аналізу собівартості перевезення 10 пасажирів по одному з депо зібрано щомісячні дані за останні три роки. Обсяг вибірки складає n=36 спостережень (табл. 3.1).

Таблиця 3.1 – Показники діяльності депо

№

n/n
Собівартість перевезення 10 пасажирів, (у) коп.
Середньодобове перебування на лінії рухомого складу, (х) год.
№

n/n


Собівартість перевезення 10 пасажирів, (у) коп.
Середньодобове перебування рухомого складу на лінії, (х) год.

1
80,94
11,61
19
79,98
11,85

2
82,79
11,52
20
77,72
11,78

3
72,23
12,18 max
21
80,11
11,63

4
72,11 min
12,18
22
81,50
11?59

5
78,92
11,72
23
81,94
11,67

6
74,76
11,98
24
81,98
11,61

7
77,91
11,67
25
85,98 max
11,55

8
77,84
11,68
26
78,36
11,72

9
76,14
11,83
27
79,51
11,78

10
74,66
12,03
28
74,24
11,91

11
79,02
11,76
29
73,10
11,95

12
83,34
11,56
30
75,92
11,87

13
79,20
11,78
31
81,31
11,66

14
78,96
11,80
32
83,05
11,55

15
76,79
11,94
33
84,90
11,51 min

16
79,68
11,82
34
83,14
11,58

17
74,08
11,88
35
81,99
11,67

18
77,72
11,77
36
85,69
11,58


[image: image198.wmf]å





2847,5
423,15

1. Оскільки вихідні дані зібрані по одному об'єкту, їх статистична однорідність не перевіряємо. 

2.Визначаємо статистичні характеристики ряду розподілу.

Варіаційний розмах у коливається наступним чином: Ray =ymax-ymin=85,98-72,11=13,87; відносний розмах 
[image: image199.wmf]192
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, розмах варіювання (розмір інтервалу) розраховуємо за формулою Стерджеса:
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(3.29)

Визначаємо початок першого інтервалу: 
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(3.30)

Аналогічні розрахунки виконані для аргументу:

Rax=Xmax-Xmin=12,18-11,51=0,67,


(3.31)
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(3.32)
3. Складакємо ряди розподілу у і Х (таб.3.2).

Таблиця 3.2 - Ряди розподілу у і Х

Інтервали
Середина інтервалу
Частота
Інтервали
Середина інтервалу
Частота

∆y
yi ср.
mi
∆X
Xi ср.
mi

71-73
72
2
11,5-11,6
11,55
8

73-75
74
4
11,6-11,7
11,65
8

75-77
76
6
11,7-11,8
11,75
7

77-79
78
7
11,8-11,9
11,85
6

79-81
80
7
11,9-12,0
11,95
4

81-83
82
3
12,0-12,1
12,05
2

83-85
84
5
12,1-12,2
12,15
1

85-87
86
2
12,2-12,3
12,25
-

4. Розраховуємо основні числові характеристики: середня арифметична для показника у:
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(3.33)

Середньоквадратичне відхилення і дисперсія:
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Коефіцієнт варіації:
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Аналогічно для Х
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5. Досліджуємо закон розподілу.

5.1.Складаємо таблицю розподілу дослідних даних у, обчислюємо середнє значення 
[image: image208.wmf]y

 і дисперсію σ2y.
5.2.Будуємо гістограму і розробляємо припущення про закон розподілу у.

5.3.Накладаємо відповідну диференціальну криву розподілу і візуально визначаємо ступінь близькості гістограми до гіпотетичної теоретичної кривої.

5.4.Перевіряємо наявність передбачуваного закону розподілу за допомогою деякого статистичного критерію згоди.

Таблиця 3.3 - Розподіл досліджених значень у
Інтервали
Середнє значення інтервалу
частота
Відносна частота
Умовні варіації
Розрахунок середнього значення
Розрахунок дисперсії
Значення у в стандартизованномумасштабі
Значення диференційованої функції
Емпіричні частоти
Ординати теоретичного розподілу
Розрахункові частоти

yk-1-yk
ycp.
mi
mi/n
y1cp/
mi   y1cp.
Mi   y12cp.
(y1cp/-
[image: image209.wmf]y

)2 mi
Формула
формула
формула
формула
формула

71-73
72
2
0,055
-4
-8
32
41,496
2,502
0,0175
0,027
0,0064
0,461

73-75
74
4
0,111
-3
-12
36
50,552
1,776
0,084
0,056
0,031
2,232

75-77
76
6
0,167
-2
-12
24
39,168
1,049
0,231
0,083
0,084
6,048

77-79
78
7
0,194
-1
-7
7
16,926
0,323
0,379
0,097
0,1376
9,907

79-81
80
7
0,194
0
0
0
2,156
0,403
0,363
0,09
0,131
9,489

Продовження табл. 3.3

81-83
82
3
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1
3
3
0,594
1,129
0,212
0,042
0,077
25,544

83-85
84
5
0,139
2
10
20
10,440
1,856
0,072
0,069
0,0262
11,886

85-87
86
2
0,055
3
6
18
11,956
2,583
0,014
0,027
0,0051
00,367
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J35.924

Для побудови гістограми обчислюємо висоти прямокутників
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Розрахунки наведені в табл.3.3. Гістограма і полігон нагадують нормальний розподіл (рис.3.1).

Рис.3.1 -  Гістограма і полігон
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Порівнюється відношення Х2 табл при п'яти ступенях свободи з розрахунковим Х2розр.:
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Таким чином, Х2стат. 5%>Х2расч.,.тобто статистичне значення Х2 потрапляє в допустиму область при 95% рівні значущості. Гіпотеза наявності нормального закону розподілу собівартості пасажироперевезень затверджується.

6. Відкидаємо окремі значення, різко відмінні від основної маси спостережень. Якщо значення у розподілене нормально, найбільші випадкові відхилення від середнього за абсолютною величиною не перевищують 3
[image: image214.wmf]s

  з достовірною вірогідністю 99,7%.

У даній статистичній сукупності 
[image: image215.wmf]y

=78,89 і σy =2,753. Отже, в масив для подальшої обробки слід включати всі значення у, що не виходять за межі 78,89-3.2,753=70,631 і 78,89+3.2,753=87,149.

У прикладі, що розглядаємо, уmin=72,11 і уmax=85,98, отже, всі значення включаються для подальшої обробки.

7.Перевіряємо достатність кількості спостережень за умови, що відхилення середнього вибіркового 
[image: image216.wmf]у

виб. від середнього генерального 
[image: image217.wmf]у

ген. не перевершує певну величину ε з гарантійною вірогідністю Р=95%.

У даному прикладі σy2=7,580, тоді маємо 2Ф(t)=0,95   t=1,96;
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Отже, вибірка в 36 спостережень задовольняє поставленій вимозі.

8. Складаємо рівняння регресії у собівартості пасажироперевезень по Х (середньодобовому перебуванню рухомого складу на лінії).

8.1. За дослідженими даними будуємо кореляційне поле в декартовій системі координат (рис.3.2). Для наближеного співвідношення сторін графіка у по Х використовуємо відносний варіаційний розмах
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Рис. 3.2 - Кореляційне поле, емпірична і теоретична лінії регресії

8.2. Складаємо кореляційну таблицю (табл. 3.4.), обчислюємо інтервальні середні 
[image: image220.wmf]у

I і будуємо емпіричну лінію регресії 
[image: image221.wmf]у

 по Х.

8.3. Складаємо рівняння собівартості пасажироперевезень за середньодобовим перебуванням рухомого складу на лінії. Розрахунки всіх потрібних сум в умовних варіантах наведені в табл. 3.4, 
[image: image222.wmf]у

=кх+b:
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σх2= σх1 2.




(3.44)

∆Х2=2,559*0,12=0,0256;


(3.45)

σх=0,160;




(3.46)

b=
[image: image224.wmf]у

+к
[image: image225.wmf]х

; b=79,12-(-19,843)*11,753=312,24.

(3.47)

Отже, рівняння регресії має вигляд:


[image: image226.wmf]у

=312,24-19,843 Х.



(3.48)

8.4. Визначаємо емпіричне кореляційне відношення ηу/х, коефіцієнт кореляції ry/x і його середнє квадратичне відхилення σ2.

Коефіцієнт кореляції рівний
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Коефіцієнт кореляції достатньо великий і суттєвий при високій гарантійній ймовірності:
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Кореляційне відношення


[image: image229.wmf].
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Лінійність кореляційної залежності гарантується при високому рівні значущості. Дійсно, кореляційне співвідношення ηу/х знаходиться в довірчому інтервалі для ry/x:


[image: image230.wmf]

EMBED Equation.3[image: image231.wmf]n

r

t

r

n

r

t

r

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

2

/

/

/

2

/

/

1

1

-

+

£

£

-

-

a

a

h





(3.52)

при 5% рівні значущості t=1,96.
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0,854 ≤ 0,965 ≤ 0,967



(3.54)

Теоретична лінія регресії представлена на рис.3.2.

Парні рівняння регресії 
[image: image233.wmf]у

xj=d(xj) описують залежність функціональної ознаки від кожного окремо взятого чинника - аргументу без урахування його взаємозв'язку з іншими. Це може спотворювати дійсне положення, призводити до невиправданих висновків і пропозицій. Треба виявити відособлений "приватний вплив" кожного окремого чинника, які в досліджуваному процесі виступають у взаємозв'язку.

Проблема відшукання такого рівняння, яке показало б ізольований вплив на показник кожного окремого чинника, що вивчається, розв'язується за допомогою рівняння множинної регресії.

Ставиться завдання визначення такої функції F(X1,X2...Xp), яка математично описувала б зміну середнього значення ознаки у, що вивчається, залежно від аргументу Х1, Х2..Хр з урахуванням особливостей процесу і близьким охопленням вихідних даних:


[image: image234.wmf]у

х1, х2, ....хр=F(Х1, Х2...Хр).


(3.55)

Поставлене завдання розв'язується на основі знання сутності процесу і попереднього виявлення одновимірної залежності

[image: image235.wmf]у

хj=dj (Xj), де j=1,2...P.



(3.56)

При об'єднанні парних рівнянь в єдине множинне необхідно чітко розрізняти дві ситуації:

- при виборі рівнянь парної регресії 
[image: image236.wmf]у

хj= d (Xj) (1) змінна у не піддавалася функціональним перетворенням;

- при виборі рівнянь парної регресії  
[image: image237.wmf]у

хj1= d (Xj) (2) величина у піддавалася функціональним перетворенням виду
[image: image238.wmf]у

1

, ℓg y, y2 та ін.
У першій ситуації будь-яка парна залежність може бути з'єднана в множинне рівняння, яке можна отримати підсумовуванням виразів типу (1):


[image: image239.wmf]у

х1, х2..хр=F(X1, X2...Xp)=
[image: image240.wmf]d

~

1(x1) + 2(x2)+
[image: image241.wmf]d

~

.+ p(xp) (3), 

де j=d(xj) – функція типу ij (xj) з невизначеними коефіцієнтами, обчисленими за способом найменших квадратів. Так, рівняння прямої 
[image: image242.wmf]у

=А1Х1+В1 і гіперболи 
[image: image243.wmf]2
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 об'єднуються в рівняння множинної регресії 
[image: image244.wmf]2

,

1

x

x

y

 в якому параметри а, b і с визначаються методом найменших квадратів з системи нормальних рівнянь:
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(3.57)

У другій ситуації парні рівняння (1) об'єднуються в єдине множинне при будь-якому виді функції (2), але тільки у тому випадку, коли всі функціональні перетворення у однакові. У такій ситуації функціональні середні всіх парних рівнянь (2) співпадають і за допомогою загального множника перетворюють в шукану середню (звичайно в арифметичну середньою).

Як було рекомендовано вище, підбираємо функціональні перетворення змінних, рівняння виду (2) до лінійного виду, а значить шукане допоміжне множинне рівняння (3): перетвориться до вигляду




[image: image246.wmf]V

 u1,u2….up=a1 u1+ a2 u2+….ap up.



(3.58)

Отже, оперуючи далі перетвореними змінними V і Uj, можна обмежитися методикою складання лінійного множинного рівняння, використовуючи всі переваги лінійної регресії:

- попереднє знаходження стандартизованого рівняння V по U1, U2... Up за допомогою кореляційної матриці;

- дослідження зворотної кореляційної матриці;

- дослідження суттєвості й незалежності коефіцієнтів регресії;

- аналіз бета – коефіцієнтів;

- аналіз зміни детермінації як показника тісноти зв'язку.

Якщо об'єднується парна лінійна залежність виду 
[image: image247.wmf]y

=kx+b, то приходимо до вирішення задачі визначення множинної регресії вигляду




[image: image248.wmf]y

х1, х2… хр =а1 х1  +  а2 х2  +…+ар хр 


(3.59)

або інакше як і в разі, коли у функціонально не перетворювався, коефіцієнти а1, а2…ар рівняння множинної регресії можуть бути визначені методом найменших квадратів:
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х1, х2… хр- у=а1 (х1-
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1) а2 (х2-
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2)+……ар(хр-
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р).

(3.60)

Проте при цьому буде утруднене зіставлення ступеня впливу окремих чинників-аргументів на функцію.

Більш зручно переходити до стандартизованого масштабу змінних, використовуючи формули
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(3.61)

При цьому слід мати на увазі, що всі середні значення стандартизованих величин tyx1, x2…xp т.е. 
[image: image254.wmf]у

 і txi або xi рівні нулю, а їх дисперсії σij2 и σtxi2 =1.
Разом з тим коефіцієнти кореляції між стандартизованими величинами зберігають колишні значення, тобто rty = ryti, rtxi = rxi. У результаті стандартизації рівняння множинної регресії набуває вигляду


t
[image: image255.wmf]у

xi = β1 t1 + β2 t2 +… + βp tp,




(3.62)

де, β1, β2…. β р – невідомі коефіцієнти регресії в стандартизованому масштабі;
tyx1,  t1, t2….tp – стандартизовані значення змінних.

Для визначення β- коефіцієнтів виходимо з принципу найкращого наближення розрахункових значень до вихідних даних, що лежить в основі методу найменших квадратів. Відсівається таке лінійне рівняння, щодо якого сума квадратів відхилень заданих значень ty, 1,2 …. p від розрахункових по рівнянню якнайменша з усіх можливих для рівнянь такого виду.

Ця вимога приводить до системи лінійних рівнянь щодо шуканих              β-коефіцієнтів і називається системою нормальних рівнянь:

ry1 = β1 + r12 β2 +……+ r1p βp
ry2 = r2 1 β1 + β2+……+ r2p βp



............................................... .



(3.63)
ryp = rp1 β1 + rp2 β2 +…….+ βp.

Як видно, для отримання багатофакторного рівняння, крім "зовнішніх парних коефіцієнтів" кореляції між у і хi, тобто ry1, ry2 і т.д. вимагається знайти "внутрішні коефіцієнти" кореляції між чинниками-аргументами, тобто r12, r13…… r1р.

Правило складання системи нормальних рівнянь для відшукання β- коефіцієнтів формулюється таким чином: за коефіцієнти при невідомих β1, β2….. βр приймаються "внутрішні коефіцієнти" кореляції між чинниками-аргументами, а як вільні члени - "зовнішні коефіцієнти" кореляції між функцією і кожним з чинників.

Регресійну модель в більшості випадків розглядають як інструмент аналізу, планування і управління виробництвом. Звідси особливо строгі вимоги ставляться до надійності, адекватності й точності кожного коефіцієнта моделі. Якщо стандартна помилка знайденого коефіцієнта регресії перевершує його за абсолютною величиною, то не можна поручитися за достовірність не тільки того, на скільки одиниць свого найменування в середньому змінюється 
[image: image256.wmf]у

при зміні Х на одиницю свого вимірювання, але і за напрям впливу даного чинника-аргументу.

Точність визначення коефіцієнтів множинної регресії суттєво залежить від ступеня стійкості системи нормальних рівнянь або, інакше, від ступеня обумовленості кореляційної матриці.

Система нормальних рівнянь є добре обумовленою, якщо малим змінам коефіцієнтів відповідають малі (того ж порядку) зміни рішень. Інакше кажучи, має місце безперервний зв'язок між коефіцієнтами системи рівнянь і її коренями - корені системи стійкі при малих змінах її коефіцієнтів.

Приклад. У табл. 3.5 наведена матриця коефіцієнтів кореляції собівартості перевезення пасажирів міським транспортом по трьох чинниках
Таблиця 3.5 – Матриця коефіцієнтів кореляції

Х1 = tср. сут.
Х2 = Аср.сут.
Х3 = Пкм.
ry/xj

1

-0,8803

-0,7294
-0,8803

1

0,9376
-0,7294

0,9376

1
-0,9108

0,9012

0,9055

При визначенні залежності собівартості перевезення пасажирів від  Х1 і Х3, β-коефіцієнти знаходимо з вирішення системи нормальних рівнянь





β1 - 0,7294 β3 = -0,9108;




(3.64)





-0,7294 β1 +   β3 = 0,9055.



(3.65)

Система має рішення 




 β1 = -0,5348, β3 = 0,5208.



(3.66)

Якщо провести округлення всіх коефіцієнтів до десятих часток одиниці, отримаємо систему




β1 – 0,7 β3 = -0,9;





(3.67)




-0,7 β1 - β3 = 0,9.





(3.68)

Система має рішення 




β1 = -0,5294, β3 = 0,5185.



(3.69)

При цьому зміни коефіцієнтів:




∆а13 = -0,7294-(-0,7)= -0,0294;



(3.70)




∆b1 = -0,9108-(-0,9)= -0,0108;



(3.71)




∆b3 = 0,9055-0,9 = 0,055.



(3.72)

І відповідні зміни коренів:




∆ β1 = -0,5348-(-0,5294)= -0,0054,


(3.73)




 ∆ β3 = 0,5208-0,5185= 0,0023



(3.74)

того ж порядку; корені системи стійкі.

Проте існують системи, погано обумовлені, в яких малим змінам коефіцієнтів відповідають значні зміни рішень.

Приклад. Розглянемо систему нормальних рівнянь для визначення β- коефіцієнтів двофакторної моделі залежності собівартості перевезення пасажирів від Х1 і Х2,  β- коефіцієнти знаходимо з вирішення системи нормальних рівнянь:




β1 –  0,8803   β2 = -0,9108;



(3.75)




-0,8803 β1 +  β2 = 0,9012.



(3.76)

Система має рішення 




β1 = -0,5219, β2 = 0,4418.



(3.77)

Якщо провести округлення всіх коефіцієнтів до десятих часток одиниці, отримаємо систему




β1 – 0,9  β2  = -0,9;





(3.78)




-0,9 β1 + β2 = 0,9.





(3.79)

Система має рішення: 




β1 = 0,4737, β2 = 0,4736.




(3.80)

При цьому зміни коефіцієнтів




∆а12 = -0,8803-(-0,9)= -0,0119;



(3.81)




∆b1 = -0,9108-(-0,9)= -0,0108;



(3.82)




∆b2  = 0,9012-0,9= -0,001



(3.83)

і відповідні зміни коренів:




∆ β1 = -0,5219-(-0,4737)= -0,048;


(3.84)

 


∆ β2 = 0,4418-0,4736= -0,0318
.


(3.85)

Зміна другого кореня перевищує його значення. Змінився навіть знак кореня. Крім того, отримане рішення значно перевищує зміни коефіцієнтів системи. Отже регресійна модель, побудована за допомогою β-коефіцієнтів, знайдених по цій матриці, виявилася б нестійкою і економічні висновки з неї б були неточні й ненадійні. Стійкість системи нормальних рівнянь є  необхідною умовою надійності економіко-математичної моделі.

Особливо часто явище нестійкої системи має місце в моделях з великим числом параметрів, де проблема обумовленості має найважливіше значення.

Виявивши нестійкість системи нормальних рівнянь, треба знайти причину цього явища і можливість його усунення.

Звичайно погано обумовлена система нормальних рівнянь має місце за наявності тісних кореляційних зв'язків між  аргументами, що включаються в модель.

Лінійна залежність деяких аргументах в генеральній сукупності інших називається мультиколінеарністю.

Якщо в генеральній сукупності два аргументи, наприклад Х1 и Х2 лінійно залежать один від одного, то система з Р невідомими зводиться до системи Р-1 невідомими. Така система Р рівнянь є невизначеною, а  її матриця виродженою. За допомогою такої системи β- коефіцієнти не можуть бути однозначно визначеними. Отже, багатофакторна модель , що включає обидва аргументи Х1 и Х2, не може бути складеною.

Система рівнянь може виявитися погано обумовленою і її рішення будуть нестійкі, якщо в стовпцях або в рядках матриці розташовуються пропорційні значення "внутрішніх коефіцієнтів" кореляції між коефіцієнтами.

Явище мультиколінеарністі, тобто лінійна залежність одного з аргументу від інших виявляється декількома способами:

- професійними міркуваннями по суті досліджуваного явища;

- інструкцією заснованої на складанні "внутрішніх і "зовнішніх" коефіцієнтів" кореляції кожного з аргументів. Якщо "внутрішній коефіцієнт" кореляції більше "зовнішнього", то даний аргумент в рівняння множинної кореляції не слід включати;

- використанням статистичного критерію мультиколінеарністі (Феррара і Гюбера). Для цього розглядається величина
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j = (Cij-1) 
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(3.86)

де Cij – діагональні елементи матриці, зворотної до кореляційної, знайденої за вибірковими даними;

n – обсяг вибірки;

p – число аргументів у рівнянні множинної регресії.

Зворотною по відношенню до даної називається матриця, яка, будучи помноженою як справа, так і зліва на дану матрицю, дає одиничну матрицю.

Для матриці А зворотна їй позначається через А-1. Тоді за визначенням маємо:





А-1*А = А* А-1 = Е



(3.87)

Якщо існує зворотна матриця А-1, то матриця А називається зворотною. Для виродженої матриці зворотної матриці не існує, оскільки її визначник рівний нулю.

Визначник зворотної матриці рівний зворотній величині визначника даної матриці, що дає можливість обчислення зворотної матриці за допомогою визначників. Для цього використовуються поняття мінору і доповнення алгебри.

Мінором Мij елемента аij визначника Д=(Оij) називається такий новий визначник, який отриманий з даного визначника викреслюванням рядка і стовпця, що знаходиться через даний елемент матриці А.

Доповненням алгебри елемента аij визначника називається мінор Мij цього елемента, взятий зі знаком (-1). Доповнення алгебри елемента аij позначається через Аij. У прийнятому нами позначенні матимемо:
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(3.88)

Ферраром і Глобером доведено, що статична величина 
[image: image260.wmf]f

j підкоряється розподілу Фішера з (n-p) і (р-1) ступенями свободи. Отже, для виявлення мультиколінеарності використовується звичайний прийом перевірки статистичних гіпотез. Обчисливши вираз 
[image: image261.wmf]f

 j (j=1,2…р), порівнюємо їх значення з табличними значеннями  
[image: image262.wmf]f

 5% и 
[image: image263.wmf]f

 1% при відповідних ступенях свободи [ (n-p) (p-10) ].

Якщо 
[image: image264.wmf]f

 j < 
[image: image265.wmf]f

5%, то гіпотеза відсутності мультиколінеарності j-го аргументу з іншими в генеральній сукупності стверджується. Навпаки, при 
[image: image266.wmf]f

 j > 
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5% - відкидається гіпотеза відсутності мультиколінеарності j-го аргументу з іншими в генеральній сукупності. При 
[image: image268.wmf]f

5% < 
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 j < 
[image: image270.wmf]f

1% використовуються засоби  послаблення мультиколінеарності шляхом переходу до нелінійних залежностей та ін.
Висновки про виключення якогось аргументу супроводяться логічним аналізом. По аргументах, що збереглися, повторюється перевірка мультиколінеарності.

Управління множинної регресії виявляється тим точніше і надійніше, чим слабше внутрішні кореляційні зв'язки між аргументами.

Знайдені в результаті рішення кореляційної матриці  β- коефіцієнти показують на яку частину середньоквадратичного відхилення σу змінюється середнє значення функції, якщо відповідний аргумент зменшується або збільшується на юшок, а інші аргументи залишаються незмінними.

Найбільш доцільно відшукувати рівняння множинної регресії шляхом послідовного підключення до парного рівняння решти аргументів в порядку їх значущості (економічної, технологічної і т.п.). У цьому випадку виявляється можливість на кожному етапі аналізувати:

- обумовленість вирішуваної системи за чисельним значенням її визначника (детермінатора);

- зміна  β- коефіцієнтів, чисельне значення яких має бути менше 1, а знак не суперечити логіці;

- зростання коефіцієнта множинної кореляції R і убування залишкової дисперсії 
[image: image271.wmf])
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Методика послідовного підключення аргументів складається з наступних операцій.

1.Обирається аргумент Х1, якому відповідає найбільший за абсолютним значенням "зовнішній коефіцієнт" кореляції



| r y1| = max | r yi|, j = 1,2….q.




(3.89)

За аргументом Х1 записується рівняння





ty1 = ty1 tx1.





(3.90)

2. Приєднується аргумент Хio, для якого 





| r xj X1 | = min | r xj x1 |, j = 2,3,… q.

(3.91)

Складається система нормальних рівнянь





r yх1 = β1 + r хjo   β2;




(3.92)





r y xjo = β1 r хjo x1 + β2



(3.93)

і обчислюються значення β1 и β2. Визначаються





R2y, x1 хjo = β1 ryx1 + β2 r y xjo;


(3.94)





σу, х1 xjo = 
[image: image272.wmf].
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(3.95)

Порівнюється R2y, x1 хjo, σу, х1 xjo  відповідно з r 2yx1, σу х1. 

Переконуються в справедливості нерівності





R2y, x1 хjo ≥ r 2yx1 ; σу, xjo  ≤ σу х1.


(3.96)

У противному разі замінюється чинник аргумент іншим Xj1, а аргумент Xj0 переноситься на останнє місце.

3. Далі приєднується наступний аргумент Xj1 і розв'язується система з трьома невідомими:




r y х1 = β1 + β2  rх1 xjo + β3  rх1 xj1;



(3.97)




r y xjo = β1 rх1 xjo + β2   + β3  r xjo xj1;


(3.98)




r y xj1 = β1 rх1 xjo + β2 r xjo xj1  + β3.



(3.99)

Обчислюються значення β1, β2  и β3. Визначаються 




R2y, x1 хjo xj1 = β1 r y х1 +  β2 r y xjo + β3 r y xj1;

(3.100)




σу, xjo xj1 = σу 
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(3.101)

і порівнюються з R2y, x1 хjo і σу, x1 хjo. Переконуються в справедливості нерівності





R2y, x1 хjo xj1 ≥ R2y, x1 хjo;



(3.102)





σу, x1 хjo xj1 ≤ σу, x1 хjo.



(3.103)

У противному разі поступають аналогічно П.2.

Дослідження ведуть до тих пір, поки не будуть апробовані чинники-аргументи і збережені тільки ті з них, для яких βj–коефіцієнти суттєві й лінійно незалежні. У результаті виходить множинне рівняння в стандартизованому масштабі.

Від рівняння множинної регресії в стандартизованому масштабі




t 
[image: image274.wmf]y

xi = β1 t1 + β2 t2 + ….+ βp tn



(3.104)

до рівняння множинної регресії в натуральному масштабі





[image: image275.wmf]y

х1, х2…Хр = а1х1 + а2х2 + ….+ архр +b.

(3.105)

Перехід здійснюється подвійно.

1. Шляхом використання формул
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(3.106)

При цьому маємо
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(3.107)

Підставивши відомі значення 
[image: image278.wmf]y

, σxi, σу, βi і 
[image: image279.wmf]Х

I, отримаємо рівняння множинної регресії в натуральному масштабі, в якому чисельне значення вільного члена додатково визначати не потрібно.

2. Невідомі коефіцієнти аi в рівнянні множинної регресії в натуральному масштабі визначають з виразу
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(3.108)

Чисельне значення вільного члена



b = 
[image: image281.wmf]y

-(а1
[image: image282.wmf]X
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[image: image283.wmf]X
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(3.109)

Для з'ясування математико-статистичного змісту множинної кореляції всю досліджувану групу змінних слід розглядати як один чинник-аргумент. Чисельне значення коефіцієнта множинної кореляції визначають за формулою



R= 
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(3.110)

При цьому 0≤ R≤1. Коефіцієнт надійності






М = 
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(3.111)

Стандартну помилку (середню квадратичну похибку) коефіцієнта множинної кореляції визначають за формулою





σR = (1-R)/
[image: image287.wmf]n
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(3.112)

де n-обсяг вибірки.

Сукупний вплив врахованих змінних на функцію визначається коефіцієнтом загальної детермінації R2, а окремих чинників-аргументів за чисельними значеннями приватної детермінації riβi:




R2 = r1β1 + r2β2+…..+ rpβp.



(3.113)

Стандартну (систематичну) похибку  
[image: image288.wmf]R
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2 обчислюють за формулою
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(3.114)

де Р - число параметрів рівняння регресії. З рівняння множинної регресії можна отримати рівняння чистої (приватної) регресії 
[image: image291.wmf]y

по кожному з аргументу Xi. Для цього фіксується значення всіх аргументів, окрім Xi, на середньому рівні.

Отримане рівняння описує, як в середньому змінюється із зміною Xi, якщо всі інші аргументи постійні й закріплені саме на своїх середніх рівнях.

Приклад. Відповідно до наведеною методики скласти рівняння множинної регресії собівартості перевезення пасажирів 
[image: image292.wmf]y

 від чинників: X1 – середньодобове перебування рухомого складу на лінії; X2 – середньодобова кількість пасажирів, що перевозяться, тис. чол.; X3 – пробіг рухомого складу на 1000 пасажирів, км, що перевозяться. Відомо, що 
[image: image293.wmf]у

= 78,9 коп., σу =3,5104, а в таблиці матриці наведені внутрішні й зовнішні коефіцієнти кореляції.

Таблиця 3.6 - Внутрішні й зовнішні коефіцієнти кореляції


Х1 = t
X2 = 1/A
X3 = П
ryxi
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Етап 1. Послідовно підключаються чинники-аргументи, в першу чергу з найбільшим "зовнішнім коефіцієнтом" кореляції і найменшим "внутрішнім". У нашому прикладі найбільше "зовнішні коефіцієнти" кореляції з 
[image: image295.wmf]у

мають Х1 и Х3.

Система нормальних рівнянь має вигляд



β1 – 0,7294 β3 = -0,9108;





(3.115)



-0,7294 β1  +   β3  = 0,9055.




(3.116)

Отримане рішення 



β1 = -0,5348 и β3 = 0,515.




(3.117)

Визначаємо R2у, Х1 Х3 и σу,Х1Х3
R2у, Х1 Х3 = -0,9108 (-0,5348) + 0,9055 * 0,515 = 0,9534;

(3.118)



σу,Х1Х3 = 3,51104 
[image: image296.wmf]9534
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(3.119)

Порівнюємо R2у, Х1 Х3 і σу,Х1Х3 з r2yx, и σу,Х1, де справедливі рівняння 0,9534 >0,9108, 0,7578 < 3,5104.

Складаємо рівняння множинної регресії по двох чинниках-аргументах:
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(3.120)

Після відповідних перетворень виходить рівняння множинної регресії собівартості по двох чинниках–аргументах, середньодобовому перебуванні рухомого складу на лінії і пробігу рухомого складу на 1000 перевезених пасажирів
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(3.121)
Етап 2. Приєднуємо наступний аргумент А- середньодобова кількість пасажирів, чол, що перевозяться. Складаємо систему нормальних рівнянь 
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(3.122)
Обчислюємо 
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Рівняння множинної регресії по трьох чинниках–аргументах має вигляд:
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(3.123)

Після відповідних перетворень виходить управління множинної регресії пасажироперевезень по трьох чинниках – аргументах:
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(3.124)

Сукупний вплив облікових чинників на собівартість пасажироперевезень визначається загальною детермінацією, а окремих чинників аргументів за чисельними значеннями часткової детермінації
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, які складають:
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Отримані результати свідчать, що три чинники – аргументи, включені в множинну кореляційну залежність, на 92% обумовлюють собівартість пасажироперевезень міським електричним транспортом, у тому числі: середньодобове перебування рухомого складу на лінії - на 25,64%; середньодобова кількість пасажирів, що перевозяться - на 54,69%; пробіг рухомого складу на 1000 пасажирів, що перевозяться - на 11,93% при досить високому коефіцієнті кореляції R=0,9593.

Тема 4. Математичні методи прогнозування

4.1. Прогнозна модель, її характеристики і план складання

Моделі, що прогнозують величини техніко – економічного показника, який вивчається, можуть бути трьох видів:

· одночинники, що виражають зміну самого показника;

· парні регресійні, що виражають зміну показника залежно від зміни одного чинника;

· багаточинники, що виражають зміну показника залежно від групи найважливіших, які визначаюють його чинників.
Моделі, за допомогою яких прогнозується зміна тільки самого показника, незалежно від причин, що його (показника) викликають, мало ефективні, особливо для оперативного управління. Вони не дозволяють виявляти напрям і міру дії на певні чинники для досягнення управління показника, заданого на прогнозований період.

Парні регресійні моделі, залежність зміни показників, від єдиного чинника, не враховують всю сукупність найважливіших чинників, а їх взаємодія може призвести до значних спотворень ізольованого впливу облікового чинника.

Досить цінними є прогнозуючі моделі багаточинників, які охоплюють найважливіші чинники, що обумовлюють зміну показника, що вивчається і враховує взаємозв'язок між ними. При цьому особливо важливе включення в модель саме керованих чинників, причому за станом на декілька періодів, передуючих прогнозованому. По кожному чиннику повинен бути виявлений лаг, що вказує тривалість запізнювання найбільшого впливу чинника на показник. За відсутності лага по даному чиннику слід замінювати цей чинник його авторегресійною моделлю. Якщо, наприклад, всіх чинників чотири: чинники 
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(4.1)

де к3 і к4 - число членів авторегресійної моделі для чинників х3 і х4  відповідно.

Така модель дозволяє за умов, досягнутим рівнянням чинниками, намічати заходи впливу на них з тим, щоб в планований період показник досяг даного рівня.

Складання моделей багаточинників включає наступні етапи:

· визначення еволюційних складових для показника Уt і всіх чинників Xjt (j=1,2….p), Уt=d(t) и Xjt =dj(t);

· виявлення лага впливу кожного фактора на показник l1,l2…lp.

· визначення Р - факторної моделі показника виду У=d (X1,t-e1,….Xp,t-ep);

· знаходження авторегресійних моделей для факторів, що діють синхронно (lj=0)  Xjt=d(Xj,t-1,Xj,t-2,….Xj,t-k);

· складання багатократної моделі.

Вимога високої точності й достовірності прогнозованої моделі багаточинника викликає необхідність врахування, як специфіки обробки рядів динаміки, так і особливостей багатократної регресії.

Специфіка застосування регресійного аналізу до рядів динаміки досить суттєва, якщо її не враховувати, то це може призвести до серйозних помилок.

Перерахуємо деякі специфічні риси аналізу:

1. При обробці вибіркових даних спостережень, дослідів або звітів, що відносяться до єдиного певного моменту часу, вважається виконаною вимога незалежності випробувань, яка є однією з основних для застосування вірогідних методів. У рядах динаміки ця вимога не виконується, бо при зміні процесу в часі подальші значення ряду динаміки залежать від попередніх.

2. Показники тісноти зв'язку між функціональною ознакою У і деяким чинником Х в звичайній кореляційній моделі так чи інакше враховують частку дисперсії У, обумовленої впливом Х. У рядах динаміки поняття дисперсії втрачає звичайне значення, оскільки при зміні деякої величини в часі дисперсія залежатиме не тільки від випадкових відхилень значень ряду від його середнього значення, але ще і від вибраного для вивчення процесу проміжку часу, тобто довгі ряду.

3. Якщо два тимчасові ряди мають схожі еволюційні складові, наприклад, два монотонно зростаючих тренду, то коефіцієнт кореляції між ними виявиться високим, хоча по суті дані величини можуть не бути абсолютно зв'язані між собою (явище помилкової кореляції).

Першим етапом дослідження повинен бути відбір найважливіших чинників виходячи з економічного змісту процесу.

За показником і вибраними чинниками, що вивчаються, збирають вихідні дані (звітні дані, результати спостережень і дослідів). Рекомендується користуватися даними по одному об'єкту і складати модель тимчасову, а не просторову. При цьому не враховані в моделі чинники коливатимуться значно менше ніж по групі об'єктів, і застосування отриманої моделі для аналізу і управління буде значно точнішим і надійнішим.

Таблиця 4.1 – Матриця статистичних даних економічних показників

t
Yt
X1t
X2t
..
Xpt

1
Yt1
X11
X21
..
Xp1

2
Y2
X12
X22
..
Xp2

3
Y3
X13
X23
..
Xp3

4
Y4
X14
X24
..
Xp4

.
.
.
.
.
.

n
Yn
Xnt
Xnt
..
Xnt

Складання прогнозуючої моделі є безперервним процесом: при настанні прогнозованого періоду нові дані дозволяють перевірити і скоректувати раніше отримане рівняння, а після деякого часу визначити нову модель по новому базисному періоду. При цьому слід регулювати терміни оновлення моделі економічно: складати витрати на отримання нової моделі і збитки від похибок прогнозування за старою моделлю.

4.2. Тимчасові ряди. Виявлення загальної тенденції

Тимчасовий ряд – це послідовність спостережень Уt, Уt2…Уtn, кожне з яких відноситься до деякого відрізку часу t1, t2,….tn, або визначає результати за деякий період часу.

Як прямі приклади тимчасових рядів можна вказати щомісячну, щоквартальну, щорічну собівартість перевезення пасажирів, обсяг пасажирів, що перевозяться по депо, або рівнянню в цілому. Як вже вказувалося вище, вихідні дані слід формувати по кожному з об'єктів у зв'язку з тим, що інформація буде більш достовірною ніж по групі об'єктів.

Маючи в розпорядженні свій тимчасовий ряд для досліджуваного показника і для всіх чинників, необхідно перш за все виявити загальну тенденцію зміни цих величин (тренд, еволюційну складову, лінію рівняння).

Тренд – це рівняння У=d(t), що виражає в середньому зміну в часі показника, заданого рядом динаміки. Таке рівняння можна розглядати як апроксимацію тимчасового ряду або як окремий випадок регресії.

Як показує дослідження економічних тимчасових рядів, в них завжди міститься загальна тенденція, яку необхідно виявити. Управління У=d(t) можна відшукувати безпосередньо за звітними або дослідженими даними, по К-членним ковзаним середнім.

Використання ковзаних середніх доцільно в разі достатньо довгого ряду. Число членів ковзаної середньої повинне бути обумовлено міркуваннями по суті процесу і залежне від кроку тимчасового ряду. Так, якщо дані про розміри показника не ділові, то інтерес представляє чотиричленна ковзана середня, вирівнююча характер процесу в межах місяця, у разі місячних даних – доцільно тричленне вирівнювання, що згладжує результати в межах кварталу.

При згладжуванні за допомогою ковзаних середніх доводиться втрачати частину даних: при тричленному вирівнюванні – дві сторони таблиці, при чотирьох- і п'яти членному вирівнюванні - відповідно три і чотири рядки. Якщо число даних не вірне, то таке скорочення даних навряд чи буде доцільним.

Питання про доцільну довжину тимчасового ряду досить складне. З одного боку, як і завжди при відшукуванні апроксимуючої формули або рівняння регресії, виникає природне прагнення до збільшення масиву спостережень з метою підвищення точності надійності результатів, з другого боку, при обробці тимчасових рядів слід врахувати небажаність використання старих даних. Приймати ці суперечливі вимоги можна тільки за рахунок зменшення довжини інтервалів тимчасового ряду – скорочуючи крок ряду (шляхом переходу, наприклад від квартальних даних до місячних, від місячних до тижневих, і т.п. якщо такі дані за матеріалами звітності можна мати).

Приклад. Дані собівартості пасажироперевезень міським електричним транспортом, представлені в табл.. 4.1, вирівняти за ковзаною середньою і побудувати графік.

Таблиця 4.2 - Стратегічні дані собівартості пасажироперевезень по депо

t
Собі- вартість

С, коп


Трич-лен

ні суми
Тричлен-

ні ковзані

середні
Чотири-член-

ні суми
Чотири-членні ковзані

середні
П’яті-член-

ні суми
П’яти-член-

ні ковзані

середні

1
65,9
-
-
-
-
-
-

2
66,9
201,3
67,3
269,4
67,3
-
-

3
69,1
203,5
67,8
271,7
67,9
338,2
67,6

4
67,5
204,8
68,2
274,7
68,6
339,3
6,8

5
68,2
205,6
68,5
276,5
69,1
345,6
69,1

6
69,9
209,0
69,5
281,8
70,4
349,3
69,7

7
70,9
213,6
71,2
285,7
71,4
358,5
71,7

8
72,8
215,8
71,9
288,5
72,1
361,4
72,2

9
72,1
217,7
72,5
290,5
72,6
363,7
72,7

10
72,8
217,7
72,5
290,9
72,7
365,7
72,9

11
72,8
278,8
72,9
-
-
-
-

12
73,1
-
-
-
-
-
-

Як бачимо, усереднені дані більш наочно виражають основну тенденцію собівартості перевезення пасажирів. Вихідні дані, що різно ковзають, подані на рис. 4.1.

Рис. 4.1 - Вихідні дані, різні ковзані і вирівнююча парабола:

1- вихідні дані; 2- тричленні ковзані; 3- чотиричленні ковзані; 4- п’ятичленні середні; 5- вирівнююча парабола.

При визначенні загальної тенденції виникає два завдання: вибір форми рівняння, тобто вид функції d(t); обчислення параметрів рівняння.

При виборі форми управління випливає, як в статистичному регресійному аналізі, добре знати процес по суті. Так, для короткострокового прогнозування багато механіко– економічних показників найкращою формою тренда є показова, що описує зростання за законом складних процесів, для більш тривалого періоду прогнозування по цілому ряду показників - експонента з насиченням. Якщо ж сутність процесу не вимагає певної форми управління, то вибір проводиться за якнайменшою залишковою дисперсією. Графічна ілюстрація тимчасового ряду також допоможе в цьому виборі.

Практика показує, що доцільно піддавати випробуванню залишкову дисперсію по чотирьох монотонних функціях:
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3. Експоненціальної
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4. Експоненти з насиченням
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При цьому відхилення від тренду визначаються відповідно у вигляді:
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(4.2)

Всі параметри α знаходять за методом якнайменших квадратів, що приводить до системи нормальних рівнянь
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Знайшовши 
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min

y

d

 для відповідної залежності, знаходять функцію, яка в порівнянні з іншими найкраще апроксимує початковий часовий ряд.

Використання з метою апроксимації багатопараметричних функцій недоцільне. Хоч за допомогою таких функцій можна отримати добре наближення вихідним даним, але, таким чином математично описується не стільки загальна тенденція, скільки випадкові від неї відхилення; з'являються невиправдані особливості процесу - максимуми і мінімуми. Крім того, складання таких функцій і їх застосування для практичних розрахунків різко ускладнюється.

Приклад. Для вищеперерахованих даних, використовуючи степінну залежність 
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, розраховуємо її параметри і робимо прогноз на найближчий період. Для визначення параметрів рівняння розрахунки зводимо в табл. 4.2

Таблиця 4.2 - Розрахунок статистичних характеристик рівняння.


Yt
ln t
ln t2
ln Yt
ln Yt ln t
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Yt
ε
ε2

1
65,9
0,00
0,00
1,8189
0,00
1,8035
63,6
2,3
5,29

2
66,9
0,3010
0,0906
1,8254
0,5494
1,8211
66,24
0,66
0,44

3
69,1
0,4771
0,2276
1,8395
0,8774
1,8314
67,32
1,28
1,64

4
67,5
0,6021
0,3625
1,8293
1,1014
1,8387
68,98
-1,48
2,19

5
68,2
0,6990
0,4886
1,8331
1,2813
1,8443
69,88
-1,68
2,82

6
69,9
0,7782
0,6056
1,8445
1,4354
1,8490
70,13
0,73
0,53

7
70,9
0,8451
0,7142
1,8505
1,5639
1,8524
71,19
-0,29
0,08

8
72,9
0,9031
0,8156
1,8627
1,6822
1,8566
71,88
1,02
1,04

9
72,1
0,9542
0,9109
1,8579
1,7728
1,8593
72,33
-0,23
0,05

10
72,8
1,000
1,00
1,8621
1,8626
1,8620
72,88
-0,08
0,00

11
72,8
1,0414
1,0845
1,8621
1,9392
1,8644
73,16
-0,36
0,13

12
73,2
1,0792
1,1647
1,8645
2,0122
1,8666
73,52
-0,32
0,12

∑

8,6824
7,4648
22,1506
16,0959



14,32

Система нормальних рівнянь має видгляд:
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(4.7)

Підставивши відповідні значення з табл.. 4.2, отримаємо
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Вирішивши систему рівнянь, одержимо:

α=0,0585,       lna=1,8035.

Маємо рівняння:
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Прогноз на 13 і 14 періоди складе: Y13=72,83;  Ym=73,02.

Середній квартал відхилення вихідних значень від розрахункових (дисперсія)
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а середні квадратичні відхилення 
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 що в порівнянні з середнім розміром складає 
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Проте зазначимо, похибки апроксимації особливо великі на кінцях базисного періоду, що обумовлюють велику помилку прогнозу. Можна сказати, що залежність підібрана невдало.

Якщо протягом базисного періоду процес, що вивчається, суттєво змінився в результаті появи нових чинників (сезонні коливання), то для апроксимації тимчасового ряду слід скористатися двома або більш окремими аналітичними виразами, розглядаючи їх як частини науково – безперервної функції. При цьому прогнозування проводиться за останньою дугою і необхідно уточнити, який допустимий інтервал прогнозування. Факт істотності змін для показника слід встановлювати як якісно, так і статистично.

Можна скористатися і графічним способом: побудувавши три тренди по кожному періоду в цілому по всьому ряду, порівняти графічно, на скільки близько загальний тренд огинає обидва приватних.

Статистична перевірка може бути здійснений наступним прикладом дисперсійного аналізу. Нехай значення показника до і після деякого моменту задані рядами:
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з середніми значеннями і дисперсіями, визначуваними по формулах
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Обчислюємо загальну середня і загальну дисперсію з'єднаного ряду
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(4.14)
Розчленовувавши повну дисперсію ряду на частини, одержуємо
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(4.15)
Враховуючи число ступенів свободи кожної з сум в рівнянні, позначаємо
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Відношення 
[image: image341.wmf]2
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 порівнюємо з відповідним значенням розподілу Фішера. Якщо 
[image: image342.wmf]2
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S
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< F5%  [1, n-2] при рівні значущості 5% вважаємо періоди, що вивчаються, не істотно різними у значенні даного показника 
[image: image343.wmf]Y

. Якщо 
[image: image344.wmf]2
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S

< F5%  [1, n-2] при рівні значущості 1% вважаємо періоди, що вивчаються, суттєво різними за показником 
[image: image345.wmf]Y

 і будуємо тренд з двох частин, різних тільки за параметрами або видом функції d(t).
Приклад. Методику обробки рядів динаміки за наявності сезонних коливань можна проілюструвати на прикладі собівартості пасажироперевезень одним з тролейбусних рівнянь за період 1998-2003рр. Виявлення загальної тенденції на підставі даних табл. 4.3 починаємо з побудови графіка.

Таблиця 4.3 - Динаміка статистичних показників

Роки
t
Значення показника, С, коп.
Квартал




I
II
III
IV

1998
1
58,71
62,3
56,88
59,34
56,72

1999
2
60,13
62,78
58,35
60,84
58,78

2000
3
60,83
63,47
57,88
62,58
59,4

2001
4
65,70
69,52
63,02
63,89
66,51

2002
5
66,08
67,23
62,99
65,65
67,54

2003
6
66,76
68,59
60,56
66,00
68,29


Рис. 4.2 – Динаміка собівартості пасажироперевезень

В цьому прикладі (рис. 4.2) спостерігається різкий перелом характеру змін в 2000 р. Тому неможливо підібрати єдину математичну функцію зростання, задовільно апроксимуючу дані про собівартість пасажироперевезень за всі роки. У зв'язку з цим розбиваємо тимчасовий діапазон на дві частини - 1998-2001 рр. і 2001-2003 рр. Для першого ряду підбираємо експоненту, для другого - експоненту з  насиченням. При визначенні параметрів рівнянь використовуємо розрахунки, зведені відповідно в табл. 4.4. і 4.5.

Таблиця 4.4 - Розрахунок параметрів експоненти

Роки
Y
ℓny
t
V= ℓny-1,78
Vt
t2

[image: image346.wmf]V


ℓny=1,78+
[image: image347.wmf]V
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ε
ε2
β%

1998
58,71
1,7761
0
-0,0039
0
0
-0,013
1,7787
60,08
-1,37
1,88
2,28

1999
60,13
1,7791
1
-0,0004
-0,004
1
0,0021
1,7821
60,53
-0,4
0,16
0,66

2000
60,83
1,7841
2
0,0041
0,0082
4
0,0155
1,7955
62,44
-1,61
2,59
2,57

2001
65,70
1,8176
3
0,0376
0,1182
9
0,0289
1,8089
64,40
1,3
1,69
2,01

∑


6
0,0374
0,1206
14




6,32


Таблиця 4.5 - Розрахунок параметрів експоненти з насиченням

Роки
Y
ℓny
t
t1=t-2
V= ℓny-1,82
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ℓny=

1,82+
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ε
ε 2
β%

2001
65,7
1,8176
3
1
-0,0024
1
-0,024
1
-0,0084
1,8116
64,8
0,9
0,81
1,388

2002
65,08
1,82
4
2
0,000
0,50
0,00
0,250
0,0033
1,8233
66,58
-0,5
0,25
0,75

2003
66,76
1,8245
5
3
0,0045
0,333
0,0015
0,111
0,0072
1,8272
67,16
-0,4
0,16
0,59

∑




0,0021
1,833
-0,0009
1,361




1,22


Системи нормальних рівнянь
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(4.17)

Звідки

ℓna =-0,0113, a= 0,0134;

ℓna1 =0,015, а1= -0,0234;

V = -0,0113+0,0134 t;


V1=0,015 - 
[image: image357.wmf]t

0234

,

0

.

Тоді одержуємо

ℓn 
[image: image358.wmf]Y

t = 1,7687 + 0,0134 t;

ℓn 
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 t = 1,835 - 
[image: image360.wmf]t

0234

,

0

;


[image: image361.wmf]Y

=58,70,0134 t 0 ≤ t ≤ 3;



[image: image362.wmf]Y

 t 
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034

,

0

68,39

 

-

=

  3≤ t ≤ 5

max β% = 2,58;



max β% = 1,388.

Апроксимація цілком задовільна.

Для 2001 р. приймаємо значення собівартості
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Прогноз на 2004 р. При t=6

ℓnу = 1,835 - 
[image: image365.wmf]4
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 = 67,49.

Проте через сезонні коливання прогнозування за сумарними річними даними є абсолютно недостатнім. Тому необхідно прогнозувати за окремими періодами, в даному прикладі за вихідними квартальними даними.

4.3. Авторегресійні моделі прогнозування

Методика прогнозування цінна в тому випадку, якщо вона спирається на обґрунтовану теорію, що встановлює правомочність прогнозування за допомогою даної моделі і помилки вірогідності прогнозу. Оцінка такої помилки за допомогою функції зростання неможлива, тому особливий інтерес представляють авторегресійні моделі.

Авторегресією називається рівняння, що визначає змінну Хj у момент t (або t-й період) через її значення в попередні періоди: (t-1) (t-2)... (t-к). Лінійне авторегресійне рівняння записуємо у вигляді




Хt = а1 Хt-1 + а2 Хt-2 +      + ак Хt-к.



(4.18)

Першим етапом дослідження тимчасового ряду змінної Х є виділення загальної тенденції у вигляді функції d(t) і визначення залишків εt у формі εt = Хt - d(t) чи εt = d(хt).

Якщо залишки εt незалежні, тобто не можуть бути представлені як функція часу, то функція d(t) охоплює повністю еволюційну складову змінної Хt. При цьому залишається знайти закон їх розподілу εt і, прийнявши гіпотезу про збереження цього закону розподілу на прогнозований період, побудувати довірчий інтервал для прогнозованої величини Хt за функцією d(t). Якщо ж залишки εt залежні, тобто містять деяку тенденцію, то її можна виявити за допомогою коефіцієнта автокореляції. Проводячи зсув значень εt  на один рядок і останнє значення переміщаємо на перше місце, одержуємо табл. 4.6.

Таблиця 4.6 – Залишки змінних ряду динаміки

εt
εt-1

ε1
εn

ε2
ε1

ε3
ε2

…………
…………..

εn
εn-1

Обчислюємо циклічний коефіцієнт кореляції між рядами εt і εt-1 за формулою





r(εt, εt-1) = [image: image367.wmf]å

å

-

2

1

*

t

t

t

e

e

e

 .




(4.19)

Ця формула (4.19) виходить із звичайної формули для визначення коефіцієнта кореляції, якщо покласти






∑ εt = ∑ εt-1 = 0;




(4.20)






∑ (εt -1)2 = ∑ (εt)2 .




(4.21)

Формула (4.20) виходить з того, що параметри функції d(t) визначаються за методом якнайменших квадратів, а формула (4.21) - з циклічної табл. 4.6.

Аналогічно, зсовуючи εt на 2,3….К рядків, одержуємо циклічну таблицю послідовних відхилень

Таблиця 4.7 - Циклічна таблиця послідовних відхилень

t
εt
εt-1
εt-2
………
εt-к+1
εt-к

1
ε1
εn
εn-1

εn-k+2
εn-k+1

2
ε2
ε1
εn

εn-k+3
εn-k+2

3
ε3
ε2
ε1

εn-k+4
εn-k+3

….
….
….
….
….

….

К
εk
εk-1
εk-2

ε1
εn

К+1
εk+1
εk
εk-1

ε2
ε1

К+2
εk+2
εk+1
εk

ε3
ε2

…..
…..
….
….
….
….
….

n
εn
εn-1
εn-2

εn-k+1
εn-k

За даними табл. 4.7 визначаємо всі циклічні коефіцієнти автокореляції: 
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r(εxt-1 εxt-j) = [image: image369.wmf](
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(4.23)

Циклічний коефіцієнт автокореляції не підпорядковується нормальному закону розподілу, його розподіл асиметричний, суттєві величини коефіцієнтів автокореляції при певному рівні значущості різні для позитивних і негативних його значень. 5% - й і 1% - й рівні значущості коефіцієнтів автокореляції подані в спеціальних таблицях. Знайдені значення r1, r2… rn-к-1 перевіряємо по таблиці 5% - х і 1% - х рівнів вірогідності коефіцієнтів автокореляції. Якщо | rстат. (n) | < | r5%. (n) |, то приймаємо гіпотезу неавтокорельованості залишків εt; якщо        | rстат. (n) |  >  | r1%. (n) |  відкидаємо гіпотезу їх неавтокорельованості.

За циклічними коефіцієнтами автокореляції складаємо матрицю і її обертаємо. Як і в разі звичайної регресії багаточинника, перевіряємо наявність мультиколінеарності кожного з чинників εxt-j, j=1,2-k від сукупності інших і зберігаємо тільки лінійно незалежні  аргументи.

Будуємо лінійну авторегресійну модель




εt = а1 εt-1 + а1 εt-2 + ….+ ак εt-к,




(4.24)

що виражає εt в період t за допомогою значень εt-j, j = 1,2…К за К попередніх періодів. При цьому в рівнянні повинні бути збережені тільки суттєві і лінійно незалежні коефіцієнти.

Якщо виявляються аj – коефіцієнти, що не задовольняють вказаним вимогам, то модель потребує перерахунку (починаючи з розрахунку автокореляційної матриці більш низького порядку).

Оскільки параметри рівняння тренда визначали за методом найменших квадратів, то в разі його коректного підбору відповідні відхилення підкоряються нормальному розподілу, і, отже, рівняння регресії можна відшукувати в лінійній формі



ℓn Xt = a1 ℓn Xt-1 + a2 ℓn Xt-2 +…….+ak ℓn Xt-k + F(t);

(4.25)




Xt = a1 Xt-1   + a2 ℓn Xt-2 +……..+ an Xt-k  + F(t).

(4.26)

Яким повинне бути число членів рівняння, це питання слід вирішувати в поєднанні професійних вимог процесу, що по суті вивчається, з математико-статистичними критеріями. Так, якщо статистичний ряд містить тижневі дані, то особливий інтерес являє чотиричленна модель залежності рівня показника від тижневих рівнів за весь попередній місяць. У разі місячних даних цікава тричленна авторегресія, а для даних, зібраних по роках, – п’ятичленна.

Статистичні критерії покликані встановити відсутність автокорельованості залишків від віднімання з табличних значень  εt їх розрахункових значень 



ηt = εt – (a1 εt-1 + a2 εt-2 +…+ ak εt-2k).



(4.27)

Існує декілька статистичних критеріїв. Один з них заснований на порівнянні середнього квадрата послідовних різниць ηt:
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(4.28)
З дисперсією величини
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(4.29)

Складаємо відношення середнього квадрата послідовних різниць, до середнього квадрата самих величин:
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(4.30)
Якщо Кстат., потрапляє в допустиму область при рівні значущості 5%, а саме К5% (n-k) < Кстат (n-k) < К15% (n-k), то приймаємо гіпотезу неавтокорельованості залишків ηt, а, отже, і достатності числа членів К авторегресійної моделі.

Якщо ж Кстат (n-k) < К% (n-k) або Кстат > К1% (n-k), то відкидаємо гіпотезу неавтокорельованості залишків ηt і рахуємо число членів рівняння недостатності. У цьому випадку число членів рівняння треба збільшити, якщо довжина ряду дозволяє це.

Користуючись для прогнозу розробленими рівняннями, можна знайти довірчий інтервал для значення прогнозованого показника.

Якщо прогнозований показник рівний
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, то розмір показника Хt записуємо у вигляді
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(4.31)

Викладена методика складання авторегресійних моделей, використані критерії і побудований довірчий інтервал можна застосовувати тільки для великих вибірок, коли довжина ряду n не менше 30.

Помилка прогнозу по отриманих рівняннях визначається за дисперсії εt. Оскільки
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то Βер 
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(4.33)

де Pα – задана вірогідність, Pα = 1-α, а tα - відповідна межа по С (n-k) ступеням свободи Стьюдента:
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(4.34)

Розглянемо приклади складання авторегресійних моделей.

Одночленна модель. Щомісячний пробіг рухомого складу міського електротранспорту на 1000 пасажирів, що перевозяться, заданий рядом в графі 2 табл. 4.8. Наявність експоненціального ряду (див. рис. 4.3.) дозволяє розраховувати на придатність одночленної моделі 
[image: image383.wmf]t
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 = а1Хt-1.
Система нормальних рівнянь для визначення параметра а1 має вигляд
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(4.35)

З табл. 4.3. (графи 4 і 5) виходить 367673,4 = 364278,2 а1
Звідки   а1 = 
[image: image386.wmf]2

,

364278

4

,

367673

 = 1,0087 ≈ 1,01.

Одержуємо рівняння 
[image: image387.wmf]t

Х

 = 1,01 Хt-1. Обчислюємо значення 
[image: image388.wmf]t

Х

= 1,01 Хt-1 (графа 6) і знаходимо значення εt = Xt -Хt-1 (графа 7) ∑ εt = 9,4, що несуттєво в порівнянні з розмірами Xt.
Обчислюємо коефіцієнт циклічної автокореляції r1. За графами 9 і 10 отримаємо



r1 = r(εt, εt-1) = [image: image389.wmf].
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(4.36)
З табл. 4.3 знаходимо n1 = 15-1=14, r<0, r5% = -0,479.
Оскільки | r1| < | r5%|, кореляція εt, εt-1 несуттєва.

Аналогічно за графами 12 і 10 (табл. 4.8.) одержуємо r2 = 
[image: image390.wmf]68

,
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68

,

275

-

 = 0,416, що свідчить про несуттєвість кореляції  εt и εt-2.

У даному випадку переважний критерій Дж. Неймана. Обчислюємо різницю εt -εt-1  за графами 13 і (εt -εt-1)2 – за графами 14. Одержуємо
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За табл. 4.3 для n1 = 14 рівень значущості К5% рівний 1,2725 при r > 0 і 3,0352 у разі r < 0. Розрахунки свідчать, що коли в генеральній сукупності автокореляція між залишками εt відсутня, то в 95% вибірок буде К > 1,272 у випадку r > 0 и К < 3,0352 при <.

У даному прикладі значення К потрапляє в допустиму область при 5% рівні значущості К > 1,2725. Отже, гіпотеза неавтокорельованості залишків εt стверджується і авторегресійне рівняння Xt = 1,01 Xt-1 приймається.

Помилка прогнозу при середньоквадратичному відхиленні
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Складаємо




Вср = 
[image: image393.wmf]{
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При 95%-й гарантійної вірогідності tα = 2,1 за табл. П.4[12] і помилка прогнозу не перевищить 14,42, що складає приблизно 8%:





[image: image395.wmf]Х

 - 14,42 ≤ 1,01 Xt-1 ≤ 
[image: image396.wmf]Х

 + 14,42



(4.40)

Визначаємо прогноз на 16-й і 17-й періоди з похибкою, що не перевершує 14,42 (рис. 4.3.):

[image: image397.wmf]16

Х

 = 1,01 * Х15 = 1,01 * 175,3 = 177,05;




(4.41)


[image: image398.wmf]17

Х

 = 1,01   Х17  = 1,01 * 175,5 = 177,06.




(4.42)


Таблиця 4.8 - Розрахунок параметрів одночленної авторегресійної моделі
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Xt Xt-1
Xt-12
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εt-1
εt* εt-1
εt2
εt-2
еt* еt-2
еt-еt-1
(еt - еt-1)2

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
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1
153,1
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
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2
153,3
153,1
23470,2
23439,6
154,6
-1,3
5,4
-7,02
1,69
1,7
2,21
5,1
26,01

3
148,4
153,3
22749,7
23500,9
154,8
-6,4
-1,3
8,32
40,96
5,4
-34,56
-5,4
29,16

4
148,9
148,4
22096,8
22026,6
149,9
-1,0
-6,4
6,4
1,0
-1,3
1,3
-11,0
14,0

5
160,4
148,9
23883,6
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150,4
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1,0
10,0
1,0
-6,4
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11,5
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6
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160,4
25744,2
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162,0
-1,5
10,0
-15,0
2,25
-1,0
1,5
33
10,89

7
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160,5
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25760,2
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-4,8
-1,5
7,2
23,04
10,0
-48,0
-16,5
272,25

8
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-4,8
-16,5
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-1,5
-17,55
3,3
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9
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11,7
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70,56
-4,8
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-1,0
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1,0
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170,9
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15,1
1,0
15,1
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-8,4
-126,84
19,8
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12
167,9
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29206,8
172,6
-4,7
15,1
-70,97
22,09
-1,0
4,7
-3,2
10,24
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0,2
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-7,1
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-8,4
-
-
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Рис. 4.3 - Одночленна авторегресійна модель:

1-вихідні дані; 2-одночленна авторегресія; 3-вирівнююча гіпербола.

Багаточленна модель. Щомісячна реалізація цегли (в тисячах штук) базою торгово – будівельних матеріалів за 20 місяців представлена в табл. 4.9 (графа 2). Треба скласти модель для прогнозування місячної потреби в цеглі на найближчі місяці.

Таблиця 4.9 - Розрахунок параметрів багаточленної моделі
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4
5
6
7
8
9
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11

1
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-
-
-
-
-
-
-
-
-

2
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15
16,55
0,55
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-1,5
0,3
-
-
-

3
23
17
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4,25
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18,06
-3,7
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5
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1,63
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132,48
27

7
21
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-7,68
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-7,68
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7,0
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0,6
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Продовження табл. 4.9
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Використовуючи перші 18 членів ряду, складемо одночленну модель 
[image: image405.wmf]t

Х

= а1 Хt-1. Визначаємо а1 за методом середніх (табл. 4.9, графи 2.3):

а = [image: image406.wmf].
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(4.43)
Обчислюємо значення 
[image: image407.wmf]t

Х

 = 1,103 Хt-1 і залишків εt = 
[image: image408.wmf]t

Х

- Хt (графи 4, 5). Для використання першого критерію автокорельованості складаємо циклічний ряд εt-1 (графа 6), обчислюємо εt * εt-1 (графа 7) і εt2 (графа 8). У результаті одержуємо 



r1 = r(εt, εt-1) = 
[image: image409.wmf].
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(4.44)

За табл. 4.3 знаходимо n1 = 18 – 1 =17 і r > 0, маємо r1% = 0,475.

Отже, r1 потрапляє в критичну область при 1% рівні значущості, що дає підставу відкинути гіпотезу неавтокорельованості εt.

Таким чином, модель 
[image: image410.wmf]t

Х

= а1 Хt-1 не приймається. До такого ж висновку приводить і другий критерій Дж. Неймана. На підставі граф 8,10 отримаємо
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(4.45)

За табл. 4.3 знаходимо: n1 = 17 маємо К1% = 1,035. Значить, К потрапляє в критичну область при 1% рівні значущості, що дає підставу забракувати гіпотезу відсутності автокорельованості εt.
Складаємо двочленну модель 
[image: image412.wmf]t

Х



 EMBED Equation.3  [image: image413.wmf]t

Х

= а1 Хt-1. + а2Хt-2. Система нормальних рівнянь для визначення параметрів методом якнайменших квадратів має видгляд
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(4.46)

Визначивши суми для вирішення системи (табл. 4.9, графи 12-16), отримаємо 16289=1728 а1 + 14241 а2 ; 14853 = 14241 а1 + 13187 а2, звідки а1 = 0,1175; а2 = 1,061. У графах 17-19 наведені значення Хt, розраховані по формулі 
[image: image415.wmf]t

Х

 =  0,1175 Хt-1 + 1,061 Хt-2 . Відхилення  εt знаходимо за графами 20 і критеріюєм Дж. Неймана перевіряємо неавтокорельованість залишків. З граф 21,23

K= 
[image: image416.wmf](

)

315

,

1

77

,

26

21

,

35

16

/

33

,

428

15

/

12

,

528

1

1

1

2

2

1

=

=

=

-

-

-

-

å

å

-

t

t

t

k

n

k

n

e

e

e

.


(4.47)

За табл. 4.4 маємо:

К5% (16) = 1,309 при r > 0;

К5% (16) = 2,9577 при r < 0.

Отже, розрахункове значення К потрапляє в допустиму область при 5% рівні значущості, що дає підставу для ухвалення гіпотези неавтокорельованості залишків εt  для затвердження двочленній моделі: 
[image: image417.wmf]t
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 =  0,1175 Хt-1 + 1,061 Хt-2. При середньоквадратичному відхиленні
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помилка прогнозу Вср = 
[image: image420.wmf]{
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 = Pα; при 90%-й гарантійної вірогідності tα = 1,74 за табл. П.4 [12] і помилка прогнозу не перевищить 8,84.

Прогноз на 19 і 20 періоди Х19 = 55,61; Х20 = 58,20 з 90%-й вірогідністю непереходу за межі
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 - 8,84 ≤ 0,1175 Хt-1 + 1,061 Хt-2  ≤ 
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(4.49)

Запитання для контролю знань
1. Необхідність, можливість і значення застосування економіко-математичних методів у плануванні й управлінні.
2. Основні методичні принципи економіко-математичного моделювання виробничих процесів.
3. Мета і завдання курсу "економетрія" і його взаємозв'язок з профілюючими дисциплінами.

4. Достовірні, неможливі, випадкові й невизначені економічні процеси і явища.

5. Генеральна вибіркова сукупність. Побудова статистичних і тимчасових рядів розподілу.

6. Узагальнюючі статистичні характеристики ряду розподілу випадкової величини.

7. Форми законів розподілу випадкової величини.

8. Закон нормального розподілу і його значення в математичній статистиці.

9. Визначення вірогідності попадання випадкової величини в заданий інтервал.

10. Стандартизація нормального закону розподілу.

11. Грубі, систематичні й випадкові помилки.

12. Розподіл випадкових помилок.

13. Довірчі межі розподілу випадкових помилок.

14. Послідовність попередні обробки спостережень і техніко-економічної інформації.

15. Етапи математико-статистичного моделювання техніко-економічних показників.

16. Обгрунтування обсягу вибірки або достатності вихідної інформації.

17. Виявлення  спостережень, різко відмінних від основної маси вибіркових даних.

18. Перевірка статистичної однорідності вибіркової сукупності.

19. Дослідження закону розподілу функціональної ознаки. 

20. Види залежності між економічними явищами і процесами.

21. Визначення поняття кореляції.

22. Визначення поняття регресії.

23. Етапи процесу кореляційного і регресійного аналізу.

24. Емпірична і теоретична лінії регресії.

25. Форми математичного рівняння зв'язку.

26. Перетворення математичних функцій до лінійного виду. 

27. Знаходження невідомих параметрів рівняння.

28. Коефіцієнт кореляції.

29. Лінійність (нелінійність) зв'язку між змінними. 

30. Оцінка відхилень досліджуваних даних щодо теоретичної лінії регресії.

31. Залишкова теоретична дисперсія.

32. Критерій адекватності Фішера.

33. Необхідність розробки множинних рівнянь регресії.

34. Об'єднання парних рівнянь у випадках перетворення і неперетворення функціональної ознаки.
35. Складання системи рівнянь для визначення множинної регресії у стандартизованому і натуральному масштабі.

36. Проблема мультиколінеарності і методика її виявлення.
37. Поетапне приєднання аргументів при розробці множинної регресії.

38. Перехід від рівняння у стандартизованому масштабі в рівняння в натуральному масштабі.

39. Прогнозуюча модель, її характер і план складання. 

40. Графічне зображення даних на координатній сітці. Вирівнювання по ковзаючій середній.

41. Виявлення загальної тенденції тимчасового ряду.

42. Обробка рядів динаміки за наявності сезонних коливань.

43. Авторегресія. Коефіцієнт авторегресії, його сутність.

44. Визначення точності й надійності авторегресії.

Загальна та додаткова література.
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