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ВСТУП 
 

Пропоноване видання адресоване студентам, призначене 
для підготовки до самостійних та контрольних робіт вдома. 

Весь матеріал курсу поділено на теми. Кожна тема містить 
одну або декілька контрольних робіт, кожна з яких має 10 варіа-
нтів. 
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1. КОНТРОЛЬНІ ЗАВДАННЯ ЗА ТЕМОЮ 

„КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ” 

 

  Самостійна робота за темою „Визначення меж інтегру-
вання у повторному інтегралі та його обчислення”. Робота роз-
рахована на одну астрономічну годину. 

 
1. Розставити межі для двох різних порядків інтегрування, 

якщо область інтегрування D  обмежена заданими лініями, або 
відповідає вказаним нерівностям. 

2. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі. 
3. Обчислити повторний інтеграл. 
4. Обчислити подвійний інтеграл, використовуючи поляр-

ну систему координат. 
 

Варіант 1 
 
1. ;0;2: == yxyD  
          082 =−+ yx . 

2. ∫ ∫ −−

2

1

0

2
),(

y
dxyxfdy . 

3. ∫ ∫−

−
+

0

2

2 2
2 )2(x

x
dyyxdx . 

4. ∫∫ +
D

dxdyyx3 22 ; 

    .1: 22 ≤+ yxD  
 

Варіант 2 
 
1. 1;1: 2 −−=−= xyyxD . 

2. ∫ ∫− −−

0

2

0

4 2 ),(
x

dyyxfdx . 

3. ∫ ∫
3

1

3 2x

x
dy

x
ydx . 

4. ∫∫ ++D yx
dxdy

122 ; 

    0;1: 2 =−= xyxD . 

Варіант 3 
 
1. 0;2;4: 3 === xyxyD . 
 

2. ∫ ∫
e y dxyxfdy

1

ln

0
),( . 

 

Варіант 4 
 
1. )1/(1: xyD += ; 
           0532 =−+ yx . 

2. ∫ ∫−

−0

2

4

0

2

),(x dyyxfdx . 

1
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3. ∫ ∫
2

1

ln

0

y xdxedy . 

4. ∫∫
+

+

D yx

dxdyyx
22

22cos
; 

   .9/: 222 π≤+ yxD  
 
 

3. ∫ ∫−

−R

R

xR dyyxdx
22

0
22 . 

4. 
( ) ;

22

22

∫∫
+

−

D yx

dxdyyx
 

 ;1: 22 =+ yxD  .422 =+ yx  
 
 

Варіант 5 
 
1. xyxyD =−−= ;1)1(: 2 . 

2. ∫ ∫ −
1

0

1

1 2 ),(
x

dyyxfdx . 

3. ∫ ∫ −
2

0

2

2/2 )(x

x
dyyxdx . 

4. ∫∫ +D yx
dxdyx

22 ; 

    4: 22 =+ yxD ; 
         1622 =+ yx . 
 

Варіант 6 
 
1. 4;21: +=−= xyxyD ; 
          1=y . 

2. ∫ ∫−
1

0
),(y

y
dxyxfdy . 

3. ∫ ∫
2

1 /1
2

y

y
dx

y
xdy . 

4. ;4 22∫∫ −−
D

dxdyyx  

   .0,0;4: 22 ≥≥=+ yxyxD  
 

Варіант 7 
 
1. 02: =− yxD ; 02 =− yx ; 
         2=y . 

2. ∫ ∫
−

−

1

0

2

),(y

y
dxyxfdy . 

3. ∫ ∫ +

8/

0

3

2 )(cos

π x

x yx
dydx . 

4. ∫∫ +
D

dxdyyx )( ;  

    9: 22 =+ yxD ; 0≤x . 

Варіант 8 
1. 2)1(1: +−= xyD ; 2=y ;  
          1−=x ; 1=x . 

2. ∫ ∫
−

−−

3

0

1

4 2 ),(
x

dyyxfdx . 

3. ∫ ∫
−

−−
2

0

24

0
)24(y dxyxdy . 

4. ∫∫
++D yxyx

dxdy
22222 cos

; 

   16/: 222 π=+ yxD ; 0≤y . 
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Варіант 9 
 
1. xyD 3log: = ; 1=y ; 
          xy −=1 . 

2. ∫ ∫−

+

−−

0

2

2

2
),(y

y
dxyxfdy . 

3. ∫ ∫ +
3

0 3/
)4(y

y
dxyxdy . 

4. ∫∫ +
D

dxdyyx4 22 ;  

    0;16: 22 ≥=+ yyxD . 
 

Варіант 10 
 
1. 02;: 22 =−+= yxyxD . 

2. ∫ ∫
2

1

/2

1
),(x dyyxfdx . 

3. ∫ ∫ +

e x

x yx
dydx

1

3

22 . 

4. ∫∫
D

dxdyxy2 ; 

    0;2: 22 ≤=+ yyxD . 
 

 
Самостійна робота за темою „Застосування подвійного ін-

тегралу”. Робота розрахована на дві академічні години. 
 
1. Знайти площу плоскої фігури D , обмеженої зазначени-

ми лініями у прямокутній системі координат. 
2. Знайти площу плоскої фігури D , обмеженої вказаними 

лініями, застосувавши полярну систему координат. 
3. Знайти об’єм тіла V , обмеженого вказаними поверхня-

ми. 
4. За допомогою подвійного інтегралу знайти масу m , або 

статичні моменти yx MM , , або моменти інерції yx II ,  віднос-

но осей Ox , Oy  плоскої фігури D , яка обмежена зазначеними 
лініями і має поверхневу густину ),( yxγγ = . 

5. Знайти площу заданої поверхні. 
 

Варіант 1 
1. .02;2;0: =+−== yxyxD  

2. xyxD 8: 22 =+ . 
3. ;0;0;4: ≥≥=+ yxyxV  

          0≥z ; 122 ++= yxz . 

Варіант 2 
1. 2;4;: === yxyxyD . 
2. )cos1(2: ϕρ −=D . 
3. ;0;0;0: === zyxV  

        2=+ yx ; 22 yxz += . 

2
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4. ;;;: axayaxD =−=−=   

?./)(; 222 −+== mayxay γ . 
 
5. Частина площини ++ yx 36  

122 =+ z , відсічена площина-
ми 0;0;0 === zyx . 

4. ;0;sin: == yxyD  
         4/π≤x ; 3=γ . ?−xM  
5. Частина поверхні конусу 

22 yxz += , яку відсікають 
площини ;0;0 == yx   

1=+ yx . 
Варіант 3 

1. xyxyD 2;4: 2 == . 

2. ( ) ( )22222 9: yxyxD −=+ . 
3. 14/2/3/: =++ zyxV ; 
         0;0;0 === zyx . 
4. ;;;0;0: axayxyD ====  
          ?.32 −+= xIyxγ  
5. Частина поверхні конусу 

22 zyx += , яку відсікають 
площини ;0;2;0 === zyy   

2=z . 

Варіант 4 
1. 1;3;2: === xxyxyD . 

2. xyxD =+ 22 44: . 
3. ;623;0;0: =+== yxzyV  
         6;33 =++=+ zyxyx . 
4. ;0;0;cos: =≥= yxxyD   
         2=γ . ?−yM  

5. Частина площини ++ yx 24  
8=+ z , відсічена площинами 

0;0;0 === zyx . 
 

Варіант 5 
1. xyxxyD −=−−= ;2: 2 . 
2. ϕρ cos2: −=D . 

3. 0;3;: === zxyxyV ; 
         4=+ zx . 

4. ;;;: aybxayD =−=−=  
         bx = ; x6=γ . ?−yI  
5. Частина поверхні конусу 

22 zxy += , яку відсікають 
площини ;2;0 == zx  

.3=+ zx  

Варіант 6 
1. yxyxD −=−= 1;1: 2 . 

2. yyxD 4: 22 =+ . 
3. +=== xzyxV 2;0;0;0:  

         22;63 yzy ==+ . 

4. ;0;623: 22 ≥=+ yyxD  
          ?. −= myγ  
5. Частина площини ++ yx 2  

4=+ z , відсічена площинами 
0;0;0 === zyx . 
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Варіант 7 
 
1. 4/;2: 22 xyyxD == . 

2. ( ) xyyxD 4:
222 =+ . 

3. ;0;0;0: ≥=≥ zyxV  

          29;63 xzyx −==+ . 

4. xxyxD =≥=+ γ;0;9: 22 . 
          ?−yM  
5. Частина поверхні конусу 

22 yxz += , яку відсікають 
площини ;0;2;1 === yxx  

.3=y  
 

Варіант 8 
 
1. 3;03: =+=+− yxyxD ; 
          0=x . 
2. )sin1(3: ϕρ +=D . 

3. ++−= zyxxyV 2;: 2  
           02 =+ . 
4. ;0;: 222 ≥=+ yRyxD  
          y=γ ; ?−yI  
5. Частина поверхні конусу 

22 zyx += , яку відсікають 
площини ;0;3 ==− yzy   

.0=z  
 

Варіант 9 
 
1. xyxyD 3;3: 2 == . 

2. yyxD =+ 22 99: . 

3. ;3;3;0: xyyxV ===  

         222 yxz += . 

4. ;0;: 222 ≥=+ yRyxD  
         ?./2; −== xMRxy γ  
 
5. Частина площини +− yx 6  

62 =+ z , відсічена площина-
ми 0;0;0 === zyx . 
 

Варіант 10 
 
1. ;4;: xyxyD −=−=  
          1=x .  
2. ϕρ sin2: +=D . 

3. 0;;: 3 ≥== zxyxyV ; 

          224 yxz −−= . 
4. ;0;1;1: =−=+= yxyxyD  
          ?.3 −= xIγ  
 
5. Частина поверхні конусу 

22 zxy += , яку відсікають 
площини ;1;4;0 === zxx  

.2=z  
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Контрольна робота „Подвійний інтеграл та його застосу-
вання”. Робота розрахована на дві академічні години. 

 
1. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі. 
2. Обчислити подвійний інтеграл. 
3. Обчислити повторний інтеграл, використовуючи поляр-

ну систему координат. 
4. За допомогою подвійного інтегралу обчислити площу 

плоскої фігури D , яка обмежена вказаними лініями. 
5. За допомогою подвійного інтегралу знайти об’єм тіла 

V , яке обмежене вказаними поверхнями. 
 

Варіант 1 
 

1. ∫ ∫
−4

0

25

5,1

2

),(y

y
dxyxfdy . 

2. ( ) ;3∫∫ +
D

dydxyx  

   ;2;1: =+=+ yxyxD  
         .1,0 ≤≥ xx  

3. ∫ ∫
−

−−

3

0

3

0
22

2

1

x

yx

dydx . 

4. xyxyxyD 5,0;2;2: === . 
5. ;0;0;0: === yxzV  
         zyyx −==+ 1,2 . 
 

Варіант 2 
 

1. ∫ ∫
−

+

1

0

4

12

2

),(y

y
dxyxfdy . 

2. ∫∫ +
D

dydxyx ;)(  

     ;0;8;: 3 === yyxyD  
           .3=x  

3. ∫ ∫
−

−

+

0

2

2

0
22

2x

yx
dyxdx . 

4. 2;;1: 2 === yxyyxD . 
5. ;0;0;0: === xyzV  
        1;1 2 +==+ yxzy . 
 

Варіант 3 
 

1. ∫ ∫
2

0

2

25,0 2 ),(x

x
dxyxfdx . 

2. ;∫∫
D

dydxxy  ;: xyD =  

       2;0 =+= yxy . 

Варіант 4 
 

1. ∫ ∫
−

−

2

0

4

24

2

2 ),(x

x
dxyxfdx . 

2. ( )∫∫ −
D

dydxyx ;2  

        .1;: 2 == yxyD  

3
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3. ( )∫ ∫
− −−

+
R

R yR

dxyxdy
0

22

22

ln  

4. ;4;126: +=+−= yxxyD  
          0≥x . 
5. ;0;0;0: === xyzV  
         22 32;1 yxzyx +==+ . 
 

3. ∫ ∫
−

−−

+
2

0

4

4

2

2

22
x

x

yx dyedx  

4. ;0;;: === xxyeyD x  
         2=y . 
5. ;0;;0: 2 === xyzzV  
        632 =+ yx . 
 

Варіант 5 

1. ∫ ∫−

+4

2

4

5,0 2 ),(y

y
dxyxfdy . 

2. ∫∫ +
D

dydxy ;)1(  

       .5;: 2 xyxyD ==  

3. ∫ ∫
−

−

+

+5

5

25

0
22

222y

yx

dxyxctg
dy . 

4. ;12: −= xyD   

         ( ) 11 2 +−= xy . 
5. ;25,0;0: 2yzzV ==  
        9;02 =+=− yxyx . 
 

Варіант 6 

1. ∫∫
−

−

2

2

25

9

3

0
),(

x

x

dyyxfdx . 

2. ( )∫∫ −
D

dydxyx ;23  

     .0;0;1: 2 ≥≤−= xyxyD  

3. ∫ ∫
−− ++

3

0

0

9
22

2 1x yx

dydx . 

4. 2;1;: ==+= xyxeyD x . 
5. ;0;;0: 2 === xyzzV   
        2=+ yx . 
 

Варіант 7 

1. ∫ ∫
−

+

4

0

7

125,0
),(y

y
dxyxfdy . 

2. ;)2(∫∫ −
D

dxdyyx  ;: xyD =  

       2;5,0 == xxy . 

3. ∫ ∫
− −−

++

0

2

0

4
22

2 1
x

yx
dydx . 

Варіант 8 

1. ∫ ∫
+2

0

25,0

2

2

),(x

x
dyyxfdx . 

2. ;)3( 3∫∫ +
D

dxdyyx  ;0: ≥yD  

        1;12 =+−= yxxy . 

3. ∫ ∫
−

−−

+
R xR

xR

dyyxdx
0

22
22

22

sin . 
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4. 052;2: =−+= yxxyD . 

5. 0;;0: 22 =+== yyxzzV ; 

         22 xy −= . 

4. 82;4: 2 =−−= yxxxyD . 

5. ;0;1;0: 2 =−== yxzzV  
         xy −= 3 . 

Варіант 9 
 

1. ∫ ∫
−1

0

2
3 ),(x

x
dyyxfdx . 

2. ∫∫ +
D

dxdyyx )5( ; ;0: ≤xD  

       05;5 =+++= yxxy . 

3. ∫ ∫
−

−

+

+1

1

1

0
22

2222
siny

yx

dxyx
dy . 

4. xyxyxyD === ;2;: . 
 
5. xyyzzV === ;;0: ; 
         1=x . 

Варіант 10 
 

1. ∫ ∫−

1

2

4
2 ),(

y
dxyxfdy . 

2. ∫∫
D

dxdyyx2 ; 1: =xD ; 

       32;0 xyy == . 

3. ∫ ∫
− −−

++
0

1

0

1

22

2

4
y

dxyxdy . 

4. ;1;: 22 xyxxyD −=−=  
          0=x . 
5. ;3;2;0: =+== yxxzzV  

          yx 5,0= . 
 
Контрольна робота за темою „Визначення меж для повто-

рного трійного інтегралу та його обчислення”. Робота розрахо-
вана на одну академічну годину. 

1. Знайти межі інтегрування для потрійного інтегралу (од-
ним способом). 

2. Обчислити потрійний інтеграл. 
3. Обчислити потрійний інтеграл, використовуючи цилінд-

ричні або сферичні координати. 
 

Варіант 1 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;3;3;0: ≥==≥ zyxyxV  

        .3 zx =  

Варіант 2 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  0;2;;2: ≥=== zxxyxyV ; 
      .2432 =++ zyx  

4
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2. ∫∫∫ −V zx
dxdydzy

)2(
; 

  ;10;31: ≤≤≤≤ yxV  
      .53 ≤≤ z  
3. ∫∫∫ −−

V
dxdydzyx )4( ; 

.1;0;4: 22 ===+ zzyxV  

2. ∫∫∫ +
V

y dxdydzzxxe )(
2

; 

  ;2ln0;41: ≤≤≤≤ yxV  
     .21 ≤≤ z  
3. ∫∫∫ ++

V
dxdydzzyx )( 22 ; 

  .3;0;9: 22 ≤≥=+ zzyxV  
Варіант 3 

 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;4;: 2 ≥=≥ zyxyV  
       .93 =++ zyx  

2. ∫∫∫
+

V z
dxdydzyx
2

2

cos
)( ; 

  ;10;21: ≤≤≤≤− yxV  
       .4/0 π≤≤ z  

3. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyx 222 ; 

.0;164: 222 ≥≤++≤ zzyxV  

Варіант 4 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;1;1: 2 ≥=−= zyxyV  
       123 22 ++= yxz . 

2. ∫∫∫
−V z

dxdydzyx
29

sin ; 

  ;3/0;30: π≤≤≤≤ yxV  
     2/30 ≤≤ z . 
3. ∫∫∫ +

V
dxdydzz )1( 2 ; 

.1;0;: 222 ≤≥+= zzyxzV  

Варіант 5 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;1: 22 ≥≤+ zyxV  
     222 yxz −−= . 

2. ∫∫∫
+

V z
dxdydzyx )sin( ; 

  ;6/0;11: π≤≤≤≤− yxV  
     21 ez ≤≤ . 

Варіант 6 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;4;0: 2 ≥−=≥ zxyyV  
      .82 =+− zyx  

2. ∫∫∫ +
+

V x
dxdydzzy

1
)(
2 ; 

  ;21;10: ≤≤≤≤ yxV  
     .51 ≤≤ z  
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3. ∫∫∫
+V yx

dxdydz
22

; 

.0;1: 222 ≥=++ zzyxV  
 

3. ∫∫∫
++V

222

2

zyx

dxdydzz ; 

.0;41: 222 ≥≤++≤ zzyxV  
 

Варіант 7 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;2,0;5: ≥== yxyxV  
        .5;0 22 yxzz +=≥  

2. ∫∫∫ +
+

V y
dxdydzzx
1

)( 32
; 

  ;30;21: ≤≤≤≤ yxV  
       .10 ≤≤ z  
3. ∫∫∫

V
dxdydz ; 

  ;9;0: 22 =+≥ yxzV  
       )(16 22 yxz +−= . 

Варіант 8 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;0;9;0: 2 ≥−=≥ zyxxV  

      .25 22 yxz −−=  

2. ∫∫∫ +
V

dxdydzxyzx )cos( 2 ; 

  ;31;02: ≤≤≤≤− yxV  
       .2/6/ ππ ≤≤ z  
3. ∫∫∫

V
dxdydzz ; 

.0;1: 22 ≥−−= zyxzV  
 

Варіант 9 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;1243;0;0: =+≥≥ yxyxV  
       .6;0 22 yxzz −−=≥  

2. ∫∫∫
V

x

z
dxdydzy

4sin
2

2 ; 

  ;15;20: ≤≤−≤≤ yxV  
       8/16/ ππ ≤≤ z . 

Варіант 10 
 
1. ∫∫∫

V
dxdydzzyxf ),,( ; 

  ;5;0;0: =+== yxyxV  
       .8;0 ≤≥ zz  

2. ∫∫∫ ++
V

dxdydzzyxxy )( ; 

  ;32;21: ≤≤≤≤ yxV  
       .40 ≤≤ z  
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3. ∫∫∫ +
V

dxdydzyx )( 22 ; 

  ;4;2: 2222 =++= yxyxzV  
      .0=z  
 

3. ∫∫∫
V

dxdydzz ; 

  );(5: 22 yxzV +=  
       .0,222 ≥=+ zyx  
 

 
2. КОНТРОЛЬНІ ЗАВДАННЯ ЗА ТЕМОЮ 

„КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ” 

 

Самостійна робота за темою “Обчислення криволінійних 
інтегралів першого роду”. Робота розрахована на одну академі-
чну годину. 

 
1 – 3. Знайти криволінійний інтеграл першого роду (за дов-

жиною). 
 

Варіант 1 
 

1. ;
1 4

3

∫ +L

dl
x

x
, ;

3
:

3xyL =   

   .21 ≤≤ x  
 
2. ∫ −

L

dlyx )34( 3  ;  

   ;
sin
cos

:
3

3

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

ty
tx

L  .0 π≤≤ t  

3. ∫ +
L

dlyx 22 ; 

   )cos1(2: ϕρ +=L ; .0 πϕ ≤≤  
 
 

Варіант 2 
 

1. ;
1 2∫ +L

dl
x

x
2

:
2xyL = ; 

   .31 ≤≤ x  

2. ∫
⎩
⎨
⎧

=
=

L tty
tx

Lxydl ;
cossin

sin
:;

2

 

   .
2

0 π
≤≤ t  

3. ∫ +
L

dlyx 22 ; 

   ϕρ 2: сosL = ; .4/0 πϕ ≤≤  
 
 
 

1
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Варіант 3 

1. ∫
+L

dl
x

x
2

3

cos1
cos

; xyL sin: = ;   

   .2/0 π≤≤ x  

2. ∫
⎩
⎨
⎧

=
=

+
L ty

tx
Ldlyx ;:;)(  

   .10 ≤≤ t  

3. ∫ ++
L

dlayx 222 ; 

   ϕρ aL =: ; .20 πϕ ≤≤  

Варіант 4 
1. ∫

L

xdlx cossin3 ; 

  xyL sinln: = ; .3/4/ ππ ≤≤ x  

2. ;
sin
cos

:;)( 22∫
⎩
⎨
⎧

=
=

+
L

t

t

tey
tex

Ldlyx  

   .10 ≤≤ t  

3. ∫ +
L

dlyx 322 )( ;   

   ϕρ 2sin: =L ; .2/0 πϕ ≤≤  
Варіант 5 

1. ∫
L

dly2 ; xeyL =: ; .10 ≤≤ x  

2. ∫
L

dly ; 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

)cos1(4
)sin(4

:
ty
ttx

L  ;    

   .0 π≤≤ t  

3. ∫ +
L

dlyx 22 ;     

   )cos1(: ϕρ −=L ; .0 πϕ ≤≤  

Варіант 6 
1. ∫

L

ydl  ; 3: xyL =  ; .10 ≤≤ x  

2. ∫
L

dlxy2 ;
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin3
cos3

: ; 

   .2/0 π≤≤ t  

3. ∫ +
L

dl
x
yarctgyx 22 ; 

   ϕρ 2: сosL = ; .4/0 πϕ ≤≤  
Варіант 7 

1. ∫
+L yx

dl
22

; 2
2

: −=
xyL ;  

   .40 ≤≤ x  

2. ∫ +
L

dlyx 22 ; 

   
⎩
⎨
⎧

−=
+=

)cos(sin2
)sin(cos2

:
ttty
tttx

L ; 

   .0 π≤≤ t  
3. ∫

L

dlx2 ; RL =ρ: ; .2/0 πϕ ≤≤  

Варіант 8 

1. ∫
+L

dl
x

x
2

5

sin1
sin

; xyL cos: = ; 

   .2/0 π≤≤ x  

2. ∫
⎩
⎨
⎧

=
=

L tay
tax

Ldlx
sin
cos

:;2 ; 

   .2/0 π≤≤ t  

3. ∫ +
L

dlyx 322 )( ; 

   ϕρ 2sin: =L ; .2/0 πϕ ≤≤  
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Варіант 9 
1. ∫

L

xdl ; 1: 2 += xyL ; .10 ≤≤ x  

 

2. ∫
L

yxdl ; 
⎩
⎨
⎧

=
=

tby
tax

L
sin
cos

: ; 

   .2/0 π≤≤ t  

3. ∫ +
L

dl
y
xarcctgyx 22 ; 

   ϕρ 25: сosL = ; .4/0 πϕ ≤≤

Варіант 10 

1. ∫
+

L

dl
x

x
cos

cos1 2

; xyL sin: = ; 

   .4/0 π≤≤ x  

2. ∫
L

ydl ;
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin
cos

: ; 

   .0 π≤≤ t  

3. ∫ ++
L

dlyx 922 ; ϕρ 3: =L ; 

   .20 πϕ ≤≤  
 
Самостійна робота за темою “Обчислення криволінійних 

інтегралів другого роду”. Робота розрахована на одну академіч-
ну годину. 

 
1 – 2. Знайти криволінійний інтеграл другого роду (за коор-

динатами). 
3. Знайти криволінійний інтегралу другого роду за допомо-

гою формули Гріна. Обхід контурів здійснюється в додатному 
напрямку. 

 
Варіант 1 

1. ∫ −+
L

dyxyxydx )( ; 

   2: xyL = ; .10 ≤≤ x  

2. ∫ −
L y

dx
x

dyy 3 ;
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin2
cos2

: ; 

   .3/6/ ππ ≤≤ t  
3. ∫ +++

L

dyyxdxyx )()(2 22 ; 

   );2;2();1;1(: BAABCL Δ−  
   )3;1(C . 

Варіант 2 
 

1. ∫ +
−

L yx
dyxdxy

22

22

;
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin3
cos3

: ; 

   .2/0 π≤≤ t  
2. ∫ −

L

dyyx )( 22 ; 32: xyL = ; 

   .10 ≤≤ x  
3. ∫ +−

L

dyxyydxx 22 ;  

    L  – коло 222 Ryx =+ . 
 

2
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Варіант 3 
 

1. ∫ −++
L

dyyxydxxyx )2()2( 222 ;

   2: xyL = ; .10 ≤≤ x  

2. ∫ −++
L

dyyxdxyx )()( ; 

   
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin5
cos5

: ; .
2

0 π
≤≤ t  

3. ∫ +++
L

dxyxx ))ln(( 22  

   dyyxy )ln( 22 ++ ; 

L  – коло 122 =+ yx  
 

Варіант 4 
 

1. ∫ +
L

dyxydxx 32 ; xyL =: ; 

    .40 ≤≤ x  
2. ∫ +

L

xydydxy2 ; 

   
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin3
cos4

: ; .
2

0 π
≤≤ t  

3. +++∫ xyydxyx
L

(22  

   dyyxx ))ln( 22 ++ ; 
   L  – контур прямокутника 
   20;40 ≤≤≤≤ yx . 

Варіант 5 
1. ∫ +

L

ydyxdx3cos ; 

  xyL sin: = ;   .20 π≤≤ x  

2. ∫ −++
L

dyyxdxyx )()( ; 

   
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin
cos

: ; .
2

0 π
≤≤ x  

3. ∫ ++−
L

dyyxydxx )1()1( 22 ; 

 L  – коло 222 Ryx =+ . 
 

Варіант 6 
1. ∫ −

L

xdyxydx ; xeyL −=: ; 

   .10 ≤≤ x  

2. ∫ −
L

dy
y
xdxxy2 ;

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3

2

:
ty
tx

L ; 

   .21 ≤≤ t  
 
3. ∫ −−+

L

dyyxdxyx )()( ; 

   L  – еліпс 19/4/ 22 =+ yx . 
 

Варіант 7 
1. ∫ −−

L

dyxdxyx 222 )( ; 

   3/: 2xyL = ; .20 ≤≤ x  

Варіант 8 

1. ∫ +
L y

dyxdx 3
2cos ; tgxyL =: ; 

   .3/4/ ππ ≤≤ x  
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2. ∫ +−
L

ydyxdxxy 2)1( ; 

   
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin2

cos
: ;

2
0 π

≤≤ t . 

3. ∫ +−−

L

yx dxxye )2(cos()( 22

 

   ))2sin( dyxy+ ; L  – коло  

1622 =+ yx . 

2. ∫ +
L

ydyxdxx2 ; 

   
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin6
cos6

: ; .
2

0 π
≤≤ t  

3. ∫ −++++
L

xxydxyxxy ()(  

  dyy)− ; L  – коло 

 922 =+ yx . 
Варіант 9 

 
1. ∫ ++

L

xydydxyx )( 22 ; 

   xeyL =: ; .10 ≤≤ x  

2. ∫ −
L

xdyydx ;
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin2
cos5

: ; 

   .2/0 π≤≤ t  
3. ∫ ++−

L

dxyyx )534( 23  

   dyyxyx )465( −−+ ; 
   );2;2();1;1(: BAABCL Δ−  
   )3;1(C . 

Варіант 10 
 

1. ∫ +
L y

dyxdx 2
3sin ; ctgxyL =: ; 

   .30 π≤≤ x  

2. ∫ +
L

xdyydx ;
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

L
sin5
cos5

: ; 

   .2/0 π≤≤ t  
 
3. ∫ ++−

L

dyxyxdxyx )1()2( 222 ; 

   0;: 222 ≥=+ yRyxL . 

 
Контрольна робота за темою “Криволінійні інтеграли та їх 

застосування”. Робота розрахована на дві академічні години. 
 
1.Обчислити криволінійний інтеграл другого роду за допо-

могою формули Гріна. 
2. Перевірити, чи є вираз повним диференціалом функції 

),( yxu . Якщо так, то знайти цю функцію, застосовуючи 
криволінійний інтеграл другого роду. 

3. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду (за 
довжиною). 

3
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4. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду (за ко-
ординатами). 

5. Обчислити довжину l  або масу m  дуги за допомогою 
криволінійного інтегралу 1-го роду, якщо дуга має лінійну гус-
тину ),( yxγγ = . 

Варіант 1 

1. ∫ ++
L

yxdxyx
x ln(ln 22  

   dyxy )ln2+ ;  
   5;4;3;2: ==== yxyxL . 
2. +−= dxxydu )sin(  
   dyyyx )cos2( 2−+ . 

3. ∫ =+
L

ayxLdlx 2222 :; ; 

   0;0 ≥≥ yx . 

4. ∫ =+
ABL

AB xyLdyxdxx 223 :; ; 

   ).9;3();1;1( BA  

5. ;2/)(ln4/: 2 xxyL −=  
   41 ≤≤ x ; ?−l  
 

Варіант 2 
1. ∫ ++−

L

xdyydxxy )1()1( 22 ; 

    L  – коло 422 =+ yx . 
 
2. ++−= dxyxyxdu )232( 2  
   dyyyxx )232( 2 +−+ . 

3. ∫ −Δ+
L

OABLdlyx :;)(  

  )1;1();0;1();0;0( BAO . 

4. ∫
⎩
⎨
⎧

=
=

−
L ty

tx
L

y
dx

x
dy

sin2
cos2

:; ; 

   2/0 π≤≤ t . 
5. ;sinln: xyL = ;sin),( 3 xyx =γ  
   3/4/ ππ ≤≤ x ; ?−m  
 

Варіант 3 
1. ;)()( 222∫ +++

L

dyyxdxyx  

L  – трикутник з вершинами   
   ).2;1();0;3();0;1( CBA  
2. +−= dxyxxdu )ln(sin  

   .)2(cos
2

dyy
xy −+  

3. ∫ −
−

L

BALxy
dl )0;4();2;0(:; . 

Варіант 4 
1. ;)(ln)1( 2∫ +++

L

dyxyxdxxy  

    .2;0;1;: 2 ==== xyxxyL  
2. ++= dxxyxydu )3cos( 2  
   .)sin3(sin 2 dyyayxx −++  

3. ∫ +=+
L

xx eyLdle ;1:;1  

   )1;1();2;0( +eBA . 
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4. ∫
⎩
⎨
⎧

=
=

+
L ty

tx
Lxdyydx ;

sin
cos

:;  

   .4/0 π≤≤ t  
 
5. ;3/: xxxyL −=  
   30 ≤≤ x ; ?−l  
 

4. ∫ =+
L

tgxyL
y

dyxdx ;:;cos
3

2  

   .3/4/ ππ ≤≤ x  
5. ;cosln: xyL =  
   xxyx 2cossin),( =γ ; 
   60 π≤≤ x ; ?−m  
 

Варіант 5 
1. ∫ ++−

L

dyyxdxxy )()( 222 ;    

   0;0;: 222 ≥≥=+ xyRyxL . 
2. ++= dxxyxdu )3( 23  
   dyyxy )3( 23 ++ . 

3. ∫ =+
L

xyLdlxx ;ln:;12  

   .4;1 21 == xx  

4. ;)()(
22∫

+

−++

L yx

dyyxdxyx  

   .20;
sin
cos

:
⎩
⎨
⎧

≤≤
=
=

πt
tay
tax

L  

5. ( )xyL sinln: −= ; 

   xxyx cossin),( 3=γ ; 
   34 ππ ≤≤ x ; ?−m  

Варіант 6 

1. ×++−∫ xxdxxy
L

1(2)2(3
4 222  

   ;)dyy× 0;: 222 ≥=+ yRyxL . 
2. ( ) ++= + dxedu yx 21  
   ( ) .32 22 dyye yx −+ +  

3. ;1:;
2

3
=∫ xyLdl

y
x

L

 

   )2/1;2();1;1( BA . 

4. ∫ +−
L

xydydxyx ;)( 23  

   ).2;1();1;0(;2: BAyL x=  
 
5. xyL sinln: = ; 
   23 ππ ≤≤ x ; ?−l  
 

Варіант 7 
 

1. +++−∫ yxdxyyx
L

2()ln(  

   dyx)+ ; ;2;: 2 == xxyL  
   1=y . 

Варіант 8 
 

1. ∫ −++
L

xdxxyy 2()ln(  

   dyxy )5+− ; ;: xyL =  
   2;1 == xy . 
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2. +−+= + dxyxedu yx ))cos((  

   dyyxe yx )2)cos(( +−−+ + . 

3. ∫ −=
−L

xyL
yx

dl 2
2

:; ; 

   )0;4();2;0( BA − . 

4. ∫
⎩
⎨
⎧

=
+=

−
L ty

tx
Lxdyydx ;

sin
cos1

:;  

   .20 π≤≤ t  

5.
⎩
⎨
⎧

=
−=

2/)2(cos
2)2(sin

:
ty

ttx
L ; 

   20 ≤≤ t ;  ?−l  
 

2. ++−= dxxyxdu )32( 22  

   dyyxy )32( 22 +−+ .  
3. )0;0(::; AABCLxydl

L

Δ∫ ; 

   )2;4();0;4( CB . 

4. ∫ ++
ABL

xydydxyx ;)( 22  

   ).;1();1;0(;: eBAeyL x
AB =  

5. ( )xyL cos1ln: = ; 
   xxyx 22 cossin),( =γ ; 
   40 π≤≤ x ; ?−m  
 

Варіант 9 
 

1. ∫ ++−
L

dyyxdxyx )()2(  

   9: 22 =+ yxL . 
2. ++−= − dxxedu yx )cos1(  

   dyye yx )cos( ++ − . 
3. ∫ =

L

xyLydl 2:; 2 ; 

   )2;1();0;0( BA . 

4. ;1:;
2

2 =+∫ xyL
y

dydxx AB
LAB

 

   )4/1;4();1;1( BA . 
5. ;ln: yxL =  

   23 1),( yyyx +=γ ; 
   ;21 ≤≤ y ?−m  

Варіант 10 
 

1. ∫ ++−
L

dxyxxy )4( 2  

   dyxyy )1( 2 +−+ ;  
   .0;1;: 2 === yxxyL  
2. ++= dxyxdu )/1/1(  

   dyyxy )//2( 2−+ . 
3. ∫ =

L

xyLdlx ;ln:;2  

   .22;3 21 == xx  

4. xyLdyxyyxdx
L

=∫ ++ :;)( ; 

   )1;1();0;0( BA . 
5. xyL ln: = ; ;),( 2xyx =γ  

;83 ≤≤ x ?−m  
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3. КОНТРОЛЬНА РОБОТА ЗА ТЕМОЮ 

„ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ” 

 

Робота розрахована на дві академічні години. 
1.Обчислити поверхневий інтеграл першого роду (за пло-

щею) по поверхні S , де S  – частина площини )( p , яка відсіче-
на координатними площинами. 

2.Обчислити поверхневий інтеграл другого роду (за коор-
динатами). 

 
Варіант 1 

 
1. ∫∫ −−

S

dszyx )85( ; 

   632:)( =+− zyxp . 
 
2. ∫∫ +

S

dxdyz )1( , де S  –  

   зовнішня сторона поверхні 
   сфери    16222 =++ zyx . 
 
 

Варіант 2 
 

1. ∫∫ −−
S

dszxy )3( ; 

   2:)( =+− zyxp . 

2. ∫∫ ++
S

yzdydzxydxdy  

   xzdxdz+ , де S  – зовнішня    
   сторона частини площини 
   4=++ zyx , яку відсічено 
   координатними площинами. 
 

Варіант 3 
 

1. ∫∫ −−
S

dszxy )223( ; 

   222:)( −=−− zyxp . 

2. ∫∫ ++
S

zdxdyydxdzxdydz , 

   де S  – зовнішня сторона 
   поверхні сфери  
   1222 =++ zyx . 
 

Варіант 4 
 

1. ∫∫ +−
S

dszyx )32( ; 

   22:)( =++ zyxp .      

2. ∫∫ ++
S

yxdydzxzdxdy  

   yzdxdz+ , де S  – зовнішня 
   сторона частини площини 
   1=++ zyx , яку відсічено 
   координатними площинами. 
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Варіант 5 
1. ∫∫ −+

S

dszyx )5( ; 

   222:)( =++ zyxp . 

2. ∫∫ +
S

zdxdyyx )( 22 , де S  – 

   зовнішня сторона нижньої 
   половини сфери 
   9222 =++ zyx . 
 

Варіант 6 
1. ∫∫ ++

S

dszyx )223( ; 

   6223:)( =++ zyxp . 

2. ∫∫ ++
S

xzdxdyyzdxdzxydydz , 

   де S  – зовнішня сторона 
   поверхні сфери 
  1222 =++ zyx , яка лежить 
   у 1-му октанті. 

Варіант 7 
1. ∫∫ −+

S

dszyx )32( ; 

   22:)( =++ zyxp .  
 
2. ∫∫ −+

S

ydxdzxdydz 24  

   zdxdy− , де S  – зовнішня   
   сторона поверхні сфери     
   4222 =++ zyx . 
    

Варіант 8 
1. ∫∫ ++

S

dszyx )29( ; 

   42:)( =++ zyxp . 

2. ∫∫ +−
S

dxdyzyx )433( , 

   де S  – зовнішня сторона   
   частини площини 
   422 =+− zyx , яку    
   відсічено координатними   
   площинами. 
 

Варіант 9 
1. ∫∫ ++

S

dszyx )883( ; 

   824:)( =++ zyxp . 

2. ∫∫ +−
S

dxdzzyx )362( , 

   де S  – зовнішня сторона   
   частини площини 
   623 =−− zyx , яку 
   відсічено координатними 
   площинами. 

Варіант 10 
1. ∫∫ +−

S

dszxy )44( ; 

   222:)( =+− zyxp . 

2. ∫∫ −+
S

dydzzyx )32( , 

   де S  – зовнішня сторона 
   частини площини 
   132 =+− zyx , яку відсічено   
   координатними площинами. 
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4. КОНТРОЛЬНІ ЗАВДАННЯ ЗА ТЕМОЮ „РЯДИ” 

 
Контрольна робота за темою „Числові ряди”. Розрахована 

на дві академічні години. 
1 – 6. Дослідити на збіжність числові ряди, що задані своїм 

загальним членом nu . 
7. Дослідити на умовну й абсолютну збіжність числовий 

ряд, який заданий своїм загальним членом nu . 
 

Варiант 1 
 

1. 8

10
7 nu

n

n ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

2. 

2

2

2

6
13

n

n
nun ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ += . 

3. 
225

23
n
nun

+
+= . 

4. 
n

n
un ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
=

12
sin π . 

5. 
)34)(14(

12

−+
+=

nn
nun . 

6. ( ) ( )23ln23
1

++
=

nn
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Варiант 2 
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Варiант 3 
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Варiант 4 
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2. 
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Варiант 5 
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Варiант 6 
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Варiант 7 
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Варiант 8 
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Варiант 9 
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Варiант 10 
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Контрольна робота за темою „Степеневі ряди” призначена 

для перевірки вмінь і навичок знаходження інтервалів та облас-
тей збіжності степеневих рядів, розкладання функцій в ряди 
Маклорена і Тейлора, наближеного обчислення визначених ін-
тегралів за допомогою степеневих рядів та розкладання в ряд 
розв’язків диференціальних рівнянь. Розрахована на дві ака-
демiчні години. 

 
1. Знайти інтервали та області збіжності заданих степене-

вих рядів. 
2. Розкласти функцію )(xf  в ряд Маклорена. 
3. Розкласти функцію )(xf  в ряд Тейлора в околі точ-

ки 0x . 
4. Обчислити визначений інтеграл з точнiстю 0,001, розк-

ладаючи підінтегральну функцію в степеневий ряд. 
5. Знайти перші k членів розкладу в степеневий ряд 

розв’язку диференціального рівняння при вказаних початкових 
умовах. 

 
 

2
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Варiант 1 
 

1. а) ∑
∞

=

−

1 3
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x
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    б) ∑
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2. 2sin)( xxf = . 

3. 
x

xf 1)( = , 10 −=x . 

4. ∫ +
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)1ln( dxx . 

5. ,' 2yxy +=  
   3,1)0( == ky . 

Варiант 2 
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Варiант 3 
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Варiант 4 
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Варiант 5 
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Варiант 6 
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Варiант 7 
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Варiант 8 
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Варiант 9 
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Варiант 10 
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Контрольна робота за темою „Ряди Фур’є”. Розрахована на 

дві академічні години. 
 
1. Розкласти у ряд Фур’є функцію з періодом lT 2= . 
2. Розкласти в ряд Фур’є за синусами функцію, що задана 

на інтервалі );0( l , продовжуючи її непарним способом, та по-
будувати графік продовженої функції. 

3. Розкласти в ряд Фур’є за косинусами функцію, яка зада-
на на інтервалі );0( l , продовжуючи її парним способом, та по-
будувати графік продовженої функції. 
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Варiант 2 
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   б) 11,4)( ≤≤−−= xxxf . 
2. 10,1)( 2 <<−= xxxf . 
3. 20,)( <<= xxxf . 
 

б) 44,42)( ≤≤−+−= xxxf . 
2. 20,24)( <<−= xxxf . 
3. 10,1)( 2 <<+= xxxf . 
 

Варiант 3 
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Варiант 4 
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Варiант 5 
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Варiант 6 
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Варiант 7 
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Варiант 8 
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Варiант 9 
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Варiант 10 
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