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ВСТУП 
 

Дані методичні вказівки містять завдання для самостійної 
роботи з курсу вищої математики, що відповідають третьому 
заліковому модулю робочої програми. З метою полегшення засвоєння 
курсу вищої математики в методичних вказівках подано рішення 
типових варіантів завдань за кожною темою. Ступінь труднощів 
їхнього розв’язання відповідає пропонованим для самостійної роботи 
завданням. Кожна задача подана у тридцяти варіантах. У кожному 
модулі нумерація тем прохідна. 

Методичні вказівки дозволяють здійснювати перехід від 
пасивних форм навчання до активних, що виражається у самостійній 
роботі студента з рекомендованими нижче джерелами і розв’язанні 
запропонованих задач. 

Велика кількість задач може бути використана викладачами для 
проведення практичних і контрольних робіт в аудиторії з метою 
поточного контролю засвоєння студентами матеріалу з вищої 
математики. 

Зауваження і пропозиції щодо даних вказівок надсилайте за 
адресою, яку вказано на останній сторінці. 
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Змістовий модуль 3.1 
 

Тема 11. Числові та функціональні ряди 
 

Знакододатні числові ряди 
 
 

1. Довести збіжність ряду 
∞

=
Σ

1n ( )22 1nn
1n2

+
+

 і знайти його суму. 

Рішення. Загальний член ( )22n 1nn
1n2

а
+
+

=  даного ряду 

представимо у вигляді суми найпростіших дробів: 

( ) ( ) ,
+

+
+

++=
+
+

= 2222n 1n
D

1n
C

n
B

n
A

1nn
1n2

а  

( ) ( ) ( ) 2222 Dn1nCn1nB1nAn1n2 ++++++=+ , 

0C,0A

B2A2
,CA0

,1D

,1B

n
n

1n

0n

3
==⇒

+=
+=

=

=

=

=

, тому ( )22n 1n
1

n
1

a
+

= . 

Знайдемо суму перших n  членів ряду: 

++−+−+−= ...16
1

9
1

9
1

4
1

4
11Sn  

22222 )1n(
11

)1n(
1

n
1

n
1

)1n(
1

+
−=

+
−+−

−
+ . 

Далі обчислимо суму ряду: 

1
)1n(

11limSlimS 2nn
n =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−==

∞→∞→
, 

тобто ряд збігається і його сума S = 1. 
2. Дослідити на збіжність зазначені ряди з додатними членами: 

а) ∑
∞

=1n
nn
!n ;    б) ∑

∞

= ⋅

+

3n nn

n

3n

)1n(
2

2

;   в) ∑
∞

=1n n2
n2

n ;   
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г) ∑
∞

=1n n4
π ;    д) ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

1n n
1sin1 . 

Рішення.  
а) скористаємося ознакою Д'аламбера. Маємо: 

nn
n

!na = , 2y
4

y
x

dy
dx −−=− , 

=
++

+
=

⋅+

+
=

∞→+∞→

+

∞→ )1n()1n(
n)1n(lim

!n)1n(
n)!1n(lim

a
a

lim n

n

n1n

n

nn

1n
n

 

1
e
1

)
n
11(lim

1
1n

nlim
n

n

n

n
<=

+
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
=

∞→
∞→

, тобто даний ряд збігається; 

б) відповідно до радикальної ознаки Коші, маємо: 

nn

n

n
3n

)1n(a 2

2

⋅

+
= , 

1
3
e

n
11lim

3
1

3n
)1n(lim

3n

)1n(limalim
n

nn

n

n
n

nn

n

n
n n

n 2

2

<=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

⋅

+
=

⋅

+
=

∞→∞→∞→∞→
, 

тобто даний ряд збігається ; 
в) скористаємося інтегральною ознакою Коші. Для цього 

досліджуємо невласний інтеграл: 

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−== ∫∫∫ −

∞→

−

∞→

∞ A

1

2x
A

A

1

x
A1

x
)x(d22

1limdx2xlim
2
xdx 22

2  

2ln4
1

2ln4
1

22ln2
1lim2ln

2
2
1lim 2

2

AA

A

1

x

A
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⋅
−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅−=

∞→

−

∞→
. 

Оскільки даний інтеграл збігається, то збігається і досліджуваний ряд; 
г) досліджуємо даний ряд за допомогою ознаки порівняння, що 

полягає в наступному. Якщо k
b
alim

n

n
n

=
∞→

, Rk∈ , 0k ≠ , то ряди з 

такими загальними членами поводяться однаково у сенсі збіжності: чи 

обоє збігаються, чи обоє розбігаються. Маємо 
π4
πtga 2

n = . Даний 

ряд будемо порівнювати з гармонійним розбіжним рядом із загальним 
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членом n
1bn = . Тоді 

016
π

π
16

n4
π

n4
πtg

lim

n
1

n4
πtg

limb
alim

2

2

2

2

n

2

nn
n

n
≠=

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

∞→∞→∞→
. 

Тут α~αtg , коли 0α→ . Отже, досліджуваний ряд розбігається; 
д) для цього ряду необхідна ознака збіжності рядів 0alim n

n
=

∞→
 не 

виконується. Дійсно, 01n
1sin1limalim

n
n

n
≠=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

∞→∞→
, тобто даний ряд 

розбігається. 
 

Знакозмінні ряди 

3. Дослідити на збіжність і абсолютну збіжність знакозмінні ряди: 

a) ∑
∞

=

+−

1n
n

1n

7n
)1( ;  б) ∑

∞

=

−+−
1n

n
n

n
)1(2)1( . 

Рішення.  
а) скористаємося ознакою Лейбниця. 

Маємо: n

1n
n

7n
)1(a
+−= , 0

7n
)1(lim n

1n

n
=

− +

∞→
, тобто даний ряд збігається.  

Досліджуємо ряд, складений з абсолютних величин членів даного 

ряду: ∑
∞

=1n
n7n

1  . 

Застосуємо ознаку Д'аламбера: 

17
1

1n
nlim7

1
7)1n(

7nlima
alim

n1n

n

nn
1n

n
<=

+
=

+
=

∞→+∞→
+

∞→
, тобто утворений ряд 

збігається.  
Отже, початковий ряд абсолютно збігається; 

б) представимо даний ряд у вигляді суми двох рядів : 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
+−=−+−

1n1n

n

1n

n
n

n
1

n
)1(2n

)1(2)1( . 

Для ряду ∑
∞

=

−

1n

n

n
)1(  виконується ознака Лейбниця. Ряд ∑

∞

=1n n
1  – 
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гармонійний (розбіжний). Тоді ряд ∑
∞

=

−

1n

n

n
)1(  збігається умовно. Сума 

збіжного і розбіжного рядів являє собою розбіжний ряд. Отже, 
досліджуваний ряд розбігається.  
 

Степеневі ряди 

4. Знайти області збіжності степеневих рядів: 

а) ∑
∞

= +1n
2

n

1n
x ;   б) 

n

1n
2

2

2

2

2x3x
2x3x

n
1n∑

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+−+ ; в) ( )

n

1n

2x3∑
∞

=
− . 

Рішення. 
а) Скористаємося ознакою Д'аламбера: 

1n
xu 2

n
n

+
= ,  

1)1n(
xu 2

1n

1n
++

=
+

+ , 

x
2n2n

1nlimx
x1)1n(

1nxlimu
ulim 2

2

nn2

21n

nn
1n

n
=

++
+=

++

+=
∞→

+

∞→
+

∞→
. 

Інтервал збіжності визначається нерівністю 1x < , відкіля 0 < х < 1. 
Досліджуємо граничні точки цього інтервалу. При х = 0 одержимо 
числовий ряд, члени якого нулі. Цей ряд збігається, точка х = 0 
входить у його область збіжності. При х = 1 одержимо числовий ряд 

∑
∞

= +1n 2 1n

1 . Скористаємось ознакою порівняння рядів з додатними 

членами. Порівняємо цей ряд з гармонійним розбіжним рядом:  

01
1n

nlimv
ulim

2nn
n

n
≠=

+
=

∞→∞→
. 

Отже, числовий ряд ∑
∞

= +1n 2 1n

1  розбігається і точка х = 1 не входить у 

область збіжності. Таким чином, область збіжності досліджуваного 
ряду: 0 ≤ х < 1; 

б) за ознакою Д'аламбера маємо: 

=
+−
++⋅

++
+−⋅

+++
++=

+

∞→
+

∞→

n

2

21n

2

2

22

22

nn
1n

n 2x3x
2x3x

2x3x
2x3x

)1n)(2n2n(
n)2n2n(limu

ulim  
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1
2x3x
2x3x

)2n2n)(1n(
)2n2n(nlim

2x3x
2x3x

2

2

22

22

n2

2
<

++
+−=

+++
++

++
+−=

∞→
, 1

2x3x
2x3x1 2

2
<

++
+−<− . 

 

Розв'язуємо отримані нерівності: 

2x3x
2x3x1 2

2

++
+−<− . 

Звідси )1;()2;(x  ,02x3x2 ∞−∪−−∞∈>++ . 

Далі, 1
2x3x
2x3x

2

2
<

++
+− ,   0

2x3x
x6

2 <
+−

− ,   0
2x3x

x
2 >

+−
. 

Отже, );0()1;2(x ∞∪−−∈ . Перетинання цих множин дає множину 

);0(x ∞∈ . Коли х = 0 одержимо числовий ряд ∑
∞

=

+

1n
2

2

n
1n , для якого 

01
n

1nlimulim 2

2

n
n

n
≠=+=

∞→∞→
, тобто необхідна ознака збіжності не 

виконується. Отже, цей числовий ряд розбігається. Область збіжності 
досліджуваного ряду: ∞<< x0 ; 

в) скористаємося радикальною ознакою Коші. 
Знаходимо: 

n2
n )x3(u −= ,  1|x3||x3|lim 2n n2

n
<−=−

∞→
,  1x31 2 <−<− . 

Розв'язуємо отримані нерівності: 
1x3 2 −>− ,  2;2)(x  ,04x2 −∈<− ; 

1x3 2 <− ,  ),2()2;(x  ,02x2 ∞∪−−∞∈>− . 
Перетинання знайдених множин дає множини збіжності даного ряду 

)2;2()2;2(x ∪−−∈ . 
Досліджуємо збіжність ряду на кінцях цих інтервалів. При х = ±2 

одержимо числовий ряд· ∑
∞

=
−

1n

n)1( . Цей знакозмінний числовий ряд 

розбігається, тому що не виконується необхідна ознака збіжності 
числового ряду ( 0ulim n

n
=

∞→
). 

При 2x ±=  одержуємо числовий ряд ∑
∞

=1n

n1 , що розбігається, 

оскільки необхідна ознака збіжності також не виконується. Отже, 
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область збіжності досліджуваного ряду: )2;2()2;2( ∪−− . 

5. Розкласти функцію xcosy 2=  в ряд Тейлора в околі точки 

3
πx0 = . Знайти область збіжності до цієї функції отриманого ряду . 

Рішення. Перетворимо дану функцію: x2cos2
1

2
1xcosy 2 +== . 

Розкладемо отриману функцію в ряд Тейлора. Для цього знайдемо 
значення даної функції і її похідних до n-го порядку включно у точці 

3
πx0 = : 

x2cos2
1

2
1)x(f += ,  4

1
4
1

2
1

3
π2cos2

1
2
1

3
πf)x(f 0 =−=+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ; 

x2sin)x(f −=′ ,  2
3

3
π2sin3

πf −=−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛′ ; 

x2cos2)x(f −=′′ ,  13
π2cos23

πf =−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛′′ ; 

x2sin4)x(f =′′′ ,  323
π2sin43

πf ==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛′′′ ; 

…………………………………………………………………. 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−= −

2
π)1n(x2sin2)x(f 1nn , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

2
π)1n(3

π2sin23
πf 1nn . 

Отримані числові значення похідних підставляємо в ряд Тейлора при 

3
πx0 = : 

++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅−= ...3

πx32!3
1

3
πx!2

1
3
πx2

3
!1

1
4
1xcos

32
2  

=+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−+ − ...3

πx2
π)1n(3

π2sin2!n
1 n

1n  

n

1n

1n

3
πx2

π)1n(3
π2sin!n

2
4
1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−= ∑

∞

=

−
. 

Для знаходження області збіжності отриманого ряду необхідно 
з'ясувати при яких значеннях х залишковий член ряду Тейлора прямує 
до нуля. Він має вид 

1n1n
n 3

πx2
πnς2sin)!1n(

2)x(R
+−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

+
= , 
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де )x;x(ς 0∈ . Оскільки 12
πnς2sin ≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + , досить знайти область 

збіжності ряду з загальним членом 
1nn

n 3
πx)!1n(

2a
+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

+
= . 

Відповідно до ознаки Д'Аламбера, 

102n
3
πx2

lim

3
πx2)!2n(

)!1n(3
πx2

lim
n1n

n

2n
1n

n
<=

+

−
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅+

+⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

∞→+

+
+

∞→
. 

Отриманий ряд збігається при будь-якому х. Отже область його 
збіжності до функції xcos)x(f 2=  така: ∞<<−∞ x . 

6. Обчислити 2
1

e
−

 з точністю α =0,0001, скориставшись 
розкладанням функції xey =  в степеневий ряд.  

Рішення. Скористаємося рядом 

...!n
x...!2

x
!1
x1e

n2x +++++= ( ∞<<−∞ x ). 

Тому що 2
1x −= , то ...!532

1
!416

1
!38

1
!24

1
2
11e 2

1
+

⋅
−

⋅
+

⋅
−

⋅
+=

−
 . 

Одержали знакозмінний числовий ряд. Для того щоб обчислити 
значення функції з точністю α = 0,0001, необхідно, щоб перший член, 
що відкидається, був менше 0,0001 (по наслідку з ознаки Лейбниця). 
Маємо 

0001,046080
1

72064
1

!664
1α7 <=

⋅
=

⋅
= . 

З заданим ступенем точності: 

3840
1

384
1

48
1

8
1

2
11e 2

1
−+−+−≈

−
,   6065,0e 2

1
≈

−
. 

7. Використовуючи розкладання підінтегральної функції у 

степеневий ряд, обчислити визначений інтеграл ∫
− −

0

1
3 3x8

dx  з точністю 

до 0,001. 
Рішення. Скористаємося біноміальним рядом  

...,x!n
)1nm)...(1m(m...x!2

)1m(mx!1
m1)x1( n2m +−−++−++=+  
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який збігається, коли (–1 < x < 1). Тоді 
3
1

3

3 3 2
x12

1

x8

1
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+=

−
. 

Одержали біном m)z1( + , де 3
1m −= , a 

3

2
xz ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= . Маємо: 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=

−
...2

x
!3

1
27
28

2
x

!2
1

9
4

2
x

3
112

1

x8

1 963

3 3
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++= ...18176

x
288
x

24
x12

1 963
, 

∫
− −

0

1
3 3x8

dx =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++≈ ∫

−

dx...18176
x

288
x

24
x12

1 0

1

963
 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

⋅
+

⋅
+=

−

...181760
7

2016
1

96
112

1...181760
x7

2887
x

244
xx2

1
0

1

1074

Тому що 001,02016
1 < , то 495,0192

1
2
1

x8

dx
0

1
3 3

≈−≈
−

∫
−

. 

8. Знайти розкладання в степеневий ряд по степенях х – 1 рішення 
диференціального рівняння 3yx2y +=′ , y(1) = 1 (записати три 
перших, відмінних від нуля, члена цього розкладання). 

Рішення. Точка х = 1 не є особливою для даного рівняння, тому 
його рішення можна шукати у вигляді ряду: 

...)1x(!3
)1(f)1x(!2

)1(f)1x(!1
)1(f)1(fy 32 +−

′′′
+−

′′
+−

′
+=  

Маємо:  
1)1(f = ; 312)1(f 3 =+=′ ; yy32)1(f 2 ′+=′′ ; 113132)1(f 2 =⋅⋅+=′′ . 

Підставимо знайдені значення похідних у шуканий ряд і одержимо 
рішення даного рівняння: 

...)1x(!2
11)1x(!1

31y 2 +−+−+=   . 

9. Методом послідовного диференціювання знайти перші 5 членів 
розкладання у степеневий ряд рішення диференціального рівняння 

0yyx4 2 =+′′  при початкових умовах: 1)1(y = , 2
1)1(y =′ . 

Рішення. Шукану функцію даного рівняння представимо у 
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вигляді: 

...)1x(!3
)1(f)1x(!2

)1(f)1x(!1
)1(f)1(fy 32 +−

′′′
+−

′′
+−

′
+=  

Підставляючи знайдені значення похідних у ряд, одержуємо шукане 
рішення даного диференціального рівняння: 

...)1x(!416
15)1x(!38

3)1x(!24
1)1x(2

11y 432 −
⋅

−−
⋅

+−
⋅

−−+= , 

або ...128
)1x(5

16
)1x(

8
)1x(

2
1x1y

432
+−−−+−−−+=   . 

 
Тригонометричні ряди 

10. Розкласти в ряд Фур'є періодичну (з періодом π2w = ) 
функцію 

.πx0
,0xπ

  
,0

,xπ
)x(f

≤≤
<≤−

⎩
⎨
⎧ +

=  

Рішення. Обчислимо коефіцієнти Фур'є: 

2
π

2
π

π
1

2
)xπ(

π
1dx)xπ(π

1a
20

π

20

π
0 =⋅=+⋅=+=

−−
∫ , 

=
=

=

=
+=

=+= ∫
− nxsinn

1v

dx,du
  
,nxdxcosdv

,xπu
nxdxcos)xπ(π

1a
0

π
n  

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ∫

−−

0

π

0

π
nxdxcos)xπ(n

1nxsinn
xπ

π
1  

2
n

2

0

π
2 )1n2(π

2))1(1(
nπ
1nxcos

nπ
1

−
=−−==

−
, 

=
−=

=

=
+=

=+= ∫
− nxcosn

1v

dx,du
  
,nxdxsindv

,xπu
nxdxsin)xπ(π

1b
0

π
n  

n
1nxsin

n
1

n
π

π
1nxdxcosn

1nxcosn
xπ

π
1

0

π
2

0

π

0

π
−=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

−−−
∫ . 

Отже, ряд Фур'є для даної функції запишеться у виді  
 

∑∑
∞

=

∞

=
−

−

−+=
1n1n

2 n
)nxπsin(

)1n2(
)xπ)1n2cos((

π
2

4
π)x(f . 
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11. Розкласти в ряд Фур'є функцію 2
x

8)x(f =  задану в інтервалі 
(0;π), продовживши її парним і непарним чином. Побудувати графіки 
для кожного продовження. 

Рішення. 
а) Продовжимо дану функцію парним чином (рис. 1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 1 
 
Тоді 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=⋅⋅== ∫ 188lnπ

4
8ln

82π
2dx8π

2a 2
π

π

0

2
x

π

0

2
x

0 ,  ∫=
π

0

2
x

n nxdxcos8π
2a . 

Знайдемо невизначений інтеграл ∫
π

0

2
x

nxdxcos8 , виконавши двічі 

інтегрування частинами: 

C)nxcos8
n2
8lnnxsin8n

1(
8lnn4

n4nxdxcos8 2
x

2
2
x

22

2π

0

2
x

++
+

=∫ . 

Обчислимо коефіцієнти na : 

)8lnn4(π
)1)1(8(8ln4)nxcosn2

8lnnx(sin
n)8lnn4(π

8n8a 22

n2
π

π

022
2
x

2
n

+

−−=+
+
⋅= . 

Отже,   розкладання  даної функції по косинусах має вид 

у 

х 0 π 

1 

–π 
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∑
∞

= +
−−+−=

1n
22

n2
π

2
π

2
x

nxcos
)8(lnn4
1)1(8

π
8ln4

8lnπ
)18(28 . 

б) Продовжимо дану функцію непарним чином (рис.2).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 2 
 

Тоді                                        ∫=
π

0

2
x

n nxdxsin8π
2b . 

Знайдемо невизначений інтеграл ∫
π

0

2
x

nxdxsin8 , виконавши двічі 

інтегрування частинами: 

C)nxsin8
n2
8lnnxcos8

n
1(

8lnn4
n4nxdxsin8 2

x

2
2
x

22

2
2
x

++−
+

=∫  

=+−
+

=

π

π
0

2
x

2
2
x

22

2

n )nxsin8
n2
8lnnxcos8

n
1(

)8lnn4(
n8b

8lnn4
)1)1(8(

π
n8

22

1n2
π

+

+−⋅
+

. 

Отже, розкладання даної функції по синусах має вид 

∑
∞

=

+

+

+−=
1n

22

1n2
π

2
x

nxsinn
8lnn4

1)1(8
π
88 . 

12. Розкласти в ряд Фур'є періодичну ( з періодом w = 2) функцію 

у 

х 0 π 

1 

–π 
–1
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.1x0
,0x

,0x1
  

,x
,5,0

,1
)x(f

≤<
=
<≤−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=  

Рішення. Обчислюємо коефіцієнти Фур'є: 

2
3

2
112

xxxdxdxa
1

0

20
1

1

0

0

1
0 =+=+=+= −

−
∫∫ , 

==
=

==
=+= ∫∫

−
nπ

x)πsin(nv 
x)dx,πcos(ndv
dx,du  x,u

dx)xπncos(xdx)xπncos(a
1

0

0

1
n  

=−+= ∫
−−

1

0

0

1

0

1
dx)xπnsin(n

1)xπnsin(xnπ
1)xπnsin(nπ

1  

)1)1((
πn
1)xπncos(

πn
1 n

22

1

0
22 −−== ;  22n

)1n2(π
2a
−

−= , 

==
=

==
=+= ∫∫

−
x)πcos(nnπ

1v 
x)dx,πsin(ndv
dx,du  x,u

dx)xπnsin(xdx)xπnsin(b
1

0

0

1
n  

=+−−= ∫
−

1

0

1

0

0

1
dx)xπncos(πn

1)xπncos(nπ
x)xπncos(nπ

1  

.nπ
1

nπ
)1(

nπ
)1(

nπ
1)xπnsin(

πn
1)1(nπ

1))1(1(nπ
1 nn1

0
22

nn −=−−−+−=+−−−−−=

У підсумку одержуємо наступний ряд Фур'є: 

∑∑
∞

=

∞

=
−

−
−−=

1n1n
22 n

)xπnsin(
π
1

)1n2(
)xπ)1n2cos((

π
2

4
3f(x) . 

 

13. Розкласти в ряд Фур'є функцію, задану графічно (рис.3).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3 

х 0 2 

1 

–2

у 

1 

2 

–1
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Рішення. Запишемо аналітичне вираження даної функції: 

4.w
   

2,x0
0,x2

   
,2

,1x5,0
)x(f

=≤<
≤<−

⎩
⎨
⎧ +

=  

Обчислимо коефіцієнти Фур'є: 

2
52)21(

2
1xx

4
x

2
1dx2

2
1dx1x

2
1

2
1a 2

0

0

2

2

0

20

2
0 =++−=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−−
∫∫ , 

=+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ∫∫

−

2

0

0

2
n dx2

xπncosdx2
xπncos1x2

1
2
1a  

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +==

=

=+=
=

−

0

22
xπnsin12

x
πn
1

2
xπnsinπn

2v 
dx,2

xπnscodv

dx,2
1du  1,2

xu
 

==+−
−

∫
0

2
22

2

0

0

2- 2
xπncos

πn
1

2
xπnsinπn

2dx2
xπnsinπn2

1  

22
1n

22 )1n2(π
2)1)1((

πn
1

−
=+−= + , 

∫∫ =+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

−

2

0

0

2
n dx2

nxπsindx2
nxπsin1x2

1
2
1b  

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=−=

=

=+=
=

−

0

22
xπncosπn

112
x

2
xπncosπn

2v 
dx,2

xπnsindv

dx,2
1du  1,2

xu
 

−+−=++
−

∫
0

222

2

0

0

2-
2

xπnsin
πn
1

πn
1

2
xπncosπn

2dx2
xπncosπn2

1  

πn
)1(21)1(πn

2
πn
1

πn
2)1(πn

2 1n
nn

+−+=−−=+−− . 

Отже, шуканий ряд Фур'є має вид: 

∑∑
∞

=

+∞

=

−++
−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−=
1n

1n

1n
22 2

xπnsinn
))1(21(

π
1

)1n2(
2
xπ)1n2(cos

π
2

4
5f(x) . 

14. Розкласти в ряд Фур'є по косинусах функцію 

2.x1
1,x0

   
,x2

,x
)x(f

≤<
≤≤

⎩
⎨
⎧

−
=  
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на відрізку [0;2] і знайти суму ряду ∑
∞

= +0n
2)1n2(

1 . 

Рішення. Продовжимо функцію парним чином і обчислимо 
коефіцієнти Фур'є: 

12
12)24(2

1
2
xx22

xdx)x2(xdxa
2

1

21

0

22

1

1

0
0 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+= ∫∫ . 

===

==
=−+= ∫∫ 2

xπnsinnπ
2v dx,2

xπncosdv
dx,du  x,u

dx2
xπncos)x2(dx2

xπncosxa
2

1

1

0
n  

=+−+−= ∫∫
2

1

2

1

1

0

1

0
dx2

xπnsinπn
2

2
xπnsinπn

)x2(2dx2
xπnsinnπ

2
2

xπnsinnπ
x2  

.
)1n2(π

4
2

xπncos
πn
4

2
πnsinπn

2
2

xπncos
πn
4

2
πnsinπn

2
22

2

1
22

1

0
22 +

−=−−+=

Отже, 
( )∑

∞

= +

+−=
0n

22 )1n2(
xπ)1n2(cos

π
4

2
1f(x) . 

Поклавши х = 0, одержуємо: 

∑
∞

= +
−=

0n
22 )1n2(

1
π
4

2
10 ,  8

π
)1n2(

1 2

0n
2 =

+
∑
∞

=
. 

Таким чином, за допомогою ряду Фур'є ми знайшли суму числового 
ряду. 
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Завдання до теми 11 
 

            
1 Довести збіжність числового ряду та знайти його суму 
  

 
1.  2.  3.  

∑
∞

= +1n )2n(n
1  ∑

∞

= ++0n )4n)(3n(
1  ∑

∞

=

−

1n
n

nn

14
27  

   
4.  5.  6.  

∑
∞

=

+

1n
n

nn

12
43  ∑

∞

= ++0n )7n2)(5n2(
1  ∑

∞

=

+

1n
n

nn

20
54  

   
7.  8.  9.  

∑
∞

=

+

1n
n

nn

10
52  ∑

∞

= ++1n )5n)(4n(
1  ∑

∞

=

−

1n
n

nn

20
45  

   
10.  11.  12.  

∑
∞

=

−

1n
n

nn

10
25  ∑

∞

= ++0n )6n)(5n(
1  ∑

∞

= ++0n )3n2)(1n2(
1  

   
13.  14.  15.  

∑
∞

=

+

1n
n

nn

21
37  ∑

∞

= ++0n )9n2)(7n2(
1  ∑

∞

=

−

1n
n

nn

12
34  

   
16.  17.  18.  

∑
∞

= ++1n )7n)(6n(
1  ∑

∞

= ++1n )5n2)(3n2(
1  ∑

∞

=

−

1n
n

nn

21
37  

   
19.  20.  21.  

∑
∞

=

+

1n
n

nn

15
53  ∑

∞

= +−1n )2n3)(1n3(
1  ∑

∞

= ++1n )10n)(9n(
1  
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22.  23.  24.  

∑
∞

=

+

1n
n

nn

24
83  ∑

∞

= ++1n )4n3)(1n3(
1  ∑

∞

=

−

1n
n

nn

15
35  

   
25.  26.  27.  

∑
∞

=

−

1n
n

nn

24
38  ∑

∞

= ++1n )8n)(7n(
1  ∑

∞

=

+

1n
n

nn

14
72  

   
28.  29.  30.  

∑
∞

= ++0n )3n)(2n(
1  ∑

∞

= ++1n )5n3)(2n3(
1  ∑

∞

=

−

1n
n

nn

18
29  

 
 

2 Дослідити на збіжність числовий ряд  
  
 

1.  2.  3.  
   

∑
∞

=

+

1n
5

n

n
)!2n(3  ∑

∞

=

⋅+
1n

n3
πtg)1n2(  ∑

∞

= +
−

1n
n

n

)!1n(5
17  

   
4.  5.  6.  

∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1n

7n

n
1

8
7  ∑

∞

= +⋅⋅
+⋅⋅

1n )3n2...(975
)1n...(654  ∑

∞

=1n
n

n

3
n  

   
7.  8.  9.  

∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1n

7
n

n
10
9  ∑

∞

= +⋅⋅
−⋅⋅

1n )1n...(432
)5n6...(1371  ∑

∞

=

+

1n
n5

)1n(n3  

   
10.  11.  12.  

∑
∞

=

+

1n
nn

)!2n(  ∑
∞

=

+

1n

n

!n
)1n(

 ∑
∞

=

⋅
1n

n3
π2sinn  

   
13.  14.  15.  

∑
∞

= +⋅1n
n )!3n(5

!n  ∑
∞

= −⋅⋅
−⋅⋅

1n )1n4...(731
)4n5...(1161  ∑

∞

= +1n

n

)!3n(
n  
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16.  17.  18.  
3

n
n 1

2n tg
5
π∞

=
∑  ∑

∞

= −⋅⋅
−⋅⋅

1n )1n4...(1173
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5 x

2n 1 3

∞

= +
∑  ∑

∞

=1n

n

n
x  

   
22.  23.  24.  
n n

n 1

3 x
n

∞

=
∑  

n n

n 1

2 x
n

∞

=
∑  

n

n
n 1

x
2 3n 1

∞

= +
∑  
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25.  26.  27.  
( )∑

∞

=

+−

1n
3

1n

n
x  

n n

n 1

2 x
2n 1

∞

= +
∑  

n n

n 3
n 1

5 x
6 n

∞

=
∑  

   
28.  29.  30.  

( )2 n

n
n 1

n 1 x
2

∞

=

+
∑  

n

n 1

1x tg
n

∞

=
∑  

2n n

n
n 1

n x
n 1 5

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑  

 
 
10 Знайти область збіжності степеневого ряду 
  

 
1.  2.  3.  
   
n

n 1

x n
n!

∞

=
∑  

( )

n
n 2

n 1

x n
n 1 !

∞

= +∑  ∑
∞

=1n
n

n

n
xln  

   
4.  5.  6.  

( )
n

1n

xn∑
∞

=

⋅  
( )∑

∞

=

−

1n

n

!n
3x  ( )

( )∑
∞

= +
−

1n

n

!1n
1x  

   
7.  8.  9.  

( )
2n 1

n 1

x
2n 1 !

−∞

= −∑  ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1n
n2

xsin  ∑
∞

=

−

1n

xn2

e  

   
10.  11.  12.  

∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1n
n2

xtg  ∑
∞

=1n

n

!n
x  ∑

∞

=1n
n

3

x
n  

   
13.  14.  15.  

( )∑
∞

= −1n
n2xn

1  ( )n

n
n 1

1
x n ln n

∞

=

−
∑  

( )∑
∞

=

+

1n
n

n

2
1x  
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16.  17.  18.  
n

n
n 1

x
3 2n 1

∞

= +
∑  ( )∑

∞

=1n
nnx

1  ∑
∞

=1n
xn

1  

   
19.  20.  21.  

( )( )
( )2

n 1

sin 2n 1 x

2n 1

∞

=

−

−
∑  3 nn 1

1

nx

∞

= ⋅
∑  ∑

∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

1n
n

n

3
xsin2  

   
22.  23.  24.  

∑
∞

=1n
nx!n

1  ∑
∞

=1n
nx
!n  ∑

∞

=1n

nx!n  

   
25.  26.  27.  
( )
2

n 1

sin nx
n

∞

=
∑  ∑

∞

=

−

1n

xn2

e  ∑
∞

=1n
n

n

n
x  

   
28.  29.  30.  
( )
2

n 1

cos nx
n

∞

=
∑  

n

nx
n 1

nx
e

∞

=
∑  ∑

∞

=1n
nx

1  

 
 
11 Знайти область збіжності степеневого ряду 
  

 
1.  2.  3.  

( )∑
∞

=

+

−
−

1n

1n2

1n2
4x  ( )

( )
n

n 1
n 1

x 2
n ln 1 n

∞

−
=

−

+
∑  

( )∑
∞

=

−

1n
n

n

2
2x  

   
4.  5.  6.  

( )∑
∞

=

−

1n
2

n

n
1x  ( )∑

∞

=

+

1n
2

n

n
8x  ( )∑

∞

=

+
1n

nx2  

   
7.  8.  9.  

( )
( )∑

∞

= +
−

1n
n

n

3n2
1x  ( )n

23n 1

x 5

n 1 n 1

∞

=

+

+ +
∑  ( )∑

∞

=

+
1n

nn 22

x22  
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10.  11.  12.  
( )

( )

n

n
n 1

x 1
2 ln 1 n

∞

=

−

+∑  
( )∑

∞

=

+

1n
n

n

n
10x!n  ( )

( )∑
∞

= +
+

1n
n

n

n1
5x

2

 

   
13.  14.  15.  

( )n
n

n 1
2 x sin

2
π∞

=

−∑  ( )( )
( )∑

∞

= +
++

1n

n3

n1
1x1nln

 
( )∑

∞

= −
−

1n
2

n

nlnn
x23  

   
16.  17.  18.  

( )( )
( )21

1

3 2 3

2 1

n

n
n

n x

n

∞

+
=

− −

+
∑  

( )
( )1

2
2 1 2

n

n

x
n

∞

=

−

+
∑  

( )∑
∞

=

−

1n
2

n

n
2x  

   
19.  20.  21.  

( ) ( )n 3
n

n 1

x 2 n 2
1

n 1

∞

=

− +
−

+∑  ( ) ( )n n

n 1 n
n 1

2n 1 x 1
2 n

∞

+
=

+ +
∑  

( )2n 1

n
n 1

x 5
2n4

+∞

=

+
∑  

   
22.  23.  24.  

( ) ( )2n
n

n 1

x 2
1

2n

∞

=

−
−∑  

( )∑
∞

=

+

1n
n

n

n
2x

2

 
( )∑

∞

=

+

1n
2

n

n
3x  

   
25.  26.  27.  

( ) ( )n
n

n 1

x 2
1

nln n

∞

=

−
−∑  ( ) ( ) ( )

( )

n 2n
n

2n
n 1

x 1 2n 1
1

3n 2

∞

=

− +
−

−
∑  

( )2n

n
n 1

x 1
n9

∞

=

−
∑  

   
28.  29.  30.  

( )2n

n 1

x 3
n ln n

∞

=

−
∑  ( ) ( )n

n
n

n 1

x 5
1

n3

∞

=

−
−∑  

( )n

n
n 1

x 3
5 n

∞

=

−
∑  
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12 Розкласти функцію  f(x): а) у ряд Маклорена в околі нуля; б) у  

 
ряд Тейлора в околі точки 0x . З’ясувати область збіжності 
отриманих рядів до цієї функції 

  
 
№ 
п/п 

( )xf  0х   № 
п/п 

( )xf  0х  

       
1. x5cos  15/π  16. arctgxx3  1 
       

2. 2xsin  2/π  17. ( )22 x1/х +  2 
       

3. 3cos x  3 π   18. )( 2х31/2  3/1  

       
4. x3e  3/1   19. ( )х1/4 +  3 
       

5. ( )3x2ch  2/1   20. 2
х

е  2 

       
6. shx  1   21. 2xe −  1 
       

7. 2x
2  1  22. x5  1 

       
8. xcosx ⋅  2π   23. ( ) x/x3sin  6/π  
       

9. х/1  –2  24. ( )3x/1 +  –2 
       

10. xe  1  25. ( )5x2/1 +  3 
       

11. 
23х )(  1  26. ( )4/xπsin  2 

       

12. ( )ln 5x 3+  5/2  27. 
12 2х2х )+( 1 
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13. ( ) 5,0х4 +  –3  28. cos x 4/π  
       

14. 
5,01х )(  2  29. 

12 5х4х )+( –2 

       
15. sin x 2/1   30. ( )ln 5x 3 ,+  1 

 
 
13 Обчислити наближено зазначену величину з точністю 0,001,  
 використавши розклад в степеневий ряд відповідно підібраної  
 функції 

 
1.  2.  3.  
e 5 250  sin1  
   
4.  5.  6.  

1,3  arctg
10
π  

ln 3  

   
7.  8.  9.  

ch2  lg e  π
   
10.  11.  12.  

0cos 2  2e  3 80  
   
13.  14.  15.  

ln 5  arctg0,5  6 738  
   
16.  17.  18.  

3 e  0sin1  3 8,36  
   
19.  20.  21.  

ln10  1arcsin
3

 
lg7  
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22.  23.  24.  
e   0cos10  1 

330
−

 
   
25.  26.  27.  

10 1080  1e−  sin
100
π  

   
28.  29.  30.  

4 90  1 
7136

−
 

1 
3e

−
 

 
 
14 Використовуючи розклад підінтегральної функції в степеневий  
 ряд, отримати визначений інтеграл з точністю до 0,001 

 
1.  2.  3.  

( )dxx1ln
25.0

0
∫ +  dx

2
xarctg

1

0

2

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  dxex
2.0

0

x∫ −⋅  

   
4.  5.  6.  

dx
x

arctgx5.0

0
∫  dxxcosx

2.0

0
∫ ⋅  ( )dxx1ln

5.0

0

3∫ +  

   
7.  8.  9.  

dxxsinx
1

0

2∫ ⋅  dxxe
1

0

2
x  

2

∫ ⋅
−

 
dxx1x

5.0

0

2∫ ⋅+  

   
10.  11.  12.  

dx
1x

15.0

0
5∫ +

 dx
4
x1

1

0

3
2

∫ +  dx
x
xsin5.0

0

2

∫  

   
13.  14.  15.  

dx
x

1e1.0

0

x

∫
−  dxx3cosx

5.0

0

2∫ ⋅  ( )dxx1ln
5.0

0

2∫ +  
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16.  17.  18.  

dxex
4.0

0

4
x  

∫
−

⋅  
dx

x
xcos15.0

3,0
2∫

+  dx
x

arctgx5.0

0
2

2

∫  

   
19.  20.  21.  

dx
x

xcos18.0

0
∫

−  dxxsin
1

0

2∫  ( )dx
x

x1ln1.0

0
∫

+  

   
22.  23.  24.  

dxxcos
1

0

3∫  dxxsinx
1

0
∫ ⋅  dx

x
e25

0

x2 2

∫
−

 

   
25.  26.  27.  

dx
4
xcos

1

0

2

∫  dx
2
xarctg

1

0
∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
 dx

x
arctgxx5.0

0
2∫

−  

   
28.  29.  30.  

dxx1
4.0

0

3∫ −  dxe
5.0

0

x2

∫ −  dxx1
5.0

0

3∫ +  

 
 
7 Знайти розклад частинного розв’язку диференціального рівняння  
 в степеневий ряд Маклорена (записати три перших ненульових 

 
членів цього розкладу), що відповідає початковій умові: 

( ) 00 yxy =  
 
1. yy' xy e ,= +    ( )y 0 0=   2. 2 2y' x y 1,= +  ( )y 0 1=  

3. 2 2y' x y ,= −    ( )y 0 0,5=  4. 3 2y' x y ,= +  ( )y 0 0,5=  

5. 2y' x y ,= +    ( )y 0 1= −   6. 2 2y' x x y ,= + + ( )y 0 1=  

7. 2y' 2cos x xy ,= −   ( )y 0 1=   8. x 2y' e y ,= −  ( )y 0 0=  

9. 2y' x y y ,= + +   ( )y 0 1=   10. 2 2y' x y ,= +  ( )y 0 1=  
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11. 2 2y' x y y sinx,= + ⋅   ( )y 0 0,5=  12. 2 xy' 2y y e ,= + ⋅  ( ) 3/10у =  

13. 3x 2y' e 2xy ,= +   ( )y 0 1=   14. yy' x e ,= +   ( )y 0 0=  

15. y' 2cos y 2 cos x,= + ⋅  ( )y 0 0=   16. 2 2y' x 2y ,= +  ( )y 0 0,2=  

17. 2 2y' x y xy,= + +   ( )y 0 0,5=  18. sin xy' x e ,= +  ( )y 0 0=  

19. 2y' xy y ,= −   ( )y 0 0,2=  20. x 2y' 2x e y ,= + +  ( )y 0 1=  

21. 2y' x sin x y ,= ⋅ −   ( )y 0 1=   22. 2y' 2x xy,= −  ( )y 0 0=  

23. x 2y' xe 2y ,= +   ( )y 0 0=   24. 2y' x 2y ,= −  ( )y 0 0,5=  

25. xy' y e ,= ⋅    ( )y 0 1=   26. y' 2 sin x xy,= +  ( )y 0 0=  

27. 2 yy' x e ,= +    ( )y 0 0=   28. 2y' x y,= +   ( )y 0 1=  

29. 2 2y' y x xy,= + +   ( )y 0 1=   30. xy' e xy,= +   ( )y 0 0=  
 
 
16 Методом послідовного диференціювання знайти перші k членів 
 розкладу в степеневий ряд частинного рішення  
 диференціального рівняння, що відповідає зазначеним 
 початковим умовам: ( ) 00 yxy = , ( ) 00 'yx'y = , ( ) 00 ''yx''y =  

 
1. y' arcsin y x,= +    ( )y 0 0,5,   k 4= =  

2. ( )y' yx ln y x ,= + +   ( )y 1 0,   k 5= =  

3. ( )y' yx ln y x ,= + +   ( )y 0 0,   k 5= =  

4. 1y' y x,−= +    ( )y 0 1,   k 5= =  

5. 2y''' yx y' x ,= + ⋅    ( ) ( ) ( )y 0 y' 0 y'' 0 1,   k 6= = = =  

6. 2y' 2x 0,1y ,= −    ( )y 0 1,   k 3= =  

7. ( )2 3y''' y'' y' y x,= + + +  ( ) ( ) ( ) 1y 0 1,    y' 0 2,   y'' 0 ,    k 6
2

= = = =  

8. 2y' x xy,= −    ( )y 0 0,1,   k 3= =  

9. y'' 2 y y',= ⋅    ( ) ( )y 0 0,   y' 0 1,   k 3= = =  
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10. y' 2x cos y,= +    ( )y 0 0,   k 5= =  

11. ( )2xy''' y e x y' ,= ⋅ − ⋅   ( ) ( ) ( )y 0 1, y' 0 y'' 0 1,  k 6= = = =  

12. 2y' 3x y ,= −    ( )y 0 2,   k 3= =  

13. y'' x y y',= ⋅ ⋅    ( ) ( )y 0 y' 0 1,   k 6= = =  

14. 2y' x 2 y,= −    ( )y 0 1,   k 3= =  

15. 1 1y'' y y' x ,− −= ⋅ −   ( ) ( )y 1 1,    y' 1 0,   k 4= = =  

16. 2 2y' x 0,2 y ,= +    ( )y 0 0,1,   k 3= =  

17. ( )2y'' x y y' ,= ⋅ +   ( ) ( )y 0 4,    y' 0 2,   k 5= = − =  

18. 2y' xy y ,= +    ( )y 0 0,1,   k 3= =  

19. yy'' e sin y',= ⋅    ( ) ( )y 1,    y' ,   k 3
2
ππ π= = =  

20. 2y' 0,2 x y ,= ⋅ +    ( )y 0 1,   k 3= =  

21. 2 2y'' x y ,= +    ( ) ( )y -1 2,    y' 1 0,2,   k 4= − = =  

22. 2 xy' xy x e ,−= + +   ( )y 0 0,   k 3= =  

23. ( )2 1y' 1 x y 1,−= − +   ( )y 0 1,   k 5= =  

24. y'' y 0,+ =     ( ) ( )y 0 0,    y' 0 1,   k 3= = =  

25. y'' x y cos y',= + ⋅   ( ) ( )y 0 1,    y' 0 ,   k 3
3
π

= = =  

26. 2y' cos x x ,= +    ( )y 0 0,   k 3= =  

27. 2 3xy' 4 y 2xy e ,= + −  ( )y 0 2,   k 4= =  

28. ( )1 x y'' y 0,− + =    ( ) ( )y 0  y' 0 1,   k 3= = =  

29. 24x y'' y 0,⋅ + =    ( ) ( ) 1y 1 1,    y' 1 ,   k 3
2

= = =  

30. 3 2y' y 2x ,= +    ( )y 1 1,   k 3= =  
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17 Розкласти у ряд Фур’є періодичну (період Т=2π) функцію f(x),  
 яка задана на відрізку [-π;π] 
  

1. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      1,-x
0xπ-        ,0

xf   2. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,
0xπ-      ,1x2

xf  

3. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤+
≤≤

=
πx0      2,x

0xπ-        ,0
xf   4. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤+−

=
πx0                0,

0xπ-      ,5,0x
xf  

5. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤+
≤≤

=
πx0      1,0,5x

0xπ-             ,0
xf   6. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤+

=
πx0                0,
0xπ-      ,3x2

xf  

7. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      x,-3
0xπ-        ,0

xf   8. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,

0xπ-      ,2x
xf  

9. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      3,-4x

0xπ-        ,0
xf   10. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,

0xπ-      ,x5
xf  

11. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      1,-3x

0xπ-        ,0
xf   12. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,
0xπ-      ,x23

xf  

13. ( ) ( )⎩
⎨
⎧

≤≤⋅
≤≤

=
πx0     ,x-π5,0
0xπ-                 ,0

xf  14. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤+

=
πx0                0,
0xπ-      ,1x5

xf  

15. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      4x,-1

0xπ-        ,0
xf   16. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤+

=
πx0                0,
0xπ-      ,2x3

xf  

17. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0   2x,-4x

0xπ-        ,0
xf   18. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤+

=
πx0                0,

0xπ-      ,π5,0x
xf  

19. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      5,-6x

0xπ-        ,0
xf   20. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,
0xπ-      ,x37

xf  

21. ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤
=

πx0    ,
2
x-

4
π

0xπ-        ,0
xf   22. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,
0xπ-      ,2x6

xf  

23. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0      9x,-4

0xπ-        ,0
xf   24. ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤−
=

πx0                0,

0xπ-      ,3
3
x

xf  
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25. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0   3,-10x

0xπ-        ,0
xf   26. ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤−
=

πx0                0,

0xπ-      ,
4
x1

xf  

27. ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤
=

πx0      2,-
5
x

0xπ-        ,0
xf   28. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,

0xπ-      ,11x2
xf  

29. ( )
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
πx0     8x,-3

0xπ-        ,0
xf   30. ( )

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤−

=
πx0                0,
0xπ-      ,1x7

xf  

 
 
18 Розкласти в ряд Фур’є функцію f(x), яка задана на інтервалі [0;π],    
 продовжуючи її парним і непарним чином. Побудувати графіки  
 для кожного продовження 

 
1. ( ) xexf =   2. ( ) 2xxf =    3. ( ) x2xf =  

4. ( ) chxxf =   5. ( ) xexf −=    6. ( ) ( )21xxf −=  

7. ( ) x5,03xf −=  8. ( ) x2shxf =   9. ( ) x2exf =  

10. ( ) ( )22xxf −=  11. ( ) 3
x

4xf =    12. ( )
2
xchxf =  

13. ( ) x4exf =   14. ( ) ( )21xxf +=   15. ( ) x5xf −=    

16. ( ) x3shxf =  17. ( ) 4
x

exf
−

=   18. ( ) ( )21x2xf −=  

19. ( ) 4
x

6xf =   20. ( ) x4chxf =   21. ( ) x3exf −=   

22. ( ) 1xxf 2 +=  23. ( ) 7
x

7xf
−

=   24. ( )
5
xshxf =  

25. ( ) 3
x2

exf
−

=  26. ( ) ( )2πxxf −=   27. ( ) x10xf −=   

28. ( )
π
xchxf =  29. ( ) 3

x4

exf =    30. ( ) ( )25xxf −=  
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19 Розкласти в ряд Фур’є в зазначеному інтервалі періодичну  
 функцію f(x) (період Т=2l) 
  

1. ( )f x x ,=    -1 x 1,< <    l 1=  

2. ( )f x 2x,=    -1 x 1,< <    l 1=  

3. ( ) xf x e ,=    -2 x 2,< <    l 2=  

4. ( )f x x 5,= −   -2 x 2,< <    l 2=  

5. ( )
1,

f x
x,

⎧
= ⎨
⎩

   
-1 x 0,
0 x 1,
≤ ≤
< ≤

   l 1=  

6. ( )f x x,=    1 x 3,< <    l 1=  

7. ( )
1,

f x x,
2 x,

⎧
⎪= ⎨
⎪ −⎩

  
-2 x 0
0 x 1
1 x 2

≤ <
≤ <
≤ ≤

   l 2=  

8. ( )f x 10 x,= −   5 x 15,< <   l 5=  

9. ( )
1,

f x 0,5,
x,

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

   
-1 x 0
x 0
0 x 1

≤ <
=
< ≤

   l 1=  

10. ( )f x 5x 1,= −   -5 x 5,< <    l 5=  

11. ( )
0,

f x
,π

⎧
= ⎨
⎩

   
-3 x 0,
0 x 3,
< ≤
< <

   l 3=  

12. ( )f x 3 x,= −   -2 x 2,< <    l 2=  

13. ( )
1,

f x
1,

⎧
= ⎨−⎩

   
0 x 1
1 x 2,
< <
< <

   l 1=  

14. ( ) 0,
f x

2,
⎧

= ⎨
⎩

   
-2 x 0,
0 x 2,

< <
< <

   l 2=  
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15. ( )
x,

f x 1,
3 x,

⎧
⎪= ⎨
⎪ −⎩

  
0 x 1
1 x 2
2 x 3

≤ ≤
< <
≤ ≤

   l 3=  

16. ( )f x 2x 3,= −   -3 x 3,< <    l 3=  

17. ( )
1,

f x
1,

⎧
= ⎨−⎩

   
0 x 1,5
1,5 x 3
< <
< <

  l 3=  

18. ( )f x 3 x ,= −   -5 x 5,< <    l 5=  

19. ( )
x,

f x 1,
2,

−⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

   
-4 x 0
x 0
0 x 4

< <
=
< <

   l 4=  

20. ( )f x 1 x,= +   -1 x 1,< <    l 1=  

21. ( )
1,

f x -0,5,
0,5 x,

−⎧
⎪= ⎨
⎪ ⋅⎩

  
-2 x 0
x 0
0 x 2

< <
=
< <

   l 2=  

22. ( )f x 2x 2,= +   -1 x 3,< <    l 2=  

23. ( )
3,

f x 1,5,
x,

⎧
⎪= ⎨
⎪−⎩

   
-3 x 0
x 0
0 x 3

< <
=
< <

   l 3=  

24. ( )f x 1 x ,= −   -3 x 3,< <    l 3=  

25. ( )
2,

f x -0,5,
1 x,

−⎧
⎪= ⎨
⎪ +⎩

  
-4 x 0,
x 0,
0 x 4,

< <
=
< <

   l 4=  

26. ( )f x 4x 3,= −   -5 x 5,< <    l 5=  

27. ( )
x 2,

f x 1,
2 x,

+⎧
⎪= ⎨
⎪ −⎩

  
-2 x 1
-1 x 1
1 x 2

< < −
≤ ≤
< <

  l 2=  
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28. ( )
0,5,

f x
1,
−⎧

= ⎨
⎩

  
-6 x 0
0 x 6

< <
< <

   l 6=  

29. ( )
2x,

f x 2,
4,

−⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

  
-2 x 0
x 0,
0 x 2

< <
=
< <

   l 2=  

30. ( )f x x 3,= −   -4 x 4,< <    l 4=  
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Змістовий модуль 3.2 
 

Тема 12. Кратні інтеграли 
 

Подвійний інтеграл 
 
 

1. Представити подвійний інтеграл ∫∫
D

dxdy)y,x(f  у вигляді 

повторного інтеграла з зовнішнім інтегруванням по х,  а потім із 
зовнішнім інтегруванням по у, якщо область D обмежена лініями 

yx = , y2x += , х = 0, х = 2. 
Рішення. Область D зобразимо на рис. 4. Вона обмежена дугами 

парабол 2yx2 += , yx2 =  і прямими х = 0, х = 2. 

Отже,                     == ∫∫∫∫
−

2

2

x

2x

2

0D
dy)y,x(fdxdxdy)y,x(f  

∫∫∫∫∫∫ ++=
++

−

2

y

4

2

y2

y

2

0

y2

0

0

2
dx)y,x(fdydx)y,x(fdydx)y,x(fdy . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4 
 

2. Обчислити подвійний інтеграл ∫∫ −
D

dxdy)2x(  по області D, 

х 0 2 

D1 2 

у 

–2

4 

D2 

D3 
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обмеженої лініями х = 0, у = 7 – х, 1x2
1y += . 

Рішення. Область D зображена на рис. 5 Якщо вибрати внутрішнє 
інтегрування по у, а зовнішнє - по х, то подвійний інтеграл по цій 
області запишеться одним повторним інтегралом: 

=−=−=−

−

+

−

+
∫∫∫∫∫ dx)yxy(dy)2x(dxdxdy)2x(

x7

1x2
1

4

0

2
x7

1x2
1

4

0D
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++−−+−−= ∫ dxxx1x

4
1x

2
1xx1449xx7

4

0

2222  

72x48x
2
21x

4
3dx48x21x

4
9

4

0

23
4

0

2 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ∫ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5 
 

3. Обчислити подвійний інтеграл 

dy
yx

)yx1ln(
dxI

22 xR

0 22

220

R
∫∫
−

− +

++
= , 

використовуючи полярні координати. Знайти його чисельне значення 
при R = 1.  

Рішення. Область інтегрування D являє собою чверть кола, 
розташованого в другому квадранті (рис. 6). 
Перейдемо до полярних координат =x ρ φcos , ϕρ siny = , 

у 

х 0 

D

1 

7 

3 

4 7 
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222 ρyx =+ , де Rρ0 ≤≤ , πϕπ
≤≤

2
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6 
 

Тоді                   )1ln(u  d)1ln(dI
R

0
2

ρρρ
ρ
ρϕ

π

π
+==

+
= ∫∫ , 

ρ
ρ
+

=
1

ddu ,  ρddv = ,  =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−+== ∫

R

0

R
0

2
1

d)1ln(  v
ρ
ρρρρϕρ π

π  

( ))R1ln(R)R1ln(R
2

)1ln()R1ln(R
2

R
0

R
0 ++−+=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−+=

πρρπ . 

Коли R = 1 одержуємо: )12ln2(
2

I −=
π . 

4. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 
x3xy 2 −=  і 04yx3 =−+ . 

Рішення. Дана плоска фігура обмежена знизу параболою 
x3xy 2 −= , зверху прямою 4x3y +−= . (рис.7). Вершина параболи 

має координати: 5,1х = ; 25,2у = . 

Знайдемо абсциси точок перетинання цих ліній: 

.2x ,4x  ,4x3x3x  
.4x3y
,x3xy 22

2
±=⇒=⇒+−=−⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=
−=  

R 

–R 0 x 

y 

M 

φ 
D 
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Рис. 7 
Отже, 

=+−−==== ∫∫∫∫∫∫
−

−

−−

−

−−

2

2

2
x34

x3x

2

2

x34

x3x

2

2D
dx)x3xx34(dxydydxdxdyS

22
 

3
32

3
88

3
88

3
xx4

2

2

3
=−+−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−

од2. 

5. За допомогою подвійного інтеграла обчислити у полярних 
координатах площу фігури, обмеженою лінією 3222 y2)yx( =+ .  

 

 
 
 
 
 

Рис. 8 
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Рішення. Рівняння лінії у полярних координатах має вигляд 
ϕρ 3sin2= . Вона зображена разом з обмеженою нею областю D на 

рис.8. Полюс О лежить на границі області D, і тому маємо: 

===== ∫∫∫∫∫∫
πφπφπ

ϕϕϕρρρϕϕρρ
0

6
sin2

00

2sin2

00D
dsin2d

2
ddddS

33

 

=−+−=−= ∫∫
ππ

ϕϕϕϕϕϕ
0

32

0

3 d)2cos2cos32cos31(
4
1d)2cos1(

4
1  

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−++−= ∫∫

πππ
ϕϕϕϕϕϕπ

0

2

00
d)2sin1(2cosd)4cos1(

2
32sin

2
3

4
1  

 
8
52sin

6
1

2
2sin4sin

8
3

2
3

4
1

0

3

000
πϕϕϕϕπ

ππππ
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−++=  од2. 

6. Обчислити об'єм тіла, обмеженого поверхнями y1z −= , y = 
x,      у = –х, z = 0. 

Рішення. Дане тіло обмежене зверху параболічним циліндром 
y1z −= , з боків площинами y = x, у = –х і знизу площиною z = 0 

(рис.9). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 9 

1 

0 

x 

z 

1 

1 

y 
y = x

y = –x 

z = y1−
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Областю інтегрування D є трикутник, тому: 

=−=−= ∫∫∫∫
y

0

0

1D
dxy1dy2dxdyy1V ∫∫ =−=−

0

1

y

0

0

1
dyy1y2dyx y12  

=
====−

====−=
 1yпри   0t  -2tdt,dy  ,ty1

0yпри   1t  ,t-1y  ,ty1
2

2
 

1

0

531

0

42
0

1

2 е 
15
8

5
t

3
t4dt)tt(4)tdt2(t)t1(2 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=−−= ∫∫  од3. 

 
Потрійний інтеграл 

 
7. Розставити межі інтегрування у потрійному інтегралі 

∫∫∫
V

dxdydz)z,y,x(f , якщо область V обмежена поверхнями; х = 1,         

у = х, z = 0, z = у2. Зобразити область інтегрування.  
 
Рішення. Область інтегрування зображена на рис. 10. 

∫∫∫∫∫∫ =

2y

0

x

0

1

0V
dz)z,y,x(fdydxdxdydz)z,y,x(f . 

Границі інтегрування розставляємо відповідно до даних поверхонь. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 10 

1 

0 

x 

z 

1 

1 

y 

y = x

z = y2
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8. Обчислити ∫∫∫ −+
V

3 dxdydz)zy2x3( , якщо 1x0:V ≤≤ ,  

2y0 ≤≤ , 3z1 ≤≤ . 
Рішення. Для даної області V одержуємо: 

=−+=−+ ∫∫∫∫∫∫
3

1

3
2

0

1

0V

3 dz)zy2x3(dydxdxdydz)zy2x3(  

=−+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+= ∫∫∫∫

2

0

1

0

2

0

3

1

41

0
dy)20y4x6(dxdy

4
zyz2xz3dx  

( ) .26326 x32
2
x12dx)32x12(dx y20y2xy6

1

0

21

0

1

0

2

0
2 −=−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−==−+= ∫∫

 

9. Обчислити потрійний інтеграл ∫∫∫ −−V
222 Ryx

xzdxdydz  по області, 

розташованої у першому октанті й обмеженої площинами х = 0, у = 0, 

z = h і конусом )yx(
R
hz 22

2

22 += , за допомогою циліндричних 

координат. 
Рішення.  На   рис.  11   зображена   область  інтегрування   V   і  її  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 11 

 
проекція D на площину Оху. Перейшовши до циліндричних координат 

D 

0 

x 

z 

R 

h 

y 

R 
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ρ, φ, z по формулах: 
zz  ,siny  ,cosx === ϕρϕρ , 

πϕ 20 ≤≤ ,  ∞≤≤ ρ0 ,  ∞≤≤−∞ z , 

dzdddxdydz ϕρρ= , 

у яких для даної області hz0 ≤≤ ,  
2

0 πϕ ≤≤ ,  R0 ≤≤ ρ , одержимо  

2

22
2

R
hz ρ

= ,  
R

hz ρ
= , 

=
−

−=
−

=
−−

∫∫∫∫∫∫∫∫∫
h

R
h

R

0
22

22

0V
22

2

V
222 zdzd

R
dcos

R
dzdzd)(cos

Ryx
xzdxdydz

ρ

π

ρ
ρ
ρ

ϕϕ
ρ

ρϕϕρ  

∫∫∫∫ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
−=⋅

−
−=

R

0
2

22
2

22

22

0

R

0

h

R
h

2

22

22

0
d

R
hh

R
dcos

2
1d

2
z

R
dcos ρρ

ρ
ρϕϕρ

ρ
ρϕϕ

π

ρ

π

=⋅== ∫∫
R

0

32

0
2

2R

0

22

0
2

2

3
sin

R2
hddcos

R2
h ρϕρρϕϕ

ππ

 

23
2

2
Rh

6
1)0R(0sin

2
sin

R
h

6
1

=−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

π . 

 
Застосування кратних інтегралів 

 
10. За допомогою потрійного інтеграла обчислити об'єм тіла, 

обмеженого зазначеними поверхнями: х = 0, у = 0, z = 0, x + y = 2, 
22 yxz2 += . 

Рішення. Рівняння )yx(2
1z 22 +=  визначає параболоїд 

обертання, інші поверхні - площини. Лінія перетину площини і 
поверхні є парабола. Шукане тіло зображене на рис. 12. Його об'єм V 
обчислюємо за формулою: 
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Рис. 12 
 

====
+−

+
−

∫∫∫∫∫∫∫∫ dyzdxdzdydxdxdydzV
)yx(

2
1

0

x2

0

2

0

)yx(
2
1

0

x2

0

2

0V

2222

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=+=

−
−

∫∫∫ dx
3
yyx

2
1dy)yx(

2
1dx

x2

0

2

0

3
2

x2

0

22
2

0
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ∫∫

2

0

332
2

0

32 dx)x2(
3
1xx2

2
1dx)x2(

3
1)x2(x

2
1

 

3
2

0

4
4

3 ед.  
3
4

12
16

4
16

3
16

2
1)x2(

12
1

4
xx

3
2

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−=  

11. Обчислити ( ) dxdydzzyxI 5,1222

V
++∫∫∫= , якщо область 

інтегрування обмежена сферою 4zyx 222 =++  та площиною 
( )0y0y ≥= . 
Рішення. Область V уявляє собою півкулю, розташовану 

праворуч площини ( )0yOxz ≥ , тобто треба скористатися сферичними 
координатами: cosθsinrx = φ; sinθsinry = φ; θcosrz = , 

де ∞<≤ r0 ; ≤0  φ π2≤ ; πθ0 <≤ ; θsinrJ 2= . 

Тут ( ) 35,1222 rzух =++ . 
У даному випадку: 2z0 ≤≤ ; ≤0  φ π≤ ; πθ0 <≤ . 

2 

0 

x 

z 

2 

2 

y 



 52

Отже, 3

*V
rI ∫∫∫= · 2r · drdθsin φ =θd  

d
π

0
∫= φ =∫∫ drrθdθsin 5

2

0

π

0
 φ

π

0

π

0
θcos )( · π

3
64

6
r 2

0

6

= . 

12. Обчислити масу т неоднорідної пластини D, обмеженої 
лініями 2xx2y −= , у = х, якщо поверхнева щільність у кожній її точці 

xy2xμ 2 += . 
Рішення. Границі інтегрування за змінною х  находимо з системи: 

     
ху

хх2у 2

=

=
. Маємо, [ ]1;0х∈ . Змінна у  розташована між даними лініями. 

Для обчислення маси т плоскої пластини, яка має поверхневу щільність μ, 
скористаємося фізичним змістом подвійного інтеграла і формулою 

∫∫ +=
D

2 dxdy)xy2x(m , де область інтегрування D зображена на рис. 13. Це 

дозволяє представити подвійний інтеграл у вигляді повторного: 

=+=+=
−−

∫∫∫ dx)xyyx(dy)xy2x(dxm

2
2 xx2

x

1

0

22
xx2

x

2
1

0
 

=−+−+−−= ∫
1

0

3543343 dx)xxx4x4xxx2(  

6
1xx6

xdx)x4x5x(
1

0

1

0

456345 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+−= ∫ . 

 

 
 

Рис. 24 



 53

13. Обчислити статичний момент щодо осі Оу однорідної 
пластини D, обмеженої лініями 0ax2yx 22 =−+ , 0axyx 22 =−+ , y – 
x = 0, y + x = 0, використавши полярні координати. Поверхнева 
щільність пластини μ = 2. 

Рішення. На рис. 14 зображена пластина D. Статичний момент 
щодо осі Оу даної пластини визначається за формулою: 

∫∫=
D

y dxdy)y,x(xM μ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 14 
 

У полярній системі координат область D перетвориться в область D':  

ϕαρϕα cos2cos ≤≤ ,  
44
πϕπ

≤≤− . Тоді 

===⋅= ∫∫∫∫∫
−−′

ϕρϕρρϕϕϕρρϕρ

ϕα

ϕα

π

π

ϕα

ϕα

π

π
d

3
cos2ddcosddcos2M

cos2

cos

4

4

3cos2

cos

24

4
D

y

=++=
+

== ∫∫∫
−

4

0

234

0

24

4

343 d)2cos2cos21(a
3
7d

4
)2cos1(a

3
28dcosa

3
14

πππ

π
ϕϕϕϕϕϕϕ

0 

y 

2 

x 

D

а

φ 4
π=  

φ 4
π−=

2а
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=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= ∫

4

0

4
0

3 d4cos
2
1

2
1)2sin(a

3
7

π
π

ϕϕϕϕ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+++= 1

8
3a

3
74sin

8
1

2
11

4
a

3
7 34

0

4

0

3 πϕϕπ
ππ

. 

 
14. Обчислити координати центра мас однорідного тіла, що 

займає область V, обмежену поверхнями 22 zx
2
1y += ,  у = 2. 

Рішення. Дане тіло симетричне щодо осі Оу (рис. 15), тому 
0zx cc == , а ∫∫∫∫∫∫=

VV
c dxdydz/ydxdydzy . 

 
Переходимо до циліндричних координат: x = ρcosφ, z = ρsinφ, у = y. 
Тоді 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −===

4

0

2

0

2

2

4

0

2

0VV
d

2
12ddydddydddxdydz ρρρϕρρϕρϕρ

π

ρ

π
 

πϕϕρρ ππ

3
32

3
16d

6
1 2

0

4

0

2

0

32 =⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫ . 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −===

4

0

2
2

0

2

2

4

0

2

0VV
d

4
14d

2
1ydydddyddyydxdydz ρρρϕρρϕϕρρ

π

ρ

π
 

πϕϕρρ
ππ

1616
2
1d

16
2

2
1 2

0

4

0

2

0

4
2 =⋅=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫ . 

Отже, 2
3

π32
3π16yc =⋅=  і центр мас ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 0,2

3,0C . 

 
15. Обчислити момент інерції щодо осі Оy однорідного тіла 

(щільність δ = const) обмеженого поверхнею 22 zx5y −−=  і 
площиною у = 1. 
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Рішення. Дану область зобразимо на рис.16. Систему координат 
розташуємо так, як показано на рисунку. Шуканий момент інерції 
обчислюємо за формулою 

∫∫∫∫∫∫ +=+=
V

22

V

22
y dxdydz)zx(δdxdydz)zx(δI . 

Переходимо до циліндричних координат x = ρcosφ, z = ρsinφ, y = y. 

====
−−

∫∫∫∫∫∫∫∫ ρρϕδρρϕδϕρρρδ
ρπρπ

dyddydddyddI 3
5

1

2

0

2

0

5

1

2

0

3
2

0V

2
y

22

 

.
3

32d
6
22d

6
d)4(d

2

0

6
4

2

0

2

0

6
4

2

0

53
2

0
∫∫∫∫ =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=

πππ
πδϕδϕρρδρρρϕδ
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Завдання до теми 12 
 
 

1 Зобразити область інтегрування та змінити порядок інтегрування 
           

1.   1 0 0 0

2 1 y2 y

d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x
−

− − − −− +

+∫ ∫ ∫ ∫  

2.   
2

1 0 2 0

0 1y 2 y

d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x
− − −

+∫ ∫ ∫ ∫  

3.   
22 yy1 2

0 0 1 0
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

−

+∫ ∫ ∫ ∫  

4.   
y 2 y1 2

0 0 1 0
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

−

+∫ ∫ ∫ ∫  

5.   
2

1 0 0 0

1 x2 2 x

d x f ( x , y )d y d x f ( x , y )d y
−

−− − −

+∫ ∫ ∫ ∫  

6.   
a rc s in y a rc co s y2 2 1

0 0 02 2

d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x+∫ ∫ ∫ ∫  

7.   
2 y y1 0

2 0 1 0
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

+ −−

− −

+∫ ∫ ∫ ∫  

8.   
ln y1 0 e

0 1 1y

d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x
−

−−

+∫ ∫ ∫ ∫  

9.   
2 21 2 x 0 x

0 1 02

d x f ( x , y )d y d x f ( x , y )d y
− −

−−

+∫ ∫ ∫ ∫  

10.  ( ) ( )
22 2

3 0 0 0

2 34 x 4 x

d x f x , y d y d x f x , y d y
−

−

− −− − −

+∫ ∫ ∫ ∫  

11.  
2

1 1 e 1

0 1 ln x1 x

d x f ( x , y )d y d y f ( x , y )d y
−

+∫ ∫ ∫ ∫  

12.  
y 2 y1 2

0 0 1 0
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

−

+∫ ∫ ∫ ∫  
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13.  
s in y c o s y/ 4 / 2

0 0 0/ 4
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

π π

π
+∫ ∫ ∫ ∫  

14.  
( )

1 0 0 0

2 1 x2 x

d x f ( x , y )d y d x f ( x , y )d y
−

− − − −− +

+∫ ∫ ∫ ∫
 

15.  
y1 e 1

0 0 1 ln y
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x+∫ ∫ ∫ ∫  

16.  1 0 2 0

0 1y 2 y
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

− − −

+∫ ∫ ∫ ∫  

17.  
2

1 0 2 0

y0 1 2 y

d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x
− − −

+∫ ∫ ∫ ∫
 

18.  
2y 2 y1 2

0 0 1 0
d y f ( x , y )d x d y f ( x , y )d x

−

+∫ ∫ ∫ ∫  

19.  
2 2

3 0 2 0

0 34 x 2 4 x

d x f ( x , y )d y d x f ( x , y )d y
− − − −

+∫ ∫ ∫ ∫  

20.  
3

1 0 0 0

2 ( 2 y ) 1 y

dy f ( x, y )dx dy f ( x, y )dx
−

− − + −

+∫ ∫ ∫ ∫  

21.  
y1 e 1

0 0 1 ln y

dy f ( x, y )dx dy f ( x, y )dx+∫ ∫ ∫ ∫  

22.  

2x 21 2 2 x

0 0 1 0

dx f ( x, y )dy dx f ( x, y )dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫  

23.  
sin x cos x4 2

0 0 04

dx f ( x , y )dy dx f ( x , y )dy
π π

π
+∫ ∫ ∫ ∫  

24.  ∫∫∫∫
−−−

−

−

+
00

1

0

22

1

2

),(),(
yy

dxyxfdydxyxfdy  

25.  
21 x 2 2 x

0 0 1 0

dx f ( x, y )dy dx f ( x, y )dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫  
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26.  ∫∫∫∫
−−−

+
24

0

2

3

242

0

3

0

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx  

27.  ∫∫∫∫
−−−

+
0

2

2

1

01

0

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx  

28.  dyyxfdxdyyxfdx
xx

∫∫∫∫
−

+
22

0

2

10

1

0

),(),(  

29.  
1 x 2 2 x

0 0 1 0
dx f ( x , y )dy dx f ( x , y )dy

−

+∫ ∫ ∫ ∫  

30.  ∫∫∫∫
−

+

22

0

2

10

1

0

),(),(
yy

dxyxfdydxyxfdy  

 
 
2 Розставити границі інтегрування двома способами, якщо область  
 інтегрування D подана зазначеними лініями 
 
№ 
п/п D   № 

п/п D  

1. 2x4y −= ; x3y = ; 
0x ≥  

 16. y2x2 = ;  06y2x5 =−−  

2. 2y8x −= ;  0y ≥ ;  xy =  
 17. 0x ≥ ;  0y ≥ ;   1y ≤ ;  

xlny =
3. y2x2 −= ;  0yx =+  18. 2x2y −= ; 2xy =
4. 0x ≥ ; 0y ≥ ; 1y = ;   

2y4x −=     

 19. 2xy = -2;   xy =  

5. 0x ≥ ;  1y ≥ ;  3y ≤ ;   
xy =    

 20. x2y 2 = ;   y2x2 = ;  x 1≤  

6. 0x ≥ ;  xy ≥ ;  
2y 8 x= −  

 21. x2y 2 −= ;  xy =  

7. 2y2x −= ;    2yx = ; 
0y ≥  

 22. 0y ≥ ;  012y2x =−+ ;  
xy =  
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8. 0x ≤ ;  1y ≥ ;  3y ≤ ;   
xy −=  

 23. 0y = ;  xy ≥ ;  
2x2y −−=

9. 0y ≥ ; yx = ; 
2y 6 x= −  

 24. xy −= ; 3xy 2 +=  

10. 2x4y −= ;   0x ≥ ; 
1x = ; 0y =  

 25. 1x −= ; 2x −= ;  0y ≥ ; 
2xy =

11. 0y ≤ ;  yx2 −= ;  
2x 2 у= −  

 26. 0y ≥ ;  1y ≤ ;  xy = ; 
2 2x y 4+ =  

12. 2x6y −= ; xy −=  
 27. 0x = ; 2x −= ;  0y ≥ ; 

4xy 2 +=

13. 0x = ; 0y = ; 1y = ; 

1y)3x( 22 =+−  

 28. 2y9x −= ; xy = ; 0y ≥  

14. 0x ≤ ; 1y = ; 4y = ; 
xy −=  

 29. 06y2x =−+ ; xy = ; 
0y ≥

15. xy −= ;  3yx3 =+ ;  3y =   30. 0x ≥ ; 1y = ; 1y −= ; 
xlogy

2
1=  

 
 
3 Обчислити подвійний інтеграл по області інтегрування D,  
 обмеженої вказаними лініями 
 
1. ∫∫ +    ,dxdy)yx( 2  xy   ;yx:D 22 ==  

2. ∫∫    ,dxdyxy2  x2y   ;xy:D 2 ==  

3. ( x y )dxdy,+∫∫  2D : y x= ; y x=  
4. ∫∫    ,ydxdyx2  D : y 2 x;   y x;  x 0= − = ≥  

5. ∫∫ −    ,dxdy)y2x( 3  :D 1xy 2 −= ;  0x ≥ ;  0y ≤  

6. ∫∫ −    ,dxdy)xy(  :D xy = ;  2xy =  

7. ∫∫ +    ,dxdy)y1(  :D xy 2 = ; xy5 =  
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8. ∫∫ +    ,dxdy)yx(  :D 1xy 2 −= ; 1xy 2 +−=  

9. ∫∫ −    ,dxdy)1y(x  :D x5y = ;  xy = ;  3x =  

10. ∫∫ −    ,ydxdy)2x(  :D xy = ;  x5,0y = ;  2x =  

11. ∫∫ −    ,dxdy)yx( 2  :D 2xy = ;  1y =  

12. ∫∫    ,ydxdyx2  :D 2x2y = ;  0y = ;  1x =  

13. ∫∫ +    ,dxdy)yx( 22  :D 2yx = ;  1x =  

14. ∫∫    ,xydxdy  :D 3xy = ;  0y = ;  2x ≤  

15. ∫∫ +    ,dxdy)yx(  :D 3xy = ;  8y = ;  0y = ;  3x =  

16. ∫∫ +    ,dxdy)yx2(x  :D 2x1y −= ;  0y ≥  

17. ∫∫ −    ,dxdy)x1(y  :D xy 3 = ;  xy =  

18. ∫∫    ,dxdyxy3  :D x1y 2 −= ;  0x ≥  

19. ∫∫ +    ,dxdy)5y(x  :D 5xy += ;  05yx =++ ;  0x ≤  

20. ∫∫ −    ,dxdy)yx(  :D 1xy 2 −= ;  3y =  

21. ∫∫ +    ,dxdyy)1x( 2  :D 2x3y = ;  3y =  

22. ∫∫    ,dxdyxy 2  :D xy = ;  0y = ;  1x =  

23. ∫∫ +    ,dxdy)yx( 3  :D 1yx =+ ;  2yx =+ ;  1x ≤ ;  0x ≥  

24. ∫∫    ,dxdyxy3  :D 3xy = ;  0y ≥ ;  x4y =  

25. ∫∫ +    ,dxdy)y3x( 3  :D 1yx =+ ;  1xy 2 −= ;  0x ≥  

26. ∫∫    ,xydxdy  :D y x= ;  0y = ;  2yx =+ ; x 0=  

27. 2 2y x dxdy−∫ ∫  :D xy = ;  1xy = ;  2y =  

28. ∫∫ +    ,dxdy)x1(y 2  :D 3xy = ;  x3y =  

29. ∫∫ +    ,dxdy)x21(y 2  :D 2y2x −= ;  0x =  

30. ∫∫    ,dxdye y  :D xlny = ;  0y = ;  2x =  
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4 Обчислити подвійний інтеграл, використовуючи у полярні  
 координати 
  

1. ∫ ∫
−

++
−−

1

0

1

0
22

22
2

1
1x

dy
yx
yxdx        2. ∫ ∫

− −−
+

2

2

0

x2
22

2

dy
yx

xydx  

 

3. ∫ ∫
−

−

++

0

3

3

0
22

2

1

x

yx

dydx        4. ∫ ∫
−

−

+
0

0

22

22

cos
R

xR

dyyxdx  

 

5. ∫ ∫
−

−− +

+R xR

xR

dy
yx

yxtg
dx

0
22

2222

22

      6. ∫ ∫
−

−

+
R

R

xR

0

22

22

dy)yx(tgdx  

 

7. ∫ ∫
−

++
1

0

x1

0

22

2

dy)yx1ln(dx       8. ∫ ∫
−

−−

+
R

0

xR

xR

22

22

22

dy)yxcos(dx  

 

9. 
2

2

2 4 x
2 2

2 4 x

dx 1 x y dy
−

− − −

+ +∫ ∫      10. ∫ ∫
−

−

−−

+
R

R

xR

xR

dyyxdx
22

22

22sin  

 

11. ∫ ∫
−

−

++
3

3

x3

0

3 22

2

dyyx1dx      12.  ∫ ∫
−

+

2

0

4

0
22

2

dy
yx

xydx
x

 

 

13. ∫ ∫
−

−

−

++
2

2

2

2

22

2

2

)1(
x

x

dyyxdx        14. ∫ ∫
−

−

−− ++

0

R

xR

xR
2222

22

22 yxctgyx

dydx  

 

15.  ∫ ∫
−

++

2

0

x4

0
22

2

yx1
dydx        16. ∫ ∫

− −−
+

3

3

0

x9
22

2

dy
yx

xydx  

 

17. ∫ ∫
−

++

1

0

1

0
22

2

1

x

yx

dydx        18. ∫ ∫
− −−

+
0 0

22

22

)cos(
R xR

dyyxdx  
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19. ∫ ∫
− −− +

+R

R xR

dy
yx

yx
dx

0

22

22

22

sin        20. ∫ ∫
−

−

+
0

0

22

22

)sin(
R

xR

dyyxdx  

 

21. ∫ ∫
−

−− ++

R xR

xR yxyx

dydx
0

22222

22

22 cos    

22. ∫ ∫
−

−

++
1

1

1

0

22

2

1
x

dyyxdx  

 

23. ∫ ∫
−−

−− ++

R

0

xR

xR
22222

22

22 yxsinyx

dydx

   

24. ∫ ∫
−

−
++

2

2

x4

0

yx22

2

22

dye)yx(dx  

 

25. ∫ ∫
−

++
3

0

9

0

22

2

)1ln(
x

dyyxdx          26. ∫ ∫
−

−

−−

+−
2

2

2

2

)(

2

2

22
x

x

yx dyedx

 
 

27. dy
yx

yx
dx

x

x
∫ ∫

−

−− +

++1

0

1

1
22

222

2

)1ln(
      28. ∫ ∫

−

+
2

0

4

0

22

2

cos
x

dyyxdx  

 

29. ∫ ∫
−

−−

+
R xR

xR

dyyxdx
0

22

22

22

)sin(          30. 
2 2

2 2

2 2R R x

2 2
0 R x

tg x y
dx dy

x y

−

− −

+

+
∫ ∫  

 
 
5 Обчислити площу плоскої фігури D, обмеженої зазначеними  
 лініями 
 
1. 2D :   y 4x,  x y 3,   y 0= + = ≥    2. 0x   ,3xy  ,y4x  :D 2 ≥=−=  
 
3. 2D :   y 6 x ,  x y 2,   x 0= + = ≥    4. xy  2,x   0,x  ,2xy  :D 2 ==≥+=  
 
5. 2D :   y x 2,  x 2= + =        6. 2 2D :   y 4x ,  9 y x ,   y 2= = ≤  
 

7. 
2 2D :   x -2y ,  x 1-3y

  x 0,   y 0
= =

≤ ≥
      8. 2D :   y x ,  ,   y -x= =  
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9. 2 2D :   y 8 : ( x 4 ),  x 4 y= + =   10. 2 23D :   x y ,  x y 1
4

= = +  

 
11. 2D :    y x 1,   x y 3= + + =     12. 2 2D :    y 2-x ,   y x= =  
 
13. 2 2D :   y 4x,   x 4y= =       14. 2D :   y x 4x,   y x 4= + = +  
 

15. 
D :   y cos x,   y x 1,
y 0

= ≤ +
≥

    16. D :   2y x , x y 5,   x 0= + = ≥   

 

17. 
x 2D :   y 2 ,  y 2x x ,

x 2,  x 0
= = −

= =
    18. 2D :   x 4-y ,   x-y 2 0= + =   

 

19. 2D :   y 2x 2,   y -6= − + ≥     20. 2 2D :   x y ,  x 2-y= =  
 

21. 
)4y(

8x ,x4y  :D 2
2

+
==     22. 0y   x,

2
1y  ,4yx  :D 22 ≥≤=+  

 
23. 2 2D :   y 4 x ,   y x 2x= − = −    24. 2D :   y 4 x ,    y x 2,    y 2= − = + = ±  
 

25. 2D :   x y 1,   x y 3= + + =     26. 1x
4
3y   ,xy  :D 22 +==  

 
27. 2 2D :   x 3y,   y 3x= =      28. 2 2D :   x y ,   y 4 x= = −  
 
29. 0x  1,yx   1,xy :D 2 ≥+≤+−=    30. 2D :   xy 1,  x y,  y 2,  x 0= = = =  

 
 
6 За допомогою подвійних інтегралів обчислити у полярних 
 координатах площу плоскої фігури, обмеженої зазначеними 
 лініями (а > 0) 

 
1. )2cos3( ϕρ += a         16. 24322 )( yayx =+  
 
2. 24322 )( xayx =+         17. )sin3(22 ϕρ += a  
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3.  )sin2( ϕρ −= a         18. 42322 )( yayx =+  
 
4 42322 )( xayx =+         19. ϕϕρ cossina=  
 
5. ϕϕρ sincosa=         20. )(4)( 222322 xyxyayx −=+  
 
6. )(4)( 222322 yxxyayx −=+   21. ϕρ 2sina=  
 
7. ϕρ 2cosa=          22. xyayx 2222 )( =+  
 
8. 222322 )( yxayx =+        23. )cos1( 222 ϕρ += a  
 
9. )sin1( 2ϕρ += a        24. 33322 )( xayx =+  
 
10. 33322 )( yayx =+        25. ϕρ 22 cosa=  
 
11. 2 2sinaρ ϕ=          26. )2()( 222222 yxayx +=+  
 
12. )2()( 222222 yxayx +=+    27. ϕϕρ coscosa=  
 
13. ϕϕρ sinsina=        28. )23()( 222222 yxayx +=+  
 
14. )32()( 222222 yxayx +=+   29. ( )2a 2 sin 2ρ ϕ= −  
 
15. )2cos2(2 ϕρ −= a       30. )()( 442322 yxayx +=+  
 
 
7 Обчислити об’єм тіла, обмеженого зазначеними поверхнями 
  
1.   2 2z x y ,  x y 1,  x 0,  y 0,  z 0= + + = ≥ ≥ ≥  

2.   0z  0,y  0,x  1,y2x  ),yx(2z 22 ≥≥≥=++−=  

3.   0z  0,7-yx  ,022y-x  ,xz 2 ≥=+=+=  
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4.   0z  x,y  ,xy,y3x2z 222 ≥==+=  

5.   0z  3x,y  2,x  x,y,yx2z 22 ≥==≤+=  

6.   0z  0,y  ,y-25x  ,4y  ,xz 2 ≥≥===  

7.   xy  ,xy  0,z  ,2yxz ==≥=++  

8.    0z  ,0y  ,3zyx  ,x1y 2 ≥≥=++−=  

9.   0z  ,0y  ,0x  ,4yx  ,yx2z 22 ≥≥≥=++=  

10.  0z  ,0y  ,0x  ,4yx  ,x44z 222 ≥≥≥=+−=  

11.  0z  ,0y  ,0x  ,y2z  ,012y3x2 2 ≥≥≥==−+  

12.  0z  ,0y  ,1x  ,xy  ,y2x10z 22 ≥≥==++=  

13.  0z  ,x2y  ,0x  ,6yx  ,1xz 2 ≥=≥=++=  

14.  2 2 2z 3x 2 y 1, y x 1,  y 3,  z 0= + + = − = ≥  

15.  0z  ,1y  ,10zyx  ,xy ,xy3 ===++≤=  

16.  0z  ,0x  ,1zyx  ,x1y2 ===++−=  

17.  0z   6,2y3xz  ,yx  ,xy 22 =++===  

18.  0z  ,0y  ,3zyx  ,y1x2 ≥≥=++−=  

19.  2x y ,  x 1,  x y z 6 ,  z 0= = + + = ≥  

20.  0z  ,0y  ,0x  ,1yx  ,yx2z 22 ≥≥≥=++=  

21.  0z  ,10y5x2z  ,4y ,xy 2 ≥++===  
22. 0z  ,0x  ,2zyx  ,x2y ≥≥=++=  

23.  0z  0,y  ,-xy ,xy ,z1y 2 ≥≥==−=  

24.  0z  ,y4z  ,y4yx 222 ≥−==+  

25.  0z  ,yx2z  ,1yx 2222 ≥−−==+  

26.  2y x ,  z 0,  y z 2= ≥ + =  

27.  0z  ,x4yx  ,x4z 222 ≥=+−=  

28.  0z  1,y  0,x  ,xy  ,y2xz 22 ≥=≥=+=  

29.  0z  0,x  ,1yx  ,yz 2 ≥≥=+=  
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30.  0z   x,z  ,3x  ,xy2 ≥===  
 

 
8 Розставити границі інтегрування в потрійному інтегралі 

 ∫∫∫
V

dxdydz)z,y,x(f , якщо область V обмежена зазначеними 

 поверхнями. Побудувати область інтегрування 
 

1.  )yx(2z  ,0z  ,0y  ,x3y  ,1x 22 +=≥≥==  

2.  y3z  ,0z  ,x4y  ,1x =≥==  

3.  22 yx3z  ,0z  ,0y  ,xy  ,3x +=≥≥==  

4.  x2z  ,0z  ,2y  ,x2y =≥==  

5.  22 yx2z  ,0z  ,5y  ,xy  ,0x +=≥===  
6.  3zyx  ,0z  ,1y  ,x2y  ,0x =++≥==≥  

7.  z3x  ,0z  ,3y  ,x3y  ,0x =≥==≥  

8.  22 y5xz  ,0z  ,0y  ,x2,0y  ,5x +=≥≥==  

9.  4z  ,0z  ,x3y  ,x4y  ,2x =≥===  

10. z2y   ,0z   ,x4y  ,2x =≥==  

11. 2 2x 3,  y x / 3,  y 0,  z 0,   2z x y= = ≥ ≥ = +  

12. 2x 4,  y x / 4,  z 0,  z 4 y= = ≥ =  

13. )yx(2z  ,0z  ,3y  ,x3y  ,0x 22 +=≥==≥  

14. 22 yx3z  ,0z  ,8y  ,x4y  ,0x +=≥==≥  

15. 22 yxz  ,0z  ,10y  ,x5y  ,0x +=≥==≥  

16. )yx(3z  ,0z  ,2y  ,xy  ,xy 22 +=≥=−==  

17. 22 yx2z  ,0z  ,x3y  ,x2y  ,1x +=≥===  

18. 22 y4xz  ,0z  ,1y  ,x2y  ,xy +=≥=−==  

19. 22 y2x3z  1,yx  ,0z   ,0y  ,0x +==+≥≥≥  

20. 22 yxz  ,6y23x  ,0z   ,0y  ,0x +==+≥≥≥  

21. 22 yx4z  ,2yx  ,0z   ,0y  ,0x −−==+≥≥≥  

22. 22 yx9z  ,3yx  ,0z   ,0y  ,0x −−==+≥≥≥  
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23. 22 yx6z  12,y43x  ,0z   ,0y  ,0x −−==+≥≥≥  

24. 22 yx18z  3,y  ,0z   ,xy  ,0x −−==≥=≥  

25. )yx(4z  3x,y ,0z   ,0y  ,2x 22 +==≥≥=  

26. 22 yx10z  0,z  ,4y   ,x2y  ,0x −−=≥==≥  

27. y4z  ,x2y  ,0z   ,0y  ,3x ==≥≥=  

28. 22 yx3z  ,6y3x 2 ,0z   ,0y  ,0x ++==+≥≥≥  

29. 22 yx16z  ,4yx  ,0z   ,0y  ,0x −−==+≥≥≥  

30. 22 yxz  ,5y5x  ,0z   ,0y  ,0x +==+≥≥≥  
 

 
9 Обчислити потрійний інтеграл від функції ( )F x, y,z  по області V  
 
№ 
п/п ( )F x, y,z  V  

1. 22x 3y z+ + , 2 x 3≤ ≤  1 y 2,− ≤ ≤  0 z 4≤ ≤  

2. 2x yz  -1 x 2,≤ ≤ 0 y 3,≤ ≤ 2 z 3≤ ≤  

3. 2x y 4z+ +  -1 x 1,≤ ≤  0 y 2,≤ ≤ -1 z 1≤ ≤  

4. 2 2 2x y z+ +  0 x 3,≤ ≤  1 y 2,− ≤ ≤  0 z 2≤ ≤  

5. 2 2x y z  -1 x 3, ≤ ≤ 0 y 2,≤ ≤ -2 z 5≤ ≤  

6. x y z+ +  0 x 1, ≤ ≤  1 y 0, − ≤ ≤ 1 z 2≤ ≤  
7. 22x y z− −  1 x 5, ≤ ≤  0 y 2,≤ ≤  -1 z 0≤ ≤  

8. 22xy z  0 x 3, ≤ ≤ 2 y 0,− ≤ ≤ 1 z 2≤ ≤  

9. 25xyz  -1 x 0,≤ ≤  2 y 3,≤ ≤  1 z 2≤ ≤  

10. 2 2x 2 y z+ −  0 x 1,≤ ≤  0 y 3,≤ ≤  1 z 2− ≤ ≤  

11. x 2 yz+  -2 x 0,≤ ≤ 0 y 1,≤ ≤ 0 z 2≤ ≤  
12. 2x yz+  0 x 1,≤ ≤  0 y 2,≤ ≤  1 z 3− ≤ ≤  

13. xy 3z+  -1 x 1,≤ ≤ 0 y 1,≤ ≤ 1 z 2≤ ≤  
14. 2xy z−  0 x 2,≤ ≤  0 y 1,≤ ≤  1 z 3− ≤ ≤  

15. 3x yz+  -1 x 2,≤ ≤  0 y 1,≤ ≤  0 z 1≤ ≤  

16. 3 2x y z+ −  0 x 2,≤ ≤ 1 y 0,− ≤ ≤ 0 z 1≤ ≤  
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17. 2 32x y z+ −  0 x 1,≤ ≤  2 y 1,− ≤ ≤ 0 z 1≤ ≤  

18. 2 2x yz  0 x 2,≤ ≤  1 y 2,≤ ≤  1 z 0− ≤ ≤  

19. x y z+ −  0 x 4,≤ ≤ 1 y 3,≤ ≤ 1 z 5− ≤ ≤  
20. 2x 2 y 3z+ +  -1 x 2,≤ ≤  0 y 1,≤ ≤  1 z 2≤ ≤  

21. 23x 2 y z+ +  0 x 1,≤ ≤  0 y 1,≤ ≤  1 z 3− ≤ ≤  

22. 3xy z−  0 x 1,≤ ≤ 1 y 2,− ≤ ≤ 0 z 3≤ ≤  

23. 3x yz  -1 x 2,≤ ≤  1 y 3,≤ ≤  0 z 1≤ ≤  

24. 2xy z  -2 x 1,≤ ≤  0 y 2,≤ ≤  0 z 3≤ ≤  

25. 2xyz  0 x 2,≤ ≤ 1 y 0,− ≤ ≤ 0 z 4≤ ≤  

26. x yz+  0 x 1,≤ ≤  1 y 4,− ≤ ≤  0 z 2≤ ≤  
27. 2 2x y z+ −  -2 x 0,≤ ≤ 1 y 2,≤ ≤ 0 z 5≤ ≤  

28. 2x y z+ +  -1 x 0,≤ ≤  0 y 1,≤ ≤ 2 z 3≤ ≤  

29. 2x y 2z+ −  1 x 2,≤ ≤  2 y 3,− ≤ ≤  0 z 1≤ ≤  

30. x y z− −  0 x 3,≤ ≤ 0 y 1,≤ ≤ 2 z 1− ≤ ≤  
 
 
10 Обчислити потрійний інтеграл від функції ( )F x, y,z  по області  
 V  за допомогою циліндричної або сферичної систем координат 

 
№ 
п/п ( )F x, y,z  V  

1. 2 2 2x y z+ +  2 2 2x y z 4+ + = ;  x 0;≥   y 0;≥   z 0≥  

2. 2 2y x y+  0 z 2;≤ ≤   x y x− ≤ ≤ ;  ( )2 2 2z 4 x y= +  

3. 2z  36yx1 22 ≤+≤ ;  xy ≥ ;  0x ≥ ;  0z ≥  

4. y  32zyx 222 =++ ;  222 zxy += ;  0y ≥  

5. x  8zyx 222 =++ ;  222 zyx += ;  0x ≥  

6. y  16zyx4 222 ≤++≤ ;  y 3x≤ ;  0y ≥ ;  0z ≥  

7. y  22 yx8z −−= ;  22 yxz += ;  0y ≥  

8. 
2

2 2 2

y
x y z+ +

 0x ≥ ;  y 3x≥ ;  0z ≥ ;  36zyx4 222 ≤++≤  
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9. 
2

2 2 3

y z

( x y )+
 0y ≥ ;  y 3x≤ ;  )yx(3z 22 += ;  z 3=  

10. 
2

2 2 2 3

x

( x y z )+ +
 16zyx 222 =++ ;  0z ≥  

11. 2 2

xz

x y+
 )yx(2z 22 += ;  0y ≥ ;  x

3
1y ≤ ;  18z =  

12. 2 2 3

xy

( x y )+
 22 yxz += ;  0y ≥ ;  xy ≤ ;  4z =  

13. 2 2

z

x y+
 y4yx 22 =+ ;  4zy =+ ;  0z ≥  

14. 2 2

y

x y+
 x2yx 22 =+ ;  2zx =+ ;  0z ≥ ;  0y ≥  

15. 2 2

x

x y+
 y16yx 22 =+ ;  16zy =+ ;  0z ≥ ;  0x ≥  

16. 2 2x y+  x2yx 22 =+ ;  2zx =+ ;  0z ≥  

17. xy  8zyx2 222 ≤++≤ ;  222 yxz += ;  0x ≥ ;  0y ≥ ;  
0z ≥  

18. 2 2

y

x y+
 y2yx 22 =+ ;  y4yx 22 =+ ;  0x ≥ ;  0z ≥ ;  6z =  

19. 2 2 2x y z+ +  36zyx 222 =++ ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  xy −≤  

20. 2 2

x

x y+
 x2yx 22 =+ ;  x4yx 22 =+ ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  4z = ;  

xy ≤  

21. 2 2 2

z

x y z+ +
 9zyx1 222 ≤++≤ ;  0y ≥ ;  x

3
1y ≤ ;  0z ≥  

22. 2 2x y+  0yx2x 22 =+− ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  2zx =+  

23. 2x  16zyx1 222 ≤++≤ ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  xy ≤  

24. 2 2

1

x y+
 y4yx 22 =+ ;  4zy =+ ;  0z ≥  
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25. 2 2 2

z

x y z+ +
 16zyx4 222 ≤++≤ ;  x3y ⋅≤ ;  0y ≥ ;  0z ≥  

26. 2 2z x y+  x2yx 22 =+ ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  3z =  

27. 2 2 2

x

x y z+ +
 4zyx1 222 ≤++≤ ;  0x ≥ ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  xy ≤  

28. x  )zy(2x 222 += ;  4x = ;  0x ≥  

29. 2 2 2

y

x y z+ +
 9zyx1 222 ≤++≤ ;  0y ≥ ;  0z ≥ ;  xy ≤  

30. x  22 yx18z −−= ;  22 yxz += ;  0x ≥  
 
 
11 За допомогою потрійного інтеграла обчислити об’єм тіла,  
 обмеженого зазначеними поверхнями. Зробити рисунок 

        
1.  x4z2 −= , x4yx 22 =+  

2.  0z ≥ , 2xz = , 02y2x =+− , 7yx =+  

3.  2y4z −= , 4yx 22 =+ , 0z ≥  

4.  0x ≥ , 0z ≥ , yz = , 4x = , 2x25y −=   

5.  1yx 22 =+ , yx2z −−= , 0z ≥  

6.  0z ≥ , x4z −= , y2x = , x2y =  

7.  2yz = , 0x ≥ , 0z ≥ , 2yx =+  

8.  0y ≥ , 0z ≥ , 0yx2 =− , 9yx =+ , 2xz =  

9.  0y ≥ , 0z ≥ , xz = , 2y9x −= , 2y25x −=  

10. 0y ≥ , 0z ≥ , 4x = , x2y = , 2xz =  

11. 4yx 22 =+ , yx4z −−= , 0z ≥  

12. 0x ≥ , 0z ≥ , x2y = , 3y = , yz =  

13 . 0y ≥ , 0z ≥ , 3x = , x2y = , 2yz =  

14. 0x ≥ , 0z ≥ , xy ≥ , 22 yx1z −−=  

15. 0z ≥ , x2y2 −= , x3z =  
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16 . 0z ≥ , 4yx 22 =+ , 22 yxz +=   

17 . 0z ≥ , 2x9y −= , y2z =   

18 . 0z ≥ , 2y = , xy = , 2xz =   

19. 0x ≥ , 0y ≥ , 0z ≥ , 2yx =+ , 22 yxz +=  

20. 0z ≥ , 2zy =+ , 4yx 22 =+  

21. 0z ≥ , 9yx 22 =+ , yx5z −−=  

22. 0y ≥ , 0z ≥ , 0yx =− , 2yx2 =+ , 2yz4 =  

23. 0z ≥ , xz = , 2y4x −=  

24. 0y ≥ , 0z ≥ , 2yx2 =+ , 2yz =  

25. 0y ≥ , 0z ≥ , 2yx =+ , 2xz =  

26. 0z ≥ , 2yx = , 1y2x 2 += , 2y1z −=  

27. 0y ≥ , 0z ≥ , 4y = , xz = , 2y25x −=  

28. 0x ≥ , 0y ≥ , 0z ≥ , x3y −= , 2x9z −=  

29. 0z ≥ , 9yx 22 =+ , 2yz =  

30. 0x ≥ , 0z ≥ , 4yx =+ , y4z =  
 

 
12 Обчислити масу неоднорідної матеріальної пластини D,  
 обмеженої зазначеними лініями, якщо поверхнева щільність в  
 кожній її точці )y,x(μμ =  

 
№ 
п/п D  μ  

1. xy2 = ,  3x =  x

2. 0x = ,  0y = ,  1yx =+    2x  
3. 0x = , 0y = ,  6y3x2 =+ ,   20,5 y  
4. x4yx 22 =+  4 x−  

5. 0x = ,  1y = ,  xy = ,   2 2x 2 y+  
6. 1yx 22 =+  2 x y− −  
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№ 
п/п D  

 

μ
 

 
 

7. y4yx 22 =+  4 y−  
8. xy = , xy −= ,  1y =  1 y−  
9. 0x = , x2y = , 2yx =+ , 2 x y− −  
10. 1x = , 2yx =  4 x y− −  

11. 0y = ,  y1x2 −= ,   3 x y− −  

12. 2xy = ,  2yx = ,   3x 2 y 6+ +  

13. 2xy = ,  4y =  2x 5y 10+ +  

14. 0x = ,  0y = ,  1yx =+  2 22x y+  
15. 0x = ,  x1y2 −=  2 x y− −  

16. xy = ,  xy =  2 x y− −  

17. 1xy 2 −= ,  1y =  2 23x 2y 1+ +  
18. 1x = ,  xy = ,  0y = , 2 2x 2 y 10+ +  
19. 0y = ,  x2y = ,  6yx =+ ,   2x  
20. 0x ≥ ,  0y ≥ ,  4yx 22 =+  24 x−  
21. 2xy = ,  2y =  2 y−

22. 0x = ,  0y = ,  1yx =+  2 2x y+  
23. 1xy 2 += ,  3yx =−   4x 5 y 2+ +  

24. 1xy 2 −= ,  1yx =+  2x 5y 8+ +  

25. 
0x = ,  0y = ,  4y = ,  2y25x −=  

x

26. 2x = ,  xy = ,  x3y =  2 22x y+  
27. xy = ,  2xy =   2x 3y+  

28. 0x = ,  02y2x =++ ,  1yx =+  2x  
29. 0x = ,  0y = ,  1y2x =+  2 22 ( x y )− +  
30. 0x = ,  0y = ,  2yx =+  2 2x y+  
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13 Обчислити статичний момент однорідної матеріальної пластини  
 D, обмеженої зазначеними лініями, відносно поданої вісі  
 координат 

 
№ 
п/п D  Вісь 

1. 2 2 2 0 0 x y ay ;   x y ;+ − = − ≤  Ox  

2. 2 2 2 0 0x y ax ;   x y ;+ − = + ≤  Oy  

3. 2 2 2 0 0x y ay ;   x y ;+ + ≤ − ≥  Ox  

4. 2 2 2 0 0x y ax ;   x y ;+ + = + ≥  Ox  

5. 2 2 2 22 0 2 0 0;x y ax ;   x y ay ;   x+ + ≥ + + ≤ ≤  Ox  

6. 2 2 2 22 0 2 0x y ay ;   x y ax ;   y 0;+ − ≥ + + ≤ ≥  Oy  

7. 2 2 2 22 0 2 0x y ay ;   x y ax ;   x 0;+ − ≤ + − ≥ ≥  Ox  

8. 2 2 2 22 0 2 0x y ax ;   x y ay ;   y 0;+ − ≤ + + ≥ ≤  Oy  

9. 2 2 2 22 0 2 0x y ax ;   x y ay ;   x 0;+ − ≥ + + < ≥  Ox  

10. 2 2 2 22 0 2 0x y ax ;   x y ay ;   y 0;+ + ≤ + + ≥ ≤  Oy  

11. 2 2 2 22 0 2 0x y ay ;   x y ax ;   x 0;+ − ≤ + + ≥ ≤  Ox  

12. 2 2 2 22 0 2 0x y ay ;   x y ax ;   y 0;+ − ≥ + − ≤ ≥  Oy  

13. 2 2 2 22 0 0x y ay ;   x y ay ;   x 0;+ + = + + = ≤  Ox  

14. 2 2 2 22 0 0x y ax ;   x y ax ;   y 0;+ − = + − = ≥  Oy  

15. 2 2 2 22 0 0x y ay ;   x y ay ;   x 0;+ + = + + = ≥  Ox  

16. 2 2 2 22 0 0x y ay ;   x y ay ;   x 0;+ − = + − = ≥  Ox  

17. 2 2 2 22 0 0x y ay ;   x y ay ;   x 0;+ − = + − = ≤  Ox  

18. 2 2 2 22 0 0x y ax ;   x y ax ;  y 0;+ + = + + = ≥  Oy  

19. 2 2 2 22 0 0x y ax ;   x y ax ;  y 0;+ − = + − = ≤  Ox  

20. 2 2 2 22 0 0x y ax ;   x y ax ;   y 0;+ + = + + = ≤  Oy  

21. 2 2 2 0 0x y ay ;   x y ;   x 0;+ + = + ≤ ≥  Ox  

22. 2 2 2 0 0x y ay ;   y-x ;   x 0;+ − = ≥ ≥  Ox  

23. 2 2 2 0 0x y ax ;   y-x ;   y 0;+ + = ≥ ≤  Oy  

24. 2 2 2 0 0x y ay ;   x y ;   x 0;+ − = + ≥ ≤  Ox  
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25. 2 2 2 0 0x y ax ;   x y ;   y 0;+ + = + ≤ ≥  Oy  

26. 2 2 2 0 0x y ax ;   y-x ;   y 0;+ − = ≤ ≥  Ox  

27. 2 2 2 0 0x y ax ;   y-x ;   x y 0;+ − = ≤ + ≥  Oy  

28. 2 2 2 0 0x y ay ;   y-x ;   x y 0;+ − = ≥ + ≥  Ox  

29. 2 2 2 0 0x y ax ;   x y ;   y-x 0;+ + = + ≤ ≥  Oy  

30. 2 2 2 0 0x y ay ;  y-x ;   x y 0;+ + = ≤ + ≤  Ox  

 
 
14 Обчислити координати центра мас однорідного тіла V , обмеженого 
 зазначеними поверхнями 

 
№  
п/п V   №  

п/п V  

1. 2 2 2 26 3 0x ( y z );   y z ;  x= + + = =   16. 2 27 28x ( y z );    x= + =  

2. 2 2 2 23 36 0 y x z ;   x z ;  y= + + = =  17. 2 22 8 z x y ;   z= + =  
3. 2 2 2 25 2 0z ( x y );   x y ;  z= + + = =  18. 2 28 32z ( y x );   z= + =  

4. 2 2 2 26 9 0x y z ;   y z ;  x= + + = =  19. 2 23 9 y x z ;   y= + =  
5. 2 2 2 29 4 0y x z ;  x z ;  y= + + = =   20. 2 2 6 8x z y;   y+ = =  

6. 2 2 02 23z x y ;   x y 4;  z= + + = =  21. 2 2 0 58x y z ;    x ,= + =  
7. 2 2 2 2 4 02x y z ;  y z ;  x= + + = =   22. 2 2 8 2 y z x;  x+ = =  

8. 2 2 2 2 16 04y x z ;   x z ;  y= + + = =  23. 2 29 36z x y ;   z= + =  
9. 2 2 2 23 9 0z ( x y );  x y ;  z= + + = =  24. 2 2 4 9x z y;  y+ = =  
10. 2 2 2 22 4 0 x y z   y z ;  x= + + = =  25. 2 25 20x y z ;    x= + =  
11. 2 2 2 2 10 0 y x z ;   y z ;  y= + + = =  26. 2 2 3 9y z x;  x+ = =  
12. 2 2 2 23 16 0y x z ;   y z ;  y= + + = =  27. 2 2 4y x z ;  y= + =  
13. 2 2 2 2 4 0z x y ;   x y ;  z= + + = =  28. 2 2 4z x y ;  z= + =  
14. 2 2 2 22 9 0z x y ;  x y ;  z= + + = =  29. 2 2 2 3x y z;  z+ = =  
15. 2 2 2 2 9 0x y z ;   y z ;  x= + + = =  30. 0;=== zyx 3=++ zyx  
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15 Обчислити момент інерції однорідного тіла V відносно зазначеної  
 вісі координат, обмеженого поданими поверхнями. Щільність 
 тіла δ  дорівнює 1 

 
№ 
п/п V  Вісь  № 

п/п 
V  Вісь 

1. 2 2 2 4y x z ; y ;= + =  Oy   2. 2 2 2x y z ; x ;= + =  Ox  
       

3.    2 2 2 2y x z ; y ;= + =  Oy  4. 2 2 9x y z ; x ;= + =  Ox  
      

5. 2 2 2 2x y z ; x ;= + =  Ox   6. 2 2 2y x z ; y ;= + =  Oy  
       

7. 2 2 2 3x y z ; x ;= + =  Ox   8. 2 2 3x y z ; x ;= + =  Ox  
       

9. 22 22y x y ; y ;= + =  Oy   10. 2 2 3y x z ; y ;= + =  Oy  
       

11. 2 2 3z x z ; z ;= + =  Ox   12. 2 23 0z x y ; z ;= − − =  Oz  
       

13. 2 2 2 12x y z ; y z ;= + + = 0x ;=  Ox   14. 2 2 2 3z x y ; z ;= + =  Oz  
       

15. 2 2 2x y z ; y= +  
2 2y z 1;+ = 0x ;=  

Oz   16. 2 2 2y x z ; = +  
2 42x z ;   y 0;+ = =  

Oy  

       

17. 2 2 22y x z ; y ;= + =  Oy   18. 2 2 2 2x y z ; x ;= + =  Ox  
       

19. 2 2 22z x z ; z ;= + =  Oz   20. 2 22 2z ( x y ); z ;= + =  Ox  
       

21. 2 22z x y ;= +  
2 42x y ;   z 0;+ = =  

Oz   22. 2 2 2x y z ;= +  
2 42y z ;   x 0;+ = =  

Oz  

       

23. 21 02x y -z ; x ;= − =  Ox   24. 2 24 0y x z ; y ;= − − =  Oy  
       

25. 2 23 3x ( y z ); x ;= + =  Ox   26. 2 29 0z x y ; z ;= − − =  Oz  
       

27. 2 24 4z x y ; z ;= + =  Oz   28. 2 23 3z ( x y ); z ;= + =  Oz  
       

29. 2 22 2x y z ; x ;= + =  Ox   30. 2 23 3y ( x z ); y ;= + =  Oy  
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Змістовий модуль 3.3 

 
Тема 13. Криволінійні інтеграли 

 
 

1. Обчислити криволінійний інтеграл ∫ +
L

n22 dl)yx( , де L - коло 

222 ayx =+ . 
Рішення. Маємо криволінійний інтеграл першого роду (тобто по 

дузі). Запишемо рівняння кола 222 ayx =+  у параметричному вигляді: 
tcosx α= , tsiny α= , π2t0 ≤≤ . Тоді 

tsinxt α−=′ , tcosyt α=′ , dtyxdl 2
t

2
t ′+′= , 

adtdttcosatsinadl 2222 =+= . 
Отже, 

∫∫ ++ ==+
π

π
2

0

1n21n2

L

n22 a2dtadl)yx( . 

2. Обчислити криволінійний інтеграл ∫
OBL

xdl , де OBL  - відрізок 

прямої від точки О(0,0) до точки В(l,2). 
Рішення. Знаходимо рівняння прямої OВ за двома точками: у = 2х.  
Далі маємо: 

dx)y(1dl 2
x′+= ;  dx5dl = ;  

2
5

2
x5xdx5xdl

1

0

2

L

1

0OB

===∫ ∫ . 

3. Обчислити криволінійний інтеграл ∫ +−=
OBL

2dyxdx)1y(x2I , де 

L - контур фігури, обмеженої параболою 2xy =  і прямою у = 9 при 
додатному напрямку обходу.  

Рішення. Маємо криволінійний інтеграл другого роду (тобто по 
координатах). У відповідності з властивостями криволінійних 
інтегралів другого роду маємо: 

 

∫∫ +−++−=
21 L

2

L

2 dyxdx)1y(x2dyxdx)1y(x2I , 
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де 1L  - дуга параболи 2xy = , 2L  - відрізок прямої у = 9. Тому що 
парабола і пряма перетинаються в точках (–3,9) і (3,9), то 

0)x8xx(xdx16dx)x2x4(I
3

3
224

3

3

3

3

3 =+−=+−=
−

−−
∫∫ . 

4. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду: 

∫ +−+=
L

33 dy)xy(dx)yx(I , де L - верхня дуга астроїди tcos8x 3= , 

tsin8y 3=  від точки (8,0) до точки (–8,0). 
Рішення. Знаходимо: 

dt)tsin(tcos24dx 2 −= ,  tdtcostsin24dy 2= ,  πt0 ≤≤ . 
Тоді 

∫ =+−−+=
π

0

2323 tdtcostsin24)tcos8tsin2(dt)tcostsin24)(tsin8tcos2(I

∫ =−−−−=
π

0

423243 dt)tcostsin192tcostsin48tcostsin192tcostsin48(  

∫∫ =−−=−−=
πππ

0
0

0

2 dt)t4cos1(24t2cos12dt)t2sin48t2sin24(  

π
π

24t4sin
4
1t24

0
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= . 

 
5. Показати, що вираз 

dy10
yx1

xdx1
yx1

y
2222 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
 

є повним диференціалом функції U(x,y). Знайти цю функцію. 
Рішення. Перевіримо, чи виконується умова повного 

диференціала ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂=

∂
∂

x
Q

y
P  для функції U(x,y). Маємо: 

1
yx1

y)y,x(P 22 −
+

= ;  10
yx1

x)y,x(Q 22 −
+

= , 

( ) ( )222

22

222

222

22
yx1

yx1

yx1

yx2yyx11
yx1

y
yy

P

+

−=
+

−+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+∂
∂=

∂
∂ ; 
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( ) ( )222

22

222

222

22
yx1

yx1

yx1

xy2xyx110
yx1

y
xx

Q

+

−=
+

−+=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+∂
∂=

∂
∂ . 

Отже, даний вираз є повним диференціалом функції U(x,у). Застосуємо 
криволінійний інтеграл другого роду. Поклавши 0y  ,0x 00 == ,   по 
формулі 

Cdy)y,x(Qdx)y,x(P)y;x(U
y

y

x

x
0

00

++= ∫∫  знайдемо U(x,у): 

=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+−= ∫∫ Cdy10

yx1
xdx)1()y,x(U

y

0
22

x

0
 

Cy10arctgxyxC)y10arctgxy(x y
0

x
0 +−+−=+−+−= . 

Результат обчислення вірний, якщо  

)y,x(Px
)y,x(u =

∂
∂ , )y,x(Qy

)y,x(u =
∂

∂ . 

Зробимо перевірку: 

22 yx1
y1)Cy10arctgxyx(

x +
+−=+−+−

∂
∂ , 

10
yx1

x)Cy10arctgxyx(
y 22 −

+
=+−+−

∂
∂ . 

Отже, Cy10xarctgxy)y,x(U +−−= . 
 

6. Розв'язати рівняння 0dy)xy3y(dx)4yx( 2131 =−−++− −− . 

Рішення Позначимо: 4yx)y,x(P 31 +−= − , 21 xy3y)y,x(Q −−= − , 
тоді 

2y3y
P −=
∂
∂ ;  2y3x

Q −=
∂
∂ . 

Тому що x
Q

y
P

∂
∂=

∂
∂ , маємо рівняння у повних диференціалах. Його 

загальний інтеграл: 

0

y

y

21
x

x

31 Cdy)xy3y(dx)4yx(
00

=−−++− ∫∫ −− . 

Після інтегрування  
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0

y

y

3
0

y
y

x
x

x
x

3x
x C3

yx3|y|lnx4xy|x|ln
00

00
0

=−−+− , 

0
3
00

3
0000

33
0 Cyxyx|y|ln|y|lnx4x4xyxy|x|ln|x|ln =+−+−−++−− . 

Відкіля Cx4xyy
xln 3 =+− , де 3

000
0
0

0 yxx4y
xlnCC −++= . 

 
7. Обчислити моменти інерції щодо осей координат однорідного 

відрізка прямої 4х + 2у = 3, що лежить між точками (
2
3,0 ) і ( 2

5,2 − ). 

Рішення. Використовуючи загальні формули для обчислення 
моментів інерції, за допомогою криволінійного інтегралу першого 
роду послідовно знаходимо: 
 

∫=
L

2
x dlyI , де L: 4x + 2y = 3,  2

3x2y +−= ,  dx5dl = , 

∫ =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⋅−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−=

2

0

2

0

32
x 2

3x23
1

2
5dx2

3x25I  

24
549

8
27

8
125

6
5 =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−= ,   

∫=
L

2
y dlxI ,  ∫ ===

2

0

2

0

32
y 53

8
3
x5dxx5I . 

8. Обчислити роботу А  сили kxyjxziyzF ++=  вздовж прямої 
від точки ( )1,1,1B  до точки ( )4,3,2C . 

Рішення. Запишемо параметричне рівняння прямої t1xBC +=: ; 
t21y += ; t31z += , де [ ]1,0t ∈ . Тоді, за фізичним сенсом 

криволінійного інтегралу другого роду, роботу А  сили F  вздовж 
шляху BC обчислюємо за формулою: 

( )( ) ( )( ) ++++++∫=++∫= dtt31t12dtt31t21xydzxzdyyzdxA
1

0LBC

 

( )( ) ( ) ( ) 23t6t11t6dt6t22t18dtt21t13
0

1
232

1

0
=++=++∫=+++ . 
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9. Обчислити: xdy)y1(dx)x1(yI 22

L

++= ∫ , де контур L  – 

коло 4yx 22 =+  вздовж якого рухаємося у додатному напрямку. 
Рішення. Скористаємося формулою Грина: 

dxdy)
y
P

x
Q

(dy)y,x(Qdx)y,x(P
DL

∂
∂

∂
∂

∫∫=+∫ , де D  область, яку обмежено 

контуром L . Маємо, dxdy)yx(dxdy)x1y1(I 22

D

22

D
+∫∫=++∫∫= , тут 

D  – коло, визначене нерівністю 4yx 22 ≤+ . Виконаємо заміну 
змінних: cosρx = φ, sinρy = φ, dρdρdxdy = φ, де ≤0 φ π2≤ , 2ρ0 ≤≤ .  

Отже, 

dρdρdxdy)yx(I 3

D

22

D *
∫∫=+∫∫= φ d

π2

0
∫= φ =∫ ρdρ3

2

0
φ π8

4
ρ

0

24

0

π2

= . 

10. Дано функцію xyz2x
y

z
x)M(u +−=  і точки )1;1;1(M1 − , 

)1;1;2(M2 −− . 
Обчислити: а) похідну цієї функції в точці М1, за напрямком вектора 

21MM ;  б) )M(U grad 1 . 
Рішення. а) скористаємося формулою: 

γcosz
uβcosy

uαcosx
u

l
u

111 MMM ∂
∂+⋅

∂
∂+⋅

∂
∂=

∂
∂ ; 

2
3yz2

x

y
xz2

1
x
u

1M
2 −=++=

∂
∂ ; 2

5xz2
yx2

1
y
u

1M

−=+−=
∂
∂ ;  

1yz2
x

y
z
u

1M
2 =+−=

∂
∂ . 

Будуємо вектор )2;2;3()11;11;12(MM 21 −−=+−−−−= . 
Обчислюємо напрямні косинуси: 

17
3

449
3αcos −=
++

−= ; 
17
2

449
2βcos −=
++

−= ; 

17
2

449
2γcos =
++

= . 
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Отже, 

172
23

17
21

17
2

2
5

17
3

2
3

l
u =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂ ; 

б) відповідно до визначення, маємо: 

kj2
5i2

3kz
ujy

uix
u)M(U grad

111 MMM
1 +−−=⋅

∂
∂+⋅

∂
∂+⋅

∂
∂= . 

 

11. Знайти у точці Μ(–1,0,1) рівняння дотичної площини і нормалі 
до поверхні S: 

 4y2x4xy3yxz 22 −+−+−= .  
Рішення. Знаходимо частинні похідні від функції F(x,y,z) = 0, 

тобто 
0z4y2x4xy3yx 22 =−−+−+− : 

4y3x2
x
F −+=
∂
∂ ;  2x3y2y

F ++−=
∂
∂ ;  1z

F −=
∂
∂ . 

Обчислимо: 
Mx

F
∂
∂ ;  

My
F
∂
∂ ;  

Mz
F
∂
∂ .   Маємо:  

6x
F

M
−=

∂
∂ ;  1y

F
M

−=
∂
∂ ;  1z

F
M

−=
∂
∂ . 

Формула дотичної площини має вигляд 

0)zz(z
F)yy(y

F)xx(x
F

0
M

0
M

0
M

=−⋅
∂
∂+−⋅

∂
∂+−⋅

∂
∂ .  

Отже :  – 6(х+1) – у – (z – 1) = 0   або   6x + y + z + 5 = 0,  
а рівняння нормалі знаходимо по формулі  

M

0

M

0

M

0

z
F

zz

y
F

yy

x
F

xx

∂
∂
−

=

∂
∂
−

=

∂
∂
− , тобто 1

1z
1
0y

6
1x

−
−=

−
−=

−
+  або 

1
1z

1
y

6
1x −==+ . 
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Завдання до теми 13 
 
 

1 Обчислити криволінійний інтеграл по дузі 
 

1. 2 22 2 2− − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∫ z z x y dl

L
, де L  - дуга кривої: x=tcos t, y=tsin t, 

z=t, 0 ≤ t ≤ 2π 
 
2. ( )2 2x y dl

L
+∫ , де L - коло x2+y2=4 

 

3. dl

x y
OBL 8 2 2− −
∫ , де LOB   -  відрізок прямої; O(0,0); B(2,2) 

 
4. ( )4 33 x y dl

ABL
−∫ , де LAB  - відрізок прямої; A(-1,0,), B(0,1,) 

 

5. 
( )
dl
x y

ABL 5 −∫ , де LАB  - відрізок прямої; А(0,4), B(4,0) 

 

6. ydl

x yL
2 2+

∫ , де L - дуга кардіоїди ρ=2(1+cosϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π /2 

 
7. ydl

ABL
∫ , де LAB  - дуга астроїди x=cos3 t; y=sin3 t; A(1,0); B(0,1) 

 

8. ydl
OBL
∫ , де LOB  - дуга параболи 2 2

3
y x= ; О(0,0);  В 35 35,

6 3
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
9. xydl

L
∫ , де L - контур прямокутника з вершинами: О(0,0), А(4,0),  

В(4,2),С(0,2) 
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10. ( )2 2 2x y z dl

L
+ +∫ , де L  - дуга кривої: x=cos t, y=sin t, z t= 3 ; 

 0 ≤ t ≤ 2π 
 

11. arctg
y
x

dl

L
∫ , де L  - дуга кардіоїди ρ=2(1+cosϕ), 0 ≤ ϕ ≤ π /2 

 
12. 2y dl

L
∫ , де L  -  перша арка циклоїди: x=2(t-sin t), y=2(1-cos t); 

 0 ≤ t ≤ 2π 
 

13. dl

x y
OAL

2 2 4+ +
∫ , де LOA  - відрізок прямої; O(0,0)  A(1,2) 

 

14. 
( )
( )

2 2

2
2 2

y x xy

x y
dl

L

−

+
∫ , де L  - дуга кривої ρ =9sin 2ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π /4 

 
15. ( )∫ +

LABO

dlyx , де LABO  - контур трикутника з вершинами: А(1,0),  

B(0,1), О(0,0) 
 

16. 
2

2 2
z

x y
dl

L
+∫ , де L - перший виток гвинтової лінії: x=2cos t, 

 y=2sin t, z=2t;  0 ≤ t ≤ 2π 
 

17. ( )∫ +

LOAB

dlyx , де LОAB  - контур трикутника з вершинами: О(0,0) 

 А(-1,0), B(0,1) 
18. ( )x y dl

L
+∫ , де L - контур лемніскати Бернулі ρ2=cos 2ϕ, 

-π /4 ≤ ϕ ≤ π /4 
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19. 2 2x y dl

L
+∫ , де L - коло x2+y2=2y 

 
20.   ∫

LOABC

xydl , де LОABC   -  контур прямокутника з вершинами: О(0,0) 

 А(5,0), B(5,3),С(0,3) 
 
21. ( )2 2x y dl

L
+∫ , де L  -  коло x2+y2=4x 

 
22. ( )4 33 3x y dl

ABL
−∫ , де LAB   -  дуга астроїди: x=cos3 t; y=sin3 t; 

 A(1,0); B(0,1) 
 

23. ∫
L

xydl , де LОABC  -  контур квадрата, рівняння сторін якого: x=±1, 

y=±1 
 
24. 2y dl

L
∫ , де L - перша арка циклоїди: x=t-sin t, y=1-cos t 

 0 ≤ t ≤ 2π 
25. ∫

LABCD

xydl , де LABCD  - контур прямокутника з вершинами:  А(2,0),  

B(4,0), С(4,3), D(2,3) 
 
26. ∫

L

ydl , де L - дуга параболи y2=2x, яка відсічена параболою  

x2=2y 
 

27. dl
x y

ABL
−∫ , де LAB  - відрізок прямої;  A(4,0), B(6,1) 

 
28. ∫ −

L
dl)yx( , де L - коло x2+y2=2x 
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29. ( )2 2x y dl

L
+∫ , де L - перша чверть кола ρ=2 

 

30. ∫
++LAB

222 zyx

dl , де LAВ  - відрізок прямої  A(1,1,1),В(2,2,2) 

 
 
2 Обчислити криволінійний інтеграл по дузі 
 
1. 2 2 2y z dl

L
+∫ , де L - коло: x2+y2+z2=a2, x=y 

 
2. xyzdl

L
∫ , де L - чверть кола: x2+y2+z2=R2, x2+y2=0,25R2, яка лежить  

в першому октанті 
 

3. arctg
y
x

dl

L
∫ , де L - частина дуги спіралі Архімеда ρ=2ϕ, яка  

 розташована всередені кола радіуса R з центром в полюсі 
 

4. ( )2 2 2x y z dl

L
+ +∫ , де L  - дуга кривої: x=acos t, y=asin t, z=bt, 

 0 ≤ t ≤ 2π 
 

5. 2 2 2z x y dl

L
− +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟∫ , де L  -  перший виток конічної гвинтової  

лінії: x=tcos t, y=tsin t, z=t, 0 ≤ t ≤ 2π 
 

6. ( )x z dl

L
+∫ , де L - дуга кривої: x=t, 2 33y ,z ,t t

2

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0 ≤ t ≤ 1 

 

7. x x y dl

L

2 2−∫ , де L  -  крива: ( ) ( )22 22 2 2 ,x 0y yx a x+ = − ≥  
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8. ( )x y dl
L

+∫ , де L - перший виток лемніскати: ρ2=a2 cos 2ϕ 

 
9 xydl

L
∫ , де L - перша чверть еліпса: b2x2+a2y2=a2b2 

 
10. ( )x y dl

L
+∫ , де L - чверть кола: x2+y2+z2=R2, y=x, яка лежить в  

першому октанті 
 

11 dl
x z

ABL
−∫ , де LAB  - відрізок прямої; A(0,0,-2); B(4,0,0) 

 
12. 2ydl

L
∫ , де L - перша арка циклоїди: x=a(t-sin t), y=a(1-cos t) 

 
13. ( )x y dl

L
−∫ , де L - коло x2+y2-ax=0 

14. dl
x y z

L
2 2 2+ +∫ , де L - перший виток гвинтової лінії: x=acos t, 

 y=asin t, z=bt; 0 ≤ t ≤ 2π 
 

15. 
2

2 2
z dl

x y
L

+∫ , де L  -  перший виток гвинтової лінії: x=acos t, 

y=asin t,  z=at; 0 ≤ t ≤ 2π 
 

16. 2 2x y dl

L
+∫ , де L  -  розгортка кола: x=a(cos t+tsin t), 

y=a(sin t-tcos t), 0 ≤ t ≤ 2π 
 

17. dl

x y
ABL

2 2+∫ , де LAВ   -  відрізок прямої  A(0,-2), В(4,0) 
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18. dl
x y z

L
2 2 2+ +∫ , де L  - перший виток гвинтової лінії: x=5cos t, 

 y=5sin t, z=t; 0 ≤ t ≤ 2π 
 
19. ∫

LOABC

yzdl , де LОABC  - контур прямокутника з вершинами: О(0,0,0), 

 А(0,4,0), B(0,4,2),С(0,0,2) 
 
20. 2x dl

L
∫ , де L - дуга верхньої половини кола x2+y2=a2 

 
21. ( )2 2 2x y z dl

L
+ +∫ , де L - перший виток гвинтової лінії: x=4cos t, 

y=4sin t, z=3t; 0 ≤ t ≤ 2π 
 

22. ∫
L

ydl , де L  - дуга параболи y2=6x, яка відсічена параболою  x2=6y 

 
23. xdl

ABL
∫ , де LAВ   - дуга параболи y=x2; А(2,4), В(1,1) 

 
24. ( )x y dl

L
+∫ , де L - перший виток лемніскати ρ2=9 cos 2ϕ 

 
25. ( )2 2z y dl

L
+∫ , де L  -  коло z2+y2=4 

 
26. 2y dl

L
∫ , де L  -  перша арка циклоїди: x=3(t-sin t), y=3(1-cos t) 

 
27. 2 2x y dl

L
+∫ , де L  -  розгортка кола: x=6(cos t+tsin t), 

 y=6(sin t-tcos t); 0 ≤ t ≤ 2π 
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28. 
2

2 2
z dl

x y
L

+∫ , де L  -  перший виток гвинтової лінії: x=9cos t, 

 y=9sin t, z=9t; 0 ≤ t ≤ 2π 
 

29. ( )2
2 2x y dl

L
+∫ , де L  -  коло: x=3cos t, y=3sin t; 0 ≤ t ≤ 2π 

 
30. ∫

L

ydl , де L  -  дуга параболи y2=12x, яка відсічена параболою x2=12y 

 
 

3 Обчислити криволінійний інтеграл по координатах 
 

1. ( ) ( )dyxy2ydxxy2x 2

AB

2

L
−+−∫ , де LAB   - дуга параболи y=x2;        

        А(-1,1), В(1,1) 
 

2. ∫
+

−

LAB
3 53 5

22

yx

dxydyx , де LAB  - дуга астроїди: x=2cos3 t, y=2sin3 t; 

 А(2,0), В(0,2) 
 

3. ( ) xydy2dxyx
LOA

22 ++∫ , де LOA  - дуга кубічної параболи y=x3;  

О(0,0),  А(1,1) 
4. ( ) ( )dyyxdxy2x

L
−++∫ , де L - коло: x=2cos t, y=2sin t  

(додатний напрямок обходу контура) 
 

5 ( ) ( )∫ −+−

L
dyy2xydxxyx 22 , де L - дуга еліпса: x=3cos t, y=2sin t  

(додатний напрямок обходу контура) 
 

6. ∫ +−
ABL

2 ydyxdx)1xy( , де LAB  - дуга еліпса: x=cos t, y=α sin t;  

А(1,0), В(0,2) 
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7. ∫ −

LOBA

2 dyxxydx2 , де LOBA  - ламана: O(0,0), B(2,0), A(2,1) 

 

8. ( )∫ +−

LAB

22 xydydxyx , де LAB   -  відрізок прямої; А(1,1),В(3,4) 

 

9. ∫ −

LAB

xdysinydxcos , де LAB  -  відрізок прямої; А(2π,-2π),  В(-2π,2π) 

 

10. ∫ +
+

LAB

22 yx
xdyydx , де LAB  -  відрізок прямої; А(1,2), В(3,6) 

 

11. ( )∫ −+

LAB

dyxyxydx , де LAB  - дуга кубічної параболи y=x3; А(0,0), В(1,1) 

 

12. ( ) ( )dyyxdxyx 2

ABC

22

L
+++∫ , де LABC  -  ламана; А(1,2), В(3,2), С(3,5) 

 

13. ∫ −+
LOB

222 zdzxdyyzdxxy , де LOB  -  відрізок прямої; O(0,0,0),  В(-2,4,5) 

14. ∫ +

LOA

xdyydx , де LOA  - дуга кола: x=Rcos t, y=Rsin t; О(R,0), A(0,R) 

 
15. ( )xydx y x dy

OAL
+ −∫ , де LOA  -  дуга параболи y2=x; О(0,0),  A(1,1) 

 
16. ( )xdx ydy x y dz

ABL
+ + − +∫ 1 , де LAB   -  відрізок прямої; A(1,1,1),  

B(2,3,4) 
 

17. ( )∫ +−
LAB

2 ydyxdx1xy , де LAB   - дуга параболи y2=4-4x;  A(1,0), 

  B(0,2) 
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18. ( )xydx y x dy
OBL

+ −∫ , де LOB   - дуга параболи y=x2; О(0,0), B(1,1) 

 
19. ( )xy y dx xdy

OBL
− +∫ 2 , де LOB   - дуга параболи y=x2; О(0,0),  B(1,1) 

 
20. xdy ydx

ABL
−∫ , де LAB  - дуга астроїди: x=2cos3 t;y=2sin3 t; A(2,0), 

B(0,2) 
 

21. ( )xy x dx x dy
ABL

− +∫
1
2

2 , де LAB  - дуга параболи y2=4x; A(0,0),   

B(1,2) 
 
22. ( )∫ +−

LAB

2 ydyxdx1xy , де LAB  - відрізок прямої; A(1,0),B(0,2) 

 
23. ∫ ++

LAB

22 dzzdyyxydx2 , де LAB  - дуга одного витка гвинтової     

    лінії: x=cos t, y=sin t, z=2t;  A(1,0,0), B(1,0,4π) 
 

24. y
x

dx xdy
ABL

+∫ , де LAB    - дуга лінії y=ln x; A(1,0), B( е ,1) 

 
25. ydx xdy

L
+∫ , де L  - дуга еліпса: x=3cos t, y=2sin t (додатний  

напрямок обходу контура) 

26. 2 2xydx x dy
OAL

+∫ , де LOA   - дуга параболи y x=
2

4
; O(0,0),  A(2,1) 

 
27. ( ) ( )2 2 2 2x y dx x y dy

ABL
+ + −∫ , де LAB  - ламана лінія y=|x|;  A(-1,1),  

С (0,0), B(2,2) 
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28. ∫ +−

LOA

2 zdzdyxxydx2 , де LOA  -  відрізок прямої; O(0,0,0),  A(2,1,-1) 

 
29. xdy ydx

L
−∫ , де L  -  контур трикутника з вершинами: А(-1,0),  

В(1,0), С(0,1) (додатний напрямок обходу контура) 
 
30. ( ) ( )2 2x y dx x y dy

ABCL
+ + +∫ , де LABС  - ламана; A(2,0), B(5,3), С(5,0). 

 
 
4 Обчислити криволінійний інтеграл по координатах 
 
1. ( )2

OA

xy dx xdyy
L

− +∫ , де LOA  - дуга параболи y=2x2; О(0,0),  А(1,2) 

 
2. 2 2yzdy y dz

OBAL
−∫ , де LOBA  -  ламана; О(0,0,0), В(0,2,0), А(0,2,10) 

 

3. x
y

dx
y a

dy

L
∫ +

−
1 , де L   - дуга циклоїди: x=a(t-sin t), y=a(1-cos t), 

π /6 ≤ t ≤ π /3 
 

4. 22yzdx z dy xydzyR
L

+ − +∫ , де L  - дуга кривої: x=Rcos t, y=Rsin t, 

 z=at/(2π), від точки перетину її з площиною z=0 до точки  
перетину її з площиною z=a 
 

5. 2 2xzdy y dz
OAL

−∫ , де LOA  - дуга параболи z x=
2

4
; О(0,0,0),  А(2,0,1) 

 

6. x
y

dy
ABL

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∫

1 , де LAB  - дуга параболи y=x2; A(1,1),B(2,4) 
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7. cos sinzdx xdz
ABL

−∫ , де LAB  - відрізок прямої; A(2,0,-2), B(-2,0,2) 

 

8. ydx xdy

L
∫ − , де L   -  чверть дуги кола: x=Rcos t, y=Rsin t, яка  

лежить в першому квадранті (додатний напрямок  
обходу контура) 
 

9. ( )xy x dx x
y

dy
OAL

− +∫
2

, де LOA  - дуга параболи y x= 2 ; О(0,0), А(1,2) 

 

10. x

L
∫ ydx xdy−� , де L  - дуга еліпса: x=acos t, y=bsin t, (додатний  

напрямок обходу контура) 
 

11. 

OА

xdy
L
∫ , де L  - дуга синусоїди y=sin x; О(0,0), А(π,0) 

 

12. xdy

L
∫ , де L   -  контур трикутника, який утворюється прямими:  

y=x, x=2, y=0  (додатний напрямок обходу контура) 
 
13. 2 2y dx x dy

L
+∫ , де L  -  верхня половина еліпса: x=acos t, y=bsin t 

 (від′ємний напрямок обходу контура) 
 
 

14. ( )xy y dx xdy
OBL

− +∫ 2 , де LOB  -  дуга параболи y x= 2 ; О(0,0), 

B(1,2) 
 
15. xdx xydy

L
+∫ , де L  - дуга верхньої половини кола x2+y2=2x  

(додатний напрямок обходу контура) 
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16. ( )x y dx dy

L
− +∫ , де L - дуга верхньої половини кола x2+y2=R2 

(додатний напрямок обходу контура) 
 
17. ( )2x y dx

L
−∫ , де L - контур прямокутника, який утворився  

прямими: x=0, y=0, x=1, y=2 (додатний напрямок  
обходу контура) 

 
18. 4 22x ydx y xdy

OBL
sin cos∫ + , де LOB  -  відрізок прямої; О(0,0), B(3,6) 

 
19. ydx xdy

L
−∫ , де L  - дуга еліпса: x=6cos t, y=4sin t 

(додатний напрямок обходу контура) 
 

20. 2 2xydx x dy
OAL

+∫ , де LOA  - дуга параболи x=2y2 ; О(0,0), А(1,2) 

21. ( ) ( )2 2 2 2x y dx x y dy

L
+ + −∫ , де L  - контур трикутника з  

вершинами: О(0,0), А(1,0), В(0,1) (додатний напрямок  
обходу контура) 

 

22. ( )xy x dx x dy
ABOL

− +∫
2

2
, де LABO   -  ламана: О(0,0), А(1,2),  

В(0,5;3) (додатний напрямок обходу контура) 
  

23. ( )xy y dx xdy
OAL

− +∫ 2 , де LOА  -  відрізок прямої; О(0,0), А(1,2) 

 
24. xdy ydx

OAL
−∫ , де LOA-дуга кубічної параболи y=x3; О(0,0), А(2,8) 
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25. 2 2 2
ABL

y xdx xdy∫ −sin cos , де LAB  - будь-яка крива від точки  

А(π /4,2) до точки B(π /6,1) 
 

26. ( )xy x dx x dy
OBL

− +∫
2

2
, де LOB  - дуга параболи y=4x2; О(0,0), B(1,4) 

 
27. xy e dx x e dyX X

ABL
+ −∫ ( )1 , де LAB  - будь-яка крива від точки А(0,2) 

 до точки В(1,2) 
 
28. ( ) ( )x y dx x y dy

ABL
+ + −∫ , де LAB  - дуга параболи y=x2; А(-1,1), В(1,1) 

 
29. xdy

ABL
∫ , де LAB  -  дуга кола x2+y2=a2; 0x ≥ , A(0,-a), В(0,a) 

 
30. 2 2y dx x dy

L
+∫ , де L  -  дуга еліпса: x=5cos t,  y=2sin t, 0y ≥  

(додатний напрямок обходу контура) 
 
 

5 Показати, що даний вираз є повним диференціалом функції 
 )y,x(u , і знайти її 
 
1. ( ) ( )dyxy62dx1y3x2 2 −++−  

2. ( ) ( ) dy5yx1yx2dx3yx1yx2 22
1

222
12

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ++

−−
 

3. ( ) ( )dy1xcosy2sinxdxx2sinyy2cos5,0 2 ++++−  

4. ( ) ( )dy1xye2dx3ey
2xy2xy2 −++  

5. ( ) ( ) dyy4ysinxsinyxdxx3ycosxcosyx
121

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++

−−
 

6. ( ) ( )dy1xyxlndxx2ylnyx 11 +++++ −−  
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7. ( ) ( )dyysinedxxcose yxyx ++− ++  

8. dyy6yx1:xdxx2yx1:y 2222 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−  

9. ( ) ( )dy1exdx2xyee xy2xyxy ++++  

10. ( ) ( )dyxy2xedxyye xy2xy +++  
11. ( ) ( )dyy4x3xycosxdxy3x2xycosy +−+−+  

12. ( ) ( ) ( )
( ) dy)y2yxcosxy

yxsinx(dxx9yxcosxyyxsiny( 2

+++
+++−+++  

13. ( ) ( )dyyx6x5dxxy6xcosy5 22 ++++  

14. ( ) ( )dyxy1edx3ey xyxy2 ++−  
15. ( ) ( )xdyxycos1ydxxycos1 +++  

16. ( ) ( )dyycosy2xdxxsiny 2−+−  

17. ( ) dyyxdxyxx2sin 2112 −−−− −−  

18. ( ) ( ) dyyxydxyxyx 211 −−− −++  

19. ( ) ( )dyx7x23dxy2yx21x20 333 −+++−  

20. ( ) ( )dyycosxedxxsin2ye xyxy ++−  

21. ( ) ( )dy5exdx5ey xyxy +++  

22. dyy
yx

xdx
yx

yx 2222 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−  

23. ( ) ( )dyyx1edxyx1e yxyx −−+++ −−  

24. ( ) ( ) dyyxxlnydxxyylnx 11 −− +++  

25. ( ) ( )dyy4y3xxdxyxy2x3 222 −−−++−  

26. dyye2ysindxxsinxe2
2y2x2y2x
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −−  

27. ( ) ( )2 2 2 2 21 1у : x y x dx x : x y y dy− + + − +  

28. ( ) ( ) dyyxx21dxyxy1 2112 −−−− −+−  

29. ( ) ( )( ) ( ) ( )( )dyy21yx1xdx21xy1y 2121 +−−−+−−−− −−−−  

30. ( ) ( )dyy3xxy2dxyxy2x3 2222 −−++−  
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6 Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 
  
1. 0dxxydyx 21 =⋅⋅− −−  

2. 0dx))yx(:y(dy))yx(:x( 2222 =+−+  
3. 0dy)1xy2(dx)1yx2( =−−++−  

4. 0)yx(:)xdyydx(ydyxdx 22 =+−++  

5. 0dyyx:ydx)1yx:x( 2222 =−−−−  

6. 0dy)x1(edx)x1()e1(x2 12y22y =+++⋅− −−  

7. 0dyy)x3y(dxyx2 4223 =⋅−+⋅ −−  

8. 0dy)y:x1(edx)e1( y
x

y
x

=−+−  

9. 0y)y2x(y)yx2(x '2222 =+++  

10. 0dy)y4yx6(dx)xy6x3( 3222 =+++  

11. 0dy)yyyx:y(dx)yxyx:x( 21221122 =−++++++ −−−−  

12. 0dy)xy3y4ysecx(dx)xy2tgyx3( 22323332 =⋅+++⋅− −−  

13. dyyx)yx(dx))yx(:)yx(x2( 2122222 −−+=++  

14. 0dy)y:xsiny(dx)xyx2(sin 221 =−++⋅ −−  

15. 0dy)y3xy2(dx)yx2x3 22 =+−+−−  

16. 0x:)ydxxdy(yx:)ydyxdx( 222 =−+++  

17. 0dy)xy3x(dx)yyx3( 2332 =+++  

18. 0dx)ayx(xdy)ayx(y 222222 =−−+++  

19. 0dy)yxcosycosx(dx)xxsinyy(sin 11 =+−+++ −−  

20. 0dy)ysinxysecx(yxdxcos:)yxcosxsiny( 222 =−+⋅+  

21. 0dy)xycosxx(dx)yxycosyx3( 2 =−++−  

22. 0dy)exyy16(dx)eyx12( y
x

2y
x

13 =⋅++⋅− −−  

23. 0dy)yxsinx)xy2(:x(dx)4yxsinxy2)xy2(:y( 222 =++++  
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24. 0dy)33ln3x(dx3ln3y xyxy =−⋅+⋅  

25. 0dy))yx(yx7(dx)yx3)yx(( 163721 =−−++− −−  

26. 0dy)xycosxx(dx)xycosyxy2( 23 =+++⋅ −−  

27. 0dyyx1:xdx)x2yx1:y( 2222 =−+−−  

28. 0dy)y3yx4(dx)x28yx5( 235644 =−++  

29. 0dy)3ye2(dx)2xe2(
2222 yxyx =−++ ++  

30. 0dy)y2x3siny3(dx)7x3cosy3( 23 =−++  
 

 
7 Геометричне та фізичне застосування криволінійних інтегралів 
  

1.   Обчислити довжину дуги ланцюгової лінії y=(ex+e-x):2,  0≤ x ≤ 1. 
2.   Обчислити моменти інерції відносно вісей координат відрізка 

однорідної прямої  2x+y=1, який лежить між ними. 
3.   Знайти координати центра мас чверті однорідного кола x2+y2=a2, 

яка знаходиться в першому квадранті 

4.   Обчислити масу дуги кривої  y=ln x, від точки А ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 3ln

2
1;3  до 

точки В ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 8ln

2
1;8 , якщо щільність дуги в кожній точці 

дорівнює квадрату абсциси цієї точки. 
5.   Обчислити момент інерції відносно вісі Oу дуги полукубічної 

параболи 32 xy = від точки О(0,0) до точки А ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

33
8;

3
4 . 

6.   Обчислити момент інерції відносно початку координат контура 
квадрата, який має сторони x= ±a; y= ±a. Щільність квадрата – 
стала. 

7.   Обчислити довжину дуги кривої 
6
ty,

4
t2x

64

=−= , яка обмежена 

точками перетину її з вісями координат. 
8.   Обчислити координати центра мас однорідного полукола  

x2+y2=4, симетричного відносно вісі Оx. 
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9.   Обчислити координати центра мас однорідної дуги одної арки 
циклоїди x=t-sin t, y=1-cos t. 

10. Обчислити момент інерції відносно початку координат відрізка 
прямої, сталої щільності, який лежить між точкою А(2,0) і точкою 
В(0,1). 

11. Обчислити координати центра мас однорідного контура 
сферичного трикутника x2+y2+z2=1, x≥ 0, y≥ 0, z≥ 0. 

12. Обчислити статичні моменти відносно координатних вісей дуги 
астроїди x=2cos3t, y=2sin3t,яка розташована в першому квадранті. 

13. Обчислити масу відрізка прямої y=2-x, який лежить між вісями 
координат, якщо лінійна щільність в будь-якій його точці 
пропорціональна квадрату її абсциси, а в точці (2,0) дорівнює 4. 

14. Найти статичний момент відносно вісі Oy однорідної дуги 
першого витка лемніскати Бернулі φ2cosaρ = . 

15. Знайти роботу сили F xi ( x y ) j
−
= + +  при переміщенні точечної 

маси m по дузі еліпса x2/16+y2/9=1. 
16. Обчислити момент інерції відносно вісі Oz однорідної дуги 

першого витка гвинтової лінії x=2cos t, y=2sin t, z=t. 

17. Обчислити масу кривої 
4
πφ0,φsin3ρ ≤≤= , якщо щільність в 

будь-якій її точці пропорціональна відстані до полюса, а при  
ϕ=π /4 дорівнює 3. 

18. Обчислити координати центра мас однорідної дуги першого витка 
гвинтової лінії x=cos t, y=sin t, z=2t. 

19. Обчислити моменти інерції відносно координатних вісей дуги 
чверті кола x=2cos t, y=2sin t, розташованої в першому квадранті. 

20. Обчислити координати центра мас дуги першого витка гвинтової 
лінії x=2cos t, y=2sin t, z=t, якщо щільність в будь-якій її точці 
пропорціональна аплікаті точки і в точці t=π дорівнює 1. 

21. Обчислити масу дуги чверті еліпса x2+y2/4=1, розташованого в 
першому квадранті, якщо лінійна щільність в будь-якій її точці 
дорівнює добутку координат цієї точки. 
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22. Обчислити роботу сили 
−
F =(x-y) i +x j  при переміщенні 

матеріальної точки вздовж контура квадрата, утвореного 
прямими x=±a, y=±a. 

23. Обчислити статичний момент відносно вісі Ox однорідної дуги 
ланцюгової лінії y=(ex+e-x):2, 0≤ x≤ 0,5. 

24. Обчислити роботу сили 
−
F =xy i +(x+y) j  при переміщенні 

матеріальної точки вздовж прямої y=x від точки (0,0) доточки 
(1,1). 

25. Обчислити статичний момент відносно вісі Ox однорідної дуги 
кардіоїди ρ=a(1+cosφ). 

26. Обчислити довжину дуги однієї арки циклоїди x=3(t-sin t), y=3(1-
cos t). 

27. Обчислити роботу сили 
−
F =(x+y) i  - x j  при переміщенні 

матеріальної точки від початку координат в точку (1,1) вздовж 
параболи y=x2. 

28. Обчислити роботу сили 
−
F =y i +(x+y) j  при переміщенні 

матеріальної точки вздовж кола x=2cos t, y=2sin t у додатньому 
напрямку. 

29. Обчислити момент інерції відносно осей координат однорідного 
відрізка прямої y=2x від точки А(1,2) до точки В(2,4). 

30. Обчислити роботу сили 
−
F =(x-y) i +2y j  при переміщенні 

матеріальної точки від початку координат в точку (1,-3) вздовж 
параболи y=-3x2. 

 
 
8 Дана функція )z,y,x(uu =  і точки  М1 і М2. Обчислити: 

 похідну цієї функції в точці М1 за напрямом вектора  21MM ; 
 grad

uuuuur
)M(u 1  

 
1. =u 2 2 2x y y z z x,+ +     1M (1, 1,2 ), −   2M ( 3,4, 1)−  

2. =u 3 25xy z ,      1M ( 2,1, 1), −   2M ( 4, 3,0 )−  

3. =u 2 2 2ln( x y z ),+ +     1M ( 1,2,1),−   2M ( 3,1, 1)−  
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4. =u ( )2 2 2z exp x y z ,⋅ + +    1M (0,0,0 ),  2M ( 3, 4,2 )−  

5. =u ln( xy yz xz ),+ +     1M ( 2,3, 1),− −   2M ( 2,1, 3 )−  

6. =u 2 2 21 x y z ,+ + +     1M (1,1,1),  2M ( 3,2,1)  

7. =u 2 2x y xz 2,+ −     1M (1,1, 1),−   2M ( 2, 1,3 )−  

8. =u y x 2x e ye z ,⋅ + −     1M ( 3,0,2 ),  2M ( 4,1,3 )  

9. =u 2 23xy z xyz,+ −     1M (1,1,2 ),  2M ( 3, 1,4 )−  

10. =u 2 2 25x yz xy z yz ,− +    1M (1,1,1),  2M ( 9, 3,9 )−  

11. =u 2 2 2x : ( x y z ),+ +     1M (1,2,2 ),  2M ( 3,2, 1)− −  

12. =u 2 2y z 2xyz z ,− +     1M ( 3,1, 1), −   2M ( 2,1,4 )−  

13. =u 2 2 2x y z 2xyz,+ + −    1M (1, 1,2 ),−   2M ( 5, 1,4 )−  

14. =u 2 2ln(1 xy z ),+ +     1M (1,1,1),   2M ( 3, 5,1)−  

15. =u 2 2 2x 2y 4z 5,+ − −    1M (1,2,1),   2M ( 3, 2,6 )− −  

16. =u 3 3ln( x y z 1),+ + +    1M (1,3,0 ),  2M ( 4,1,3 )−  

17. =u zx 2y e ,− +      1M ( 4, 5,0 ), − −   2M ( 2,3,4 )  

18. =u yx 3xyz,−      1M (1, 1,2 ),−   2M ( 3,4, 1)−  

19. =u 2 33x yz ,      1M (1, 1,2 ),−   2M ( 3,4, 1)−  

20. =u ( )2exp xy z ,+     1M ( 5,0,2 ), −   2M ( 2,4, 3 )−  

21. =u yzx ,       1M ( 3,1,4 ),   2M (1, 1, 1)− −  

22. =u ( )2 2 2x y z ,+ +     1M (1,2, 1),−   2M (0, 1,3 )−  

23. =u ( )zx y ,−      1M (1,5,0 ),  2M ( 3,7, 2 )−  

24. =u 2 2x y y z 3z,+ −     1M (0, 2, 1),− −   2M (12, 5,0 )−  

25. =u 2 2 210 : ( x y z 1),+ + +    1M ( 1,2, 2 ), − −   2M ( 2,0,1)  

26. =u 2 2 2ln(1 x y z ),+ − +    1M (1,1,1),  2M ( 5, 4,8 )−  

27. =u 1 1 1xy yz zx ,− − −+ −     1M ( 1,1,1),−   2M ( 2,3,4 )  

28. =u 3 2x xy 6 xyz,+ −     1M (1,3, 5 ),−   2M ( 4,2, 2 )−  

29. =u 1 1 1xy yz xz ,− − −− −     1M ( 2,2,2 ),   2M ( 3,4,1)−  
30. =u ( )exp x yz ,−      1M (1,0,3 ),  2M ( 2, 4,5 )−  
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9 Скласти рівняння дотичної площини та рівняння нормалі до  
 поверхні S у точці )z,y,x(M oooo  

 
1.  :S ,08x4z6zyx 222 =+−+++      )1,1,2(M o −  

2.  :S ,xy2y4zx 222 −=−+       )2,1,2(M o −  

3.  :S ,7z3xyzyx 222 =+−++       )1,2,1(M o  

4.  :S ,8x4y6zyx 222 =++++      )2,1,1(M o −  

5.  :S ,08x4z6zyx2 222 =+−++−      )1,1,2(M o −  

6.  :S ,04z4y6zyx 222 =++−++      )1,1,2(M o −  

7.  :S ,46y3yz5zx 22 =+−+       )3,2,1(M o −  

8.  :S ,0yzxzyx 22 =−−+       )2,2,0(M o  

9.  :S ,2z2yzyz2yx 222 =−+−++      )1,1,1(M o  

10. :S ,zx2xz2xzy 222 =+−+−      )1,1,1(M o  

11.  :S ,yx2xy2yxz 22 −+−+=      )1,1,1(M o −−−  

12.  :S ,y3xy2xyz 22 −+−=       )1,1,1(M o −  

13.  :S ,y2xxy2yxz 22 −−−−=      )1,1,1(M o −  

14.  :S ,13y4xzzy2x 222 =−++−      )2,1,3(M o  

15.  :S ,9z3xzxy4zy4 22 =+−+−      )1,2,1(M o −  

16.  :S ,2yxxy3yxz 22 ++−−+=      )0,1,2(M o  

17.  :S ,3xzxyz2yx2 222 =+++−      )1,2,1(M o  

18.  :S ,14y2x4zyx 222 =+−+−      )4,1,3(M o  

19.  :S ,4y4xzzyx 222 =++−+      )2,1,1(M o  

20.  :S ,5x4xzzyx 222 −=++−−      )0,1,2(M o −  

21.  :S ,11x3yzxzyx 22 =−+−+      )1,4,1(M o −  

22.  :S ,8xz4zy2x 222 =−++       )0,2,0(M o  

23.  :S ,0y2z2yx 222 =−−−       )1,1,1(M o −−  

24.  :S ,z2xyz3yx 222 −=+−+       )1,0,1(M o  
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25.  :S ,06y2x6zyx2 222 =++−+−     )1,1,1(M o −  

26.  :S ,8zxy6zyx 222 =−+−+      )0,1,1(M o  

27.  :S ,10y2x4y3x2z 22 +−+−=      )3,1,1(M o −  

28.  :S ,15x3xy4yxz 22 −+−+=      )4,3,1(M o −  

29.  :S ,10y5xy4y2xz 22 −−++=      )8,1,7(M o −  

30.  :S ,1x3xyy3x2z 22 +++−=      )2,1,1(M o −  
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Додаток 
 

Комплексні числа 
 

1. Спростити: 31430121 ii7i3i2 −+− . 
Рішення: 

Використовуємо формули: 
1i k4 = ;  ii 1k4 =+ ;  1i 2k4 −=+ ;  ii 3k4 −=+ , 

де Nk∈ . 
iii 1304121 == +⋅ ;  1iii 27422830 −=== +⋅+ ; 

1iii 23421214 −=== +⋅+ ;  ii3 −= . 
Тоді  

=−=+−+=−−−+−−=−+− 4i3i73i2)i()1(7)1(3i2ii7i3i2 31430121  
i344i3i73i2 +−=−=+−+= . 

2. Спростити: 2i)i32)(i1()i74)(i32( −++−+− . 
Рішення: 

1) i229i21i14i128)i74)(i32( 2 +=−+−=+− ; 

2) i51i3i3i22)i32)(i1( 2 +−=+++=++ ; 

3) =−+−−+=−++−+− 22 i)i51()i229(i)i32)(i1()i74)(i32(  
i3311i330 −=+−= . 

3. Виконати дії: 

a) )i1)(i1()i315)(i5(i32
i79 −+−−++

−
− ; 

б) 322 )i1()i1()i21( ++−−+ . 
Рішення: 

а) 1) i313
i1339

94
21i27i1418

)i32)(i32(
)i32)(i79(

i32
i79 +=+=

+
++−=

+−
+−=

−
− , 

    2) 783i15i1575)i315)(i5( =+−+=−+ ; 
    3) 211)i1)(i1( =+=−+ ; 
    4) i7976i3278i3 +=++=−++ ; 
б) 1) i434i41)i21( 2 +−=−+=+ ; 

    2) i21i21)i1( 2 −=−−=− ; 

    3) i22i3i31)i1( 33 +−=+−+=+ ; 
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    4) i85i22i2i43)i1()i1()i21( 322 +−=+−++−=++−−+ . 

4. Розв'язати  рівняння 2)i21(yix +=+ . 
Рішення:  

i434i41)i21( 2 +−=−+=+  
4y,3xi43yix =−=⇒+−=+ . 

5. Знайти корені рівняння:  
а) 01xx2 =+− ; б) 04x2 =+ ; в) 02x2x2 =+− . 

Рішення: 

а) 314)1(D 2 −=⋅−−= ; i2
3

2
1

2
i31

2
31x

2
±=±=−±= ; 

б) 4x2 −= ; i24x ±=−±= ;  

в) 12)1(D 2 −=−−= , i11
11x ±=−±= . 

6. Знайти корені рівняння: 16x4 = . 
Рішення: 

⇒=+−⇒=−⇒= 0)4x)(4x(016x16x 2244  

0)i2x)(i2x)(2x)(2x(0)4x)(2x)(2x( 2 =+−+−⇒=++−⇒ ; 

⎢
⎣

⎡
±=
±=

⇒⎢
⎣

⎡
−±=

±=
.i2x
,2x

4x
,2x

4,3

2,1

4,3

2,1  

7. Знайти корені рівнянь: 
а) 04x5x 24 =++ ; 
б) 08x3 =+ . 

Рішення: 
а) 04x5x 24 =++ . Позначимо tx2 = . Тоді ⇒=++ 04t5t2  

1x
4x

1t
4t

2

2

2

1 ⇒
⎢
⎢
⎣

⎡

−=
−=⇒⎢

⎣

⎡
−=
−=

⎢
⎢
⎣

⎡
.ix
,i2x

4,3

2,1

±=
±=

 

б) ⇒=+−+⇒=+ 0)4x2x)(2x(08x 23  

03)1x(
2x

04x2x
02x

2
1

2
⇒⎢

⎣

⎡
=+−

−=
⇒⎢

⎣

⎡
=+−

=+

⎢
⎢
⎣

⎡
.i31x

,2x

3,2

1

±=
=

 

8. Записати в тригонометричній формі комплексне число z = 2+5i.  
Рішення: Знаходимо модуль комплексного числа  

–
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385,529254r ≈=+= . 

Знаходимо головне значення аргументу 21685,22
5tg 0 ′=⇒== ϕϕ . 

Отже, )2168sini2168(cos385,5z 00 ′+′= . 

9. Представити числа i1z1 += , i3z2 += , 3i1z3 +=  в 

тригонометричній формі, а потім знайти комплексне число 
32

1
zz

z
⋅

. 

Рішення: 

211|z|r 11 =+== , 1tg 1 =ϕ , 4zarg 11
πϕ == ; )4sini4(cos2z1

ππ +=  

213|z|r 22 =+== ,
3

1tg 2 =ϕ , 6zarg 22
πϕ == ; )6sini6(cos2z2

ππ +=  

213|z|r 33 =+== , 3tg 3 =ϕ , 3zarg 33
πϕ == ; )3sini3(cos2z3

ππ += . 

Отже, )2sini2(cos4)3sini3)(cos6sini6(cos22zz 32
ππππππ +=++⋅=⋅  

( )i14
1

4sini4cos4
2

2sini2cos
4sini4cos

4
2

zz
z

32
1 −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⋅=

+

+
⋅=

⋅
ππ

ππ

ππ
. 

10. Знайти всі значення 3 i8 + . 
Рішення. Запишемо комплексне число в тригонометричній формі  

062,865164r ≈=+= . 

67
8
1tgzarg 0 ′===ϕ , тобто 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +′++′⋅=+ 3
k36067sini3

k36067cos062,8i8
0000

33  

))k120222sin(i)k120222(cos(005,2 0000 +′++′= . 

Якщо 0k = , то )222sini222(cos0052,2 00
0 ′+′=ω , 

          1k = , то )22122sini22122(cos0052,2 00
1 ′+′=ω , 

          2k = , то )22242sini22242(cos0052,2 00
2 ′+′=ω . 

Отже,  
i0828,000334,20 +=ω ; i7120,10734,11 +−=ω ; i7764,19300,02 −−=ω . 

11. Знайти корені двочленного рівняння 0i325 =+ω .  
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Рішення: Перепишемо рівняння так i325 −=ω . Число i−  
представимо в тригонометричній формі: 

))90sin(i)90(cos(32 005 −+−=ω  або 5 00 )90sin(i)90cos(2 −+−=ω , 
тобто  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−
+

+−
=

5
k36090sini

5
k36090cos2

0000
ω  

))k7218sin(i)k7218(cos(2 0000 +++−= . 

Якщо 0k = , то i6180,09022,1))18sin(i)18(cos(2 00
0 −=−+−=ω , 

          1k = , то i6180,01756,1)54sini54(cos2 00
1 +=+=ω , 

          2k = , то i6180,11756,1)126sini126(cos2 00
2 +−=+=ω , 

          3k = , то i6180,09022,1)198sini198(cos2 00
3 −−=+=ω , 

          4k = , то i2)270sini270(cos2 00
4 −=+=ω . 

12. Обчислити 
12

i2
1

2
3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− . 

Рішення: Представимо число 2
i

2
3 −  в тригонометричній формі: 

12
1

2
3|z|r

22
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ; 

6
π11φ3φtg =⇒−= , тому що 0cos >ϕ , 0sin <ϕ . 

За формулою Муавра маємо: 

122sini22cos6
11sini6

11cosi2
1

2
3 1212

=+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ππππ . 

13. Представити в тригонометричній і показниковій формах число        
z = –3.  

Рішення: По визначенню z = r(cosφ + isinφ). У даному випадку 
маємо: 
r = |z| = |–3| = 3, argz = φ = π, тому )sini(cos3z ππ +=  і πie3z = . 

14. Представити число zz +  у тригонометричній і показниковій 
формах, якщо i5e)i23(z += . 

Рішення: Перетворимо число z, використовуючи формулу Ейлера:  
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ϕϕϕ sinicosei += . 
)5sin35cos2(i)5sin25cos3()5sini5)(cosi23(z ++−=++= . 

Тоді )5sin35cos2(i)5sin25cos3(z +−−= .  
Відкіля )5sin25cos3(2zz −=+  - дійсне число, його модуль  

|5sin25cos3|2|zz| −=+ , a 0)zzarg( =+ . 
З'ясуємо знак дійсного числа 3cos5 – 2sin5. Тому що кут 5 радіан має 
градусну міру, рівну приблизно 032860 ′ , то cos5 > 0, a sin5 < 0, тому 

0)5sin25cos3(2zz >−=+ . Тоді (6cos5–4sin5)(cos0+isin0) -  

тригонометрична форма числа zz + , a 0i4sin5)e-(6cos5  - показникова. 
15. Записати в показниковій формі число  

i1

)12sini12)(cosi3(
z

−

−+−
=

ππ
. 

Рішення: Кожне з чисел i3z1 +−= , i1z3 −= , 

12sini12cosz2
ππ −=  представимо в показниковій формі:  

6
5i

1 e2z
π

⋅= , 4
i

3 e2z
π−

⋅= , 12
i

2 ez
π−

= , 

тоді                          πi

4
πi

12
πi6

π5i

3
21 e2

e2

ee2
z
zzz =

⋅

⋅⋅==
−

−

. 

16. Записати всі значення кореня 4 i3 +  в показниковій формі.  

Рішення: 213|z|r 22 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ;  φ 6

π
3

1tgzarg === , 

маємо 24
π)1k12(i44

6
πi4

k e2e2i3ω
+

==+= , де k = 0, 1, 2, 3. 
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