ЧАСТИНА ТРЕТЯ

ДИНАМІКА

Динаміка ‑ розділ теоретичної механіки, в якому визначається механічний рух матеріальної точки, системи матеріальних точок, твердого тіла під дією прикладених до них сил.

8. Динаміка точки

Рух матеріальної точки з геометричної точки зору розглядається у кінематиці. У динаміці, на відміну від кінематики, при вивченні руху тіл беруть до уваги як діючі на них сили, так і інертність самих матеріальних тіл.

8.1. Основні поняття. Закони динаміки

Основні поняття – сила, інертність, маса, матеріальна точка. Основні види сил: сила тяжіння (
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, де с ‑ коефіцієнт жорсткості [H / м]); сила в’язкого тертя (
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), сили аеродинамічного (гідродинамічного) опору, інертна й гравітаційна маси. Одиницею виміру сили є Н (Ньютон)- це сила, яка надає масі в 1 кілограм прискорення в 
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. Незалежним первинним поняттям в теоретичній механіці є маса. Під масою розуміють інертність тіла. З іншого боку, масу можна визначити як кількість речовин в тілі, що пропорційна його вазі (“гравітаційна маса”). У теоретичній механіці приймається, що маса не змінюється за часом, її величина не залежить ні від швидкості точки, ні від її положення у просторі.

Закони динаміки

Перший закон Ньютона (закон інерції)

Ізольована матеріальна точка зберігає стан спокою або рівномірного і прямолінійного руху доти, доки вплив з боку інших сил не виведе її з цього стану.

Другий закон Ньютона (основний закон динаміки)

Швидкість зміни кількості руху матеріальної точки дорівнює силі, що діє на цю точку. Прискорення матеріальної точки пропорційне прикладеній до неї сили і має однаковий з нею напрям:
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Третій закон Ньютона (закон рівності дії та протидії)

Сили взаємодії двох матеріальних точок або двох тіл (дія і протидія) рівні за величиною, напрямлені в протилежні боки і мають загальну лінію дії.

Четвертий закон Ньютона (принцип суперпозиції)

Прискорення матеріальної точки, що виникає при одночасній дії декількох сил, дорівнює векторній сумі прискорень, які надають точці окремі сили.

8.2. Диференціальні рівняння руху вільної матеріальної точки

Диференціальні рівняння руху вільної матеріальної точки отримують шляхом проектування векторного рівняння 
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 на координатні осі : 

а) В декартовій системі координат:
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де m ‑ маса точки,
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 - проекції прискорення точки на вісі, 
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 ‑ алгебраїчні суми проекцій на координатні осі сил, що діють на точку.

Ці рівняння називаються динамічними рівняннями руху матеріальної точки в координатній формі.

Якщо точка рухається в площині, то її рух описується першими двома рівняннями, а якщо по прямій, то тільки одним з них (при цьому вісь слід спрямувати за рухом точки).

б) У природній системі координат в натуральній формі (дотична, нормаль і бінормаль):
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де 
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 ‑ проекція швидкості на дотичну 
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 ‑ радіус кривизни траєкторії в данній точці; 
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 ‑ алгебраїчні суми проекцій всіх сил, які діють на точку, на натуральні осі 
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Ці рівняння називаються динамічними рівняннями руху точки в натуральній формі або у формі Ейлера.

Ця система використовується, якщо рух точки є невільним, коли, завдяки наявності зв(язків, точка рухається по відомій траєкторії або поверхні.

Перше рівняння є диференціальним, якщо відомі проекції сил на дотичну траєкторії руху. Інші два рівняння дозволяють визначити реакції в(язів.

Диференціальні рівняння руху матеріальної точки дозволяють вирішити дві основні задачі динаміки.

8.3. Дві основні задачі динаміки

Перша, або пряма основна задача динаміки: знаючи закон руху точки і її масу, визначити сили, що викликають цей рух. 

Якщо рух матеріальної точки масою m задано координатним способом 
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, то двічі диференціюючи ці співвідношення за часом, одержимо проекції  прискорень на координатні осі:
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Використовуючи динамічні рівняння руху матеріальної точки в координатній формі , визначимо проекції сили:
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Модуль рівнодійної сили 
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Напрям  рівнодійної сили визначимо за направленими косинусами 
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Методами першої основної задачі динаміки вирішують такі задачі транспортників , як тиск вагона на рейки.

Приклад 1. Кузов трамвайного вагона разом з вантажем P1=100 кH здійснює при русі на ресорах вертикальні коливання по закону 
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 на візку з колесами (рис. 8.1). Визначити найбільший і найменший тиск вагона на рейки 3  горизонтального прямолінійного відрізку шляху , якщо візок з колесами важить Р2 =10кН.
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Рис. 8.1
	Розв’язання

Розглянемо рух кузова. Рух цей прямолінійний і проходить уздовж осі х. Тому з трьох рівнянь руху використаємо одне, що в даному випадку приймає вигляд
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де
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 ‑ відомі з умов приклада ваги кузова і візка з колесами,
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 ‑ реактивна сила з боку в’язів, рейки.

Звідси 
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З умови приклада маємо :
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Тоді 
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 ‑ проекція прискорення кузова в напрямку осі х
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Звідси 
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Відповідь:  
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Друга, або обернена задача динаміки: визначити кінематичні рівняння руху точки, якщо відомі її маса m, прикладені до неї сили 
[image: image57.wmf]F

 і початкові умови руху. Розв’язання другої задачі динаміки зводиться до інтегрування диференційних рівнянь руху матеріальної точки. Праві частини цих рівнянь відомі. Тому спочатку знаходять проекції сил иF на осі координат (Fx,FyFz), потім інтегрують системи диференційних рівнянь руху матеріальної точки.

Загальний розв(язок цієї системи визначає координати точки як функції часу t і шість сталих інтегрування 
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Сталі інтегрування визначають з початкових умов. 

Початкові умови – це шість величин, що визначають положення точки і проекції вектора швидкості в початковий момент часу (t=t
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Підставивши знайдені значення сталих інтегрування у загальній розв'язок системи  диференційних рівнянь, одержують закон руху точки: 

x = x(t);        y = y(t);        z = z(t).

Отже, розв’язання другої, оберненої задачі динаміки складається з операцій:

1. Складання динамічних рівнянь руху матеріальної точки згідно з умовами задачі.

2. Інтегрування одержаної системи диференційних рівнянь.

3. Визначення значень сталих інтегрування.

4. Знаходження закону руху.

Приклад 2. Маємо рух матеріальної точки, кинутої під кутом до обрію.
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Рис. 8.2
	Визначити рух точки М масою m, яку кинуто з початковою швидкістю V
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 під кутом 
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 до обрію. Опором повітря знехтувати (рис. 8.2). Визначити траєкторію руху точки. 


Розв’язання. Початок координат показуємо в початковому положенні точки. Зобразимо рухому матеріальну точку M в довільній точці траєкторії і покажемо діючу на неї силу тяжіння 
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У початковий момент часу (t = 0) точка була на початку координат, тому при  t=0,  x
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Проекції початкової швидкості на осі координат:

при 
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Щоб визначити  залежність координат х, у точки від часу, скористаємося диференційним рівняннями руху точки:
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Інтегруючі ці рівняння, одержимо
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Сталі інтегрування знайдемо з початкових умов:



при t=0
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Отже
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Звідси після інтегрування одержимо
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Сталі інтегрування С
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 знаходимо з початкових умов руху. При t=0  x
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Тоді закон руху точки  М матиме вигляд
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Ці вирази є рівняннями траєкторії в параметричному вигляді. Вилучивши час з цих рівнянь, знайдемо траєкторію руху точки М: 
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Отримана траєкторія – парабола, яка належить площині ХОУ.

Методику розв’язання другої основної задачі динаміки застосовують при вирішенні задач про прямолінійні коливання матеріальної точки. Аксіома про звільнення від в’язів дає змогу задачу про рух невільної матеріальної точки вважати рухом вільної матеріальної точки, якщо дію в’язів замінити відповідними силами – реакціями в’язів.

8.4. Прямолінійні коливання матеріальної точки

Механічні рухи, які періодично повторюються, називаються механічними коливаннями. На матеріальну точку можуть діяти поновлююча сила, яка намагається повернути точку в положення рівноваги, сила опору руху, яка залежить від швидкості точки, і збурююча сила, задана функцією часу.

Залежно від комбінації цих сил розглянемо три види коливального руху матеріальної точки : вільні коливання під дією тільки лінійної поновлюючої сили, згасаючі коливання під дією поновлюючої сили й сили опору, що залежить від швидкості, й вимушені коливання під дією поновлюючої сили і збурюючої сили, яка змінюється за гармонійним законом.

8.4.1 Вільні (власні коливання)

Вільними (власними) коливаннями матеріальної точки називають її коливання під дією сил, зумовлених початковими умовами: відхилення точки від положення рівноваги або надання їй початкових швидкостей.
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Рис. 8.3
	Розглянемо прямолінійний рух матеріальної точки М масою m під дією тільки сили 
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r

, спрямованої до нерухомого центра О і пропорційної відстані точки М від центра О: 
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 (лінійна залежність) (рис. 8.3).


Сила 
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 намагається повернути точку М у положення рівноваги О, де 
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, тому сила 
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 називається поновлюючою силою. Прикладом такої сили є сила пружності пружини. 

Визначити закон руху точки М, тобто закон зміни координати х за часом. 

Запишемо диференційне рівняння руху точки за часом у проекції на вісь х:
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де 
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 ‑ колова (власна) частота коливань матеріальної точки масою m, вимірюється в рад/с; с – коефіцієнт жорсткості (пружності) пружини, що чисельно дорівнює силі, яку необхідно докласти до пружини, щоб змінити її довжину на одиницю (вимірюється в н/м).

Закон коливань точки М має вигляд (рішення диференційного рівняння коливань):
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де  А і В – постійні інтегрування, що визначаються з початкових умов.

Початкові умови: при t=0;  x=x
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Враховуючі початкові умови, маємо: 
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Остаточно закон коливань точки М має вигляд
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Якщо замість постійних інтегрування А і В, ввести постійні a і 
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 так, щоб 
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де 
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 також визначаються з початкових умов.




При t=0      
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Тоді 
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 ‑ амплітуда коливань, що дорівнює найбільшому відхиленню точки М від центра D і залежить від початкових умов,
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 ‑ початкова фаза коливань, яка також залежить від початкових умов.

Розглянутий прямолінійний рух матеріальної точки М масою m під дією сили 
[image: image128.wmf]F

, величина якої пропорційна відхиленню точки від положення статичної рівноваги, є гармонійний коливальний рух з власною коловою частотою 
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Період коливань Т – проміжок часу між двома послідовними проходженнями точки через положення статичної рівноваги в певному фіксованому напрямку.

Колова частота власних коливань К і їх період Т не залежать від початкових умов і амплітуди коливань а. Коли одночасно початкові умови дорівнюють нулю 
[image: image131.wmf])

x

,

x

(

0

0

0

=

=

&

, то х=0, тобто вільні(власні) коливання не виникають.

Вплив сталою сили на вільні коливання

Розглянемо на прикладі коливання вантажу масою m, підвішеного за допомогою пружини жорсткості С до нерухомої площини, вздовж осі ОХ (рис. 8.4).

На точку М (вантаж  вагою Р=mg) діє сила пружності пружини 
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 і сила ваги 
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Точка О – це початок осі ОХ, спрямованої в бік дії сили 
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 ‑ довжина пружини в недеформованому стані, х – поточна координата вантажу при русі, 
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 ‑ статична деформація пружини під дією вантажу.
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Рис. 8.4

Точка О – це точка статичної рівноваги, де сила Р врівноважена силою пружності пружини 
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При русі сила пружності пружини в проекції на вісь ОХ 
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Диференційне рівняння руху точки М в проекції на вісь ОХ має вигляд
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Закон коливання вантажу (рішення диференційного рівняння руху) під дією сталою сили та лінійної поновлюючої сили в цьому випадку має вигляд 
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, як і у випадку дії тільки поновлюючої сили (рис 8.5).
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Рис. 8.5
	Стала сила не змінює характеру коливань (за законом синуса або косинуса), зміщуючи центр коливань у бік дії сталої сили вздовж осі ОХ на величину статичної деформації 
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8.4.2. Вплив сили опору, що лінійно залежить від швидкості, 

на вільні коливання матеріальної точки (загасаючі коливання)
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Рис. 8.6
	Матеріальна точка М (вантаж масою m) рухається під дією сили тяжіння у в’язкому середовищі (рідина або газ), при русі в якій виникає сила опору, пропорційна першому ступеню швидкості.

Таку силу опору називають силою в’язкого тертя:
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 спрямована протилежно 
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Таким чином, на точку М при русі діють поновлююча сила 
[image: image157.wmf]F

 і сила опору 
[image: image158.wmf]R

 (рис 8.6).


Диференційне рівняння руху точки (вантажу) має вигляд
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де
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‑ частота власних коливань (колова);
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 ‑ відносний коефіцієнт демпфірування, що має розмірність колової частоти k коливань ([n] = рад/c).

Закон коливання вантажу (рішення диференційного рівняння) залежить від співвідношення параметрів k і n.

1. Закон коливання вантажу у випадку малого опору n<k має вигляд
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де постійні інтегрування визначаються, як і раніше, з початкових умов,
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 ‑ частота згасаючих коливань,
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 ‑ максимальне відхилення точки від положення рівноваги,
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 ‑ початкова фаза.

Коливання, які відбуваються за цим законом, називаються згасаючими, тому що величина [image: image170.wmf]x

 за перебігом часу, завдяки множнику [image: image171.wmf]nt
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,зменшується, прямуючи до нуля (рис. 8.7).
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Рис. 8.7

Періодом згасаючих коливань Т1 називають проміжок часу між двома послідовними проходженнями точки через положення статичної рівноваги в певному фіксованому напрямку:
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Звідси видно, що період згасаючих коливань більший за період власних коливань Т1>T. Опір середовища, що  пропорційний швидкості в першому ступені, збільшує період коливань.

Співвідношення 
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 називають декрементом загасання, або фактором загасання.

Амплітуда згасаючих коливань спадає за геометричною прогресією.

2. При 
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 рішення диференційного рівняння руху: 
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Рис. 8.8
	Рух точки буде аперіодичним згасаючим, не буде коливальним і за перебігом часу буде спрямовуватися до нуля (
[image: image178.wmf]0
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). Рух точки залежить від початкових умов (рис. 8.8).

3. При  n > k, коли опір великий по рівнянно з поновлюючою силою, рішення диференційного рівняння руху має вигляд:
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Рух точки в цьому випадку також не є коливальним і вона під дією наповнюючої сили поступово (асимптотично) буде спрямовуватися до стану рівноваги х=0. Рух точки також залежить від початкових умов і є аперіодичним (рис 8.9).
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Рис. 8.9

8.4.3. Змушені коливання
Змушені коливання відбуваються за умови, що на матеріальну точку, крім поновлюючої сили 
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 , діє збурююча сила 
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, яка змінюється за гармонічним законом, тобто 
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 де Н – максимальне значення збурюючої сили, р ‑ колова частота збурюючої сили (рис. 8.10).

Диференційне рівняння руху матеріальної точки М (вантажу) має вигляд
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Рис. 8.10
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або в проекції на вісь х:
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або після ділення на  m: 
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Загальний розв(язок неоднорідного диференційного рівняння складається з двох розв(язків (рис. 8.11):
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 ‑ загальний розв(язок однорідного рівняння,
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Рис. 8.11

При визначенні частинного розв(язку розглянемо 3 випадки:
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1. Частота вільних коливань не дорівнює частоті збурюючої сили 
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У цьому випадку  
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Тоді закон коливання вантажу
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 ‑ постійні інтегрування, що визначаються з початкових умов.
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[image: image202.wmf]2

2

p

k

h

-

 (не залежною від початкових умов) і частотою р, які називаються змушеними коливаннями .

При цьому на відміну від вільних коливань, що описуються однорідними диференційними рівняннями, вільні коливання за наявності збурюючої періодичної сили збуджуються також за нульових початкових умов 
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Рис. 8.12

При 
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Фаза коливань pt співпадає з фазою збурюючої сили 
[image: image214.wmf]_

Q

.

Змушені коливання, частота яких 
[image: image215.wmf]>

p

 частоти к вільних коливань, називаються змушеними коливаннями великої частоти 
[image: image216.wmf]k

Р

>

 і


[image: image217.wmf])

pt

(

sin

k

p

h

x

p

-

×

×

-

=

2

2

2

.

У цьому випадку амплітуда вимушених коливань дорівнює 
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, тобто початкові умови нульові (Рис 8.13).

У цьому випадку 
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Рис. 8.13

Коливальний рух відбувається з частотою збурюючої сили, амплітуда якої повільно змінюється з частотою, що відповідає половині різниці частот р і к. Такий рух називається биттям.

3. Якщо частота вільних коливань дорівнює частоті збурюючої сили (
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), характер коливань якісно змінюється і виникає резонанс.
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Рис. 8.14

Частинний розв(язок неоднорідного диференціювання має вигляд
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У разі ненульових початкових умов загальний розв(язок неоднорідного диференційного рівняння має вигляд: 
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В індивідуальних завданнях для контрольних робіт на дослідження коливального руху матеріальної точки, які наводяться нижче, збудження коливань вантажу здійснює основа в точці А0 прикріплення до нього вільного кінця, що рухається за законом 
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Рис. 8.15

Розглянемо коливання вантажу масою m на пружині жорсткістю с, прикріпленій до основи в точці А, яка починає здійснювати рух уздовж осі ох за законом 
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Диференційне рівняння руху вантажу в проекції на вісь ох має вигляд
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Отже, вантаж здійснює вимушені коливання і закон коливання залежатиме від співвідношення к і р. 

При виконанні завдання на дослідження коливального руху студентам зручно користуватися таблицею.

Прямолінійні гармонійні коливання матеріальної точки

	Вид коливання
	Вільні
	Згасаючі

	Діючі сили
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Продовження таблиці

	Вид коливання
	Вимушені

	Діючі сили
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	Розв(язок диференційного рівняння закон руху
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	Параметри руху
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8.4.4. Методика розв(язання задач по дослідженню 

коливального руху матеріальної точки
1. У наведених для завдання схемах пружини, які з(єднують вантаж з основою, можуть бути з(єднань паралельно, змішано й послідовно. Тому ці схеми необхідно звести до розрахункової схеми з однією пружиною, яка має еквівалентну жорсткість с, як це показано на рис. 8.16.

2. Обрати систему відліку, за початок координат узявши точку статичної рівноваги вантажу 
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3. Вісь х спрямувати за напрямком руху  вантажу.

4. Зобразити вантаж у  проміжному положенні й діючі на нього сили.

5. Визначити початкові умови руху вантажу.

6. Записати диференційне рівняння руху вантажу в проекції на вісь.

7. Записати розв(язок диференційного рівняння руху вантажу.

8. Використавши початкові умови, визначити постійні інтегрування закону руху вантажу.

9. Визначити параметри коливання.

	Задані схеми
	а)


[image: image305.emf]1

C

2

C


	б)


[image: image306.emf]1

C

2

C


	в)


[image: image307.emf]1

C

2

C



	Еквівалентні схеми
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Рис. 8.16

Приклад 1
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Рис. 8.17
	Плита (рис. 8.17) лежить на двох однакових паралельних пружинах, коефіцієнти жорсткості яких 
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Нехтуючи масою плити і вважаючи, що при подальшому русі вантаж від плити не відділяється, знайти рівняння коливального руху вантажу Д. Рух вантажу віднести до осі х, прийнявши за початок відліку положення статичної рівноваги вантажу (при статичній деформації пружин).


Розв(язання. Знаходимо еквівалентну жорсткість.

Дві паралельні пружини з однаковими жорсткостями с1 і с2 мають еквівалентну жорсткість 
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Статичні деформації пружин з еквівалентною жорсткістю с1,2 і с3 однакові. При цьому сила 
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1. Обираємо початок координат. Точка О визначає положення статичної рівноваги вантажу. Вісь х спрямовуємо вниз.

2. Зображуємо вантаж у проміжному положенні і діючі на нього сили:
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 ‑ сила ваги,  
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 ‑ сила пружності.

3. Визначаємо початкові умови руху вантажу

При  
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5 Вантаж рухається під дією сили ваги вантажу 
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6 Диференційне рівняння руху вантажу
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Закон руху вантажу 
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Використовуємо початкові умови і визначаємо постійні інтегрування А і В.
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Звідси закон руху вантажу 
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Визначаємо параметри коливання вантажу
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Будуємо графік коливань вантажу (рис. 8.18).
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Рис. 8.18

Відповідь: Вантаж здійснює вільні коливання за законом 
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Приклад 2
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Рис. 8.19
	Дві паралельні пружини (рис.8.19), коефіцієнти жорсткості яких 
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Нехтуючи масою пружин, плити і силами опору, визначити рівняння коливального руху вантажу та його параметри.

Розв'язання

	
[image: image362.emf]o

30

g m

x

1

x


Рис. 8.20
	Задану систему пружин перетворимо на розрахункову з однією пружиною, коефіцієнт жорсткості якої визначається за формулою
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Пружини з жорсткістю 
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Розміщуємо початок координат в положенні статичної рівноваги вантажу, вісь x спрямовуємо вниз уздовж нахиленої площини.

Розміщуємо вантаж у проміжному положенні і зображуємо діючі на нього сили.
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Сила пружності розрахункової пружини 
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 ‑ деформація розрахункової пружини,
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Рис. 8.21
	Статичну деформацію пружини 
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У положенні статичної рівноваги 
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Визначаємо початкові умови руху. За умовами задачі 
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Вантаж рухається під дією сили ваги вантажу, сили пружності й збурюючої сили 
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Диференційне рівняння руху вантажу в проекції на вісь х 
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Поділивши на m диференційне рівняння, маємо 
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Вирішення цього диференційного рівняння (закон руху вантажу) залежить від співвідношення к і р. Обчислюємо їх: 
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Вирішення диференційного рівняння (закон коливання вантажу) у випадку коли к>p, має вигляд: 
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Постійні інтегрування А і В знаходимо з початкових умов. З першої умови визначаємо А:
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Для визначення постійного інтегрування В спочатку діференцюємо за часом закон коливання вантажу в будь-який момент часу:
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На момент часу t=0 
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Закон руху вантажу 
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Параметри коливання:

власна частота
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Відповідь: Вантаж здійснює вимушені коливання за законом 
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Приклад 3
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Рис. 8.22
	Коефіцієнт жорсткості кожної з двох паралельних пружин, на яких лежить плита, 
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 встановлюють без початкової швидкості на середину плити при недеформованих пружинах. Опір руху пропорційний швидкості: R=400V, де V ‑ швидкість руху. Масами плити і демпфера знехтуємо. Визначити рівняння руху вантажу D.


Розв(язання
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Рис. 8.23
	Задану механічну схему перетворюємо в розрахункову з однією пружиною (рис. 8.23), коефіцієнт жорсткості якої 
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У проміжному положенні на вантаж діють сила ваги 
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У проміжному положенні сила пружності розрахункової пружини
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 ‑ поточна деформація пружини від положення спокою (недеформована пружина, початок коливань, точка О1 ) до проміжного положення вантажу, 
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Визначаємо початкові умови руху вантажу:
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Диференційне рівняння руху матеріальної точки (вантажу) в проекції на вісь х має вигляд
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Вирішення диференційного рівняння руху залежить від співвідношення параметрів  
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За умовами задачі 
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Рішення диференційного рівняння руху вантажу у випадку, коли к>p, матиме вигляд:
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де А і В - постійні інтегрування, що визначаються за початковими умовами.

За першої початкової умови (t=0, 
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Для встановлення постійної інтегрування В диференціюємо за часом закон коливання вантажу, визначаємо швидкість вантажу у будь-який момент часу:
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При 
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Закон руху вантажу, який здійснює згасаючі коливання, в остаточному вигляді
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Параметри руху: 
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 ‑ амплітуда згасаючих коливань.

Відповідь: Вантаж здійснює згасаючі коливання за законом 
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8.4.5. Завдання для роботи 

“Дослідження коливального руху матеріальної точки”

Варіанти 1-5 (рис.8.24) Знайти рівняння руху вантажу D масою mД (варіанти 2 і 4) або системи вантажів D  і Е масами mД і mЕ (варіанти 1,3,5), вздовж вісі х;  початок відліку поєднати з положенням спокою вантажу D або відповідно системи вантажів D і Е ( при статичній деформації пружин).

Стрижні, з’єднуючі вантажі, вважати  невагомими і не вразливими до деформацій.

Варіант 1. Вантаж D (mD=2кг) закріплений до бруска АВ, підвищеного на двох паралельних пружинах, коефіцієнти жорсткості кожної з яких 
[image: image451.wmf]см
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. Точка закріплення вантажу D знаходиться на однаковій відстані від осей пружин.

У деякий час до вантажу D підвішують вантаж Е (mE=1кг). Опір руху системи двох вантажів пропорційний швидкості: R=12V (H), де V – швидкість (
[image: image452.wmf]с

м

).

Масами абсолютно жорсткого бруска АВ і частини демпфера знехтуємо.

Варіант 2. У момент часу, коли стрижень, що з(єднує вантажі 
[image: image453.wmf])
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, перерізають, точка В починає здійснювати рух за законом 
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 спрямована вертикально вниз). Коефіцієнти жорсткості пружин 
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Варіант 3. Вантаж Д (mД=8 кг) висить на пружині, прикріпленій до точки F бруска АВ, коефіцієнт жорсткості якої с1=10 
[image: image457.wmf]см
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). Брусок підвішений до двох паралельних пружин, коефіцієнти жорсткості яких 
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 точка F знаходиться на відстані а і в від своїх пружин: 
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У деякий час до вантажу Д підвішують вантаж Е (mE=1,2кг).

У той же момент часу системі вантажів надають швидкість 
[image: image460.wmf]сек
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 спрямовану вниз. Масою не вразливого до деформацій бруска АВ нехтують.

Варіант 4. Статична деформація двох однакових паралельних пружин під дією вантажів D ( 
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 Вантажі підвішені до пружин за допомогою не вразливого до деформацій бруска АВ. У деякий момент часу стрижень, який з’єднує вантажі, перерізають. Опір руху вантажу Д пропорційний швидкості: R=6V, де  V ‑ швидкість. Масами абсолютно жорсткого бруска і частини демпфера нехтують.

Варіант 5. Одночасно з підвішуванням до вантажу D (
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), який висить на пружині, коефіцієнт жорсткості якої 
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) точка В починає виконувати рух за законом 
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 спрямована вертикально вниз).

Положення початку відліку на осі х відповідає середньому положенню точки В (
[image: image468.wmf]0
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).
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Варіанти 6-10 (рис. 8.24) Знайти рівняння руху вантажу D масою m по гладенькій похиленій площині, що утворює з горизонтом кут 
[image: image470.wmf]a

, з моменту дотику вантажу з пружиною або із системою пружин, вважаючи, що при русі вантаж від пружин не відокремлюється. Рух вантажу віднести до осі х, вважаючи за початок відліку положення рівноваги вантажу (при статичній деформації пружин).

Варіант 6. Здійснивши без початкової швидкості по нахиленій площині (
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 з’єднується з недеформованими послідовно з’єднаними пружинами, коефіцієнти жорсткості яких 
[image: image474.wmf].
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Варіант 7. У деякий момент часу вантаж D 
[image: image475.wmf])
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 прикріплюють без початкової швидкості до кінця А недеформованих послідовно з(єднаних пружин, коефіцієнти жорсткості яких 
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. У той же час (t=0) другий кінець пружини В починає здійснювати рух уздовж нахиленої площини 
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 спрямована вздовж нахиленої площини донизу).

Положення початку відліку на осі х відповідає середньому положенню точки В (
[image: image480.wmf]0
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Варіант 8. Дві паралельні пружини 1 і 2, коефіцієнти жорсткості яких 
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, з’єднані абсолютно жорсткими брусками АВ, до точки К якого прикріплена пружина 3 з коефіцієнтом жорсткості 
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. Точка К знаходиться на відстанях а і в від осей пружин 1 і 2 : 
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. Пружини 1,2,3 не деформовані. Вантаж D (
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) з’єднують з кінцем N пружини 3. У той же момент часу вантажу Д надають швидкість 
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Варіант 9. Вантаж D (m=1,2 кг), здійснивши без початкової швидкості по нахиленій площині 
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, з’єднується з недеформованою пружиною, коефіцієнт жорсткості якої 
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. У той же час (t=0) точка В (нижній кінець пружини) починає здійснювати рух уздовж нахиленої площини за законом 
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 спрямована вздовж нахиленої площини).

Положення початку відліку на осі х відповідає середньому положенню точки В 
[image: image493.wmf](
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Варіант 10. Вантаж D (m=1 кг) закріплюють в середині абсолютно жорсткого бруска АВ, який з’єднує кінці двох однакових паралельних пружин, без початкової швидкості. Пружини недеформовані. Коефіцієнти жорсткості пружин 
[image: image494.wmf]см
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. Опір руху вантажу пропорційний швидкості: 
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 Масою бруска АВ і масою частини демпфера нехтуємо.

Варіанти 11-15 (рис. 8.25). Вантаж D масою m закріплений на кінці невагомого стрижня, котрий спроможний обертатися в горизонтальній площині навколо осі Е. Вантаж з’єднаний з пружиною або системою пружин; положення спокою стрижня відповідає недеформованим пружинам. Вважаючи, що вантаж D рухається по прямій, знайти рівняння руху вантажу. Рух віднести до осі х, за початок відліку вважати точку, відповідну положенню спокою вантажу.

Варіант 11. Вантаж D (m=2,4 кг ) з’єднаний з точкою F бруска АВ, зв’язуючого кінці двох паралельних пружин, коефіцієнти жорсткості яких 
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. Точка F  знаходиться на відстані а і в  від осей пружин: 
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 ліворуч від положення, показаного на кресленні, і відпускають без початкової швидкості. 

Опір руху вантажу пропорційний швидкості 
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, де V - швидкість. Масою абсолютно жорсткого бруска  АВ і масою демпфера нехтуємо. 

Варіант 12. У деякій момент часу вантаж  D (m=3 кг), утримуваний в положенні, при якому пружина стисла на величину 
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, відпускають без початкової швидкості. Коефіцієнт жорсткості пружин 
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. Одночасно (t=0) точка В (правий кінець пружини) починає рух за законом 
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 спрямована ліворуч). Положення початку відліку на осі х відповідає середньому положенню точки В (
[image: image506.wmf]0
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Варіант 13. Вантаж D (m=1кг) прикріплений до кінця пружини, коефіцієнт жорсткості якої 
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 з(єднаної другим кінцем з точкою F бруска АВ. Брусок АВ з(єднує кінці двох паралельних пружин з однаковими жорсткостями 
[image: image508.wmf].
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 Точка F знаходиться на однаковій відстані від осей паралельних пружин. Вантажу у положенні, показаному на кресленні, надають швидкість 
[image: image509.wmf],

с

м

,

V

5

0

0

=

 спрямовану праворуч. Опір руху вантажу пропорційний швидкості: 
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, де V - швидкість. Шток демпфера, пропущений крізь отвір у невагомому бруску АВ, з(єднаний з вантажем D.

Варіант 14. Вантаж D (m=1,5 кг) закріплений з одного боку до кінця пружини, коефіцієнт жорсткості якої 
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, а з другого – до кінців двох пружин, з(єднаних послідовно, коефіцієнти жорсткості яких 
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Вантаж відхиляють на величину 
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 ліворуч від його положення, показаного на кресленні, і відпускають, одночасно надаючи вантажу початкову швидкість 
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Варіант 15. Вантаж D (m=1 кг) прикріплений до кінця А послідовно з(єднаних пружин. Другий кінець пружин В рухається за законом 
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 спрямована ліворуч). Коефіцієнти жорсткості пружин 
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Варіанти 16-20 (рис. 8.25). Знайти рівняння руху вантажу D масою m(варіанти 17 і 19) або системи вантажів D і Е масами mД  і mE (варіанти 16, 18, 20) уздовж осі, початок відліку з'єднати з положенням спокою вантажу D або відповідно системи вантажів D і Е (при статичній деформації пружин). Вантажі D і Е при сумісному русі не відділяються.

Варіант 16. Пружина 1, на якій покоїться вантаж D (mD=10 кг), спирається в точці F на брусок АВ, який з(єднує кінці двох паралельних пружин 2 і 3. Коефіцієнти жорсткості пружин 
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Точка F знаходиться на відстані а і в від осей пружин 2 і 3: 
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У деякий момент часу на вантаж D установлюють вантаж Е (mE=20 кг); одночасно системі вантажів надають швидкість 
[image: image525.wmf],
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 спрямовану вниз. Масою абсолютно жорсткого бруска АВ нехтують. 

Варіант 17. У деякий момент часу вантаж Е знімають з вантажу D (обидва вантажі знаходяться у стані спокою, відповідному статичній деформації пружини). Колова частота власних коливань системи вантажів D і Е на пружині к=20
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Варіант 18. Статична деформація кожної з двох однакових паралельних пружин під дією вантажу D 
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. У деякій момент часу на вантаж D установлюють вантаж Е 
[image: image530.wmf](
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. Опір руху вантажів пропорційний швидкості: 
[image: image531.wmf],
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 де V - швидкість. Масою абсолютно жорсткого бруска АВ і частини демпфера, зв(язаної з ним, нехтують.

Варіант 19. Два вантажі D і Е (
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) покояться на послідовно з(єднаних пружинах з коефіцієнтами жорсткості 
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. У момент часу, коли вантаж Е, знімають, точка В спирання пружин починає рухатися за законом 
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 спрямована вниз). Положення початку відліку вздовж осі х відповідає середньому положенню точки В (
[image: image537.wmf]0
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).

Варіант 20. На вантаж D, який знаходиться у стані спокою відповідно до статичної деформації пружини в деякий момент часу встановлюють вантаж Е. У той же момент часу системі вантажів надають швидкість 
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 спрямовану вниз. Колова частота власних коливань вантажу D на пружині к=2,4
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Варіанти 21-25 (рис. 8.26.) Знайти рівняння руху вантажу D масою m по гладкій нахиленій площині в напрямку осі х; за початок відліку вважати положення спокою вантажу (при статичній деформації пружин).

Варіант 21. У деякий момент часу вантаж 
[image: image541.wmf]D

 (m=2 кг) закріпляють до кінців недеформованих пружин, коефіцієнти жорсткості яких 
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 Одночасно вантажу надають швидкість 
[image: image544.wmf],
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 спрямовану вздовж похиленої площини вниз (
[image: image545.wmf]0
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Варіант 22. Вантаж D знаходиться на нахиленій площині (
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) у стані, відповідному статичній деформації пружини 
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 спрямована вздовж похиленої площини вниз).

Положення початку відліку осі х відповідає середньому положенню точки В 
[image: image551.wmf](
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Варіант 23. Вантаж D (m=3 кг) закріплюють у точці F бруска АВ, який з(єднує кінці недеформованих паралельних пружин, і відпускають без початкової швидкості. Коефіцієнти жорсткості пружин 
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. Опір руху вантажу пропорційний швидкості: 
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, де V- швидкість. Масами бруска АВ і демпфера нехтують.

Варіант 24. У деякій момент часу вантаж D (m=1 кг) закріплюють до кінців А недеформованих послідовно з(єднаних пружин, коефіцієнти жорсткості яких 
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. Одночасно (t=0) другий кінець пружини В починає рухатися за законом 
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- спрямована уздовж нахиленої площини вниз (
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). Положення початку відліку на осі х  відповідає середньому положенню точки В 
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Варіант 25. Кінці двох однакових паралельних пружин з(єднані бруском АВ. Статична деформація кожної пружини під дією вантажу D (
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), який знаходиться на нахиленій площині 
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. У деякий момент часу вантажу D надають швидкість 
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, спрямовану вверху уздовж нахиленої площини. Опір руху вантажу пропорційний швидкості вантажу: 
[image: image565.wmf]V
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Масами бруска АВ і демпфера нехтують.

Варіанти 26 – 30 (рис. 8.26). Нехтуючи масою плити і вважаючи її абсолютно жорсткою, знайти рівняння руху вантажу D масою m з моменту дотику його з плитою, вважаючи, що при подальшому русі вантаж від плити не відокремлюється. Рух вантажу віднести до вісі х, за початок відліку прийняти положення спокою вантажу (при статичній деформації пружин).

Варіант 26. Плита покоїться на двох паралельних пружинах, коефіцієнти жорсткості яких 
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. Вантаж D (m=500 кг) падає без початкової швидкості з висоти 
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 в точку F плити, яка знаходиться на відстані а і в від осей пружин 
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Варіант 27. Коефіцієнти жорсткості кожної з двох паралельних пружин, на яких лежить плита, 
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 . Вантаж D (m=40 кг) встановлюють на середину плити і відпускають без початкової швидкості при недеформованих пружинах. Опір руху вантажу пропорційний швидкості: 
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, де V- швидкість. Масами плити і демпфера нехтують.

Варіант 28. Вантаж D падає на плиту з висоти 
[image: image572.wmf]см
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. Статичний прогин пружини під дією цього вантажу 
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Варіант 29. Плита покоїться на двох однакових паралельних пружинах 1 і 2, коефіцієнти жорсткості яких 
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. У деякий момент часу вантаж D (m=200 кг) встановлюють на середину плити і одночасно прикріплюють до недеформованої пружини 3, коефіцієнт жорсткості якої 
[image: image575.wmf]см
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. Одночасно (при недеформованих пружинах) вантажу надають швидкість 
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Варіант 30. У деякий момент часу вантаж D (m=100 кг) встановлюють на плиту і відпускають (при недеформованій пружині) без початкової швидкості. Одночасно точка В (нижній кінець пружини) починає рухатися по вертикалі за законом 
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 спрямована вниз). Коефіцієнт жорсткості пружини 
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Початок відліку осі х відповідає середньому положенню точки В 
[image: image580.wmf](
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Запитання для самоконтролю
1. Скільки і які закони Ньютона лежать в основі динаміки?

2. Чим відрізняється форма запису диференційних рівнянь руху матеріальної точки від форми запису другого закону Ньютона?

3. Як записується диференційне рівняння руху вільної матеріальної точки в координатній і натуральній формах?

4. У чому суть прямої задачі динаміки, як вона вирішується?

5. У чому суть оберненої задачі динаміки, як вона вирішується?

6. Який механічний рух матеріальної точки називають коливальним?

7. Які сили, діючі на матеріальну точку, викликають вільні, згасаючі або змушені коливання?

8. Як записують динамічні рівняння руху матеріальної точки в координатній формі для вільних, згасаючих і змушених коливань?

9. Загальні теореми динаміки точки і системи

Системою матеріальних точок називається сукупність матеріальних точок, положення і рухи яких взаємозв’язані. Розрізняють вільні й невільні системи.

Якщо на рух точок системи не накладені наперед задані обмеження, що не залежать від закону руху, то система називається вільною. Невільною називається така система матеріальних точок, на рух яких накладені в’язі. 

В’язі поділяються на геометричні й кінематичні. Геометричні в’язі накладають обмеження на координати точок системи. Рівняння геометричної в’язі мають вигляд
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Кінематичні в’язі накладають обмеження на швидкості точок системи. Рівняння кінематичного зв’язку записуються у формі
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За класифікацією німецького фізика Герца, в’язі поділяються на голономні й неголономні.

Голономними називаються в’язі, рівняння яких можуть бути зінтегровані. Неголономними називаються в’язі, в диференційні рівняння яких явно входять швидкості так, що для цих рівнянь не існує інтегруючого множника і рівняння не можуть бути зінтегровані.

Сили, що діють на механічну систему, поділяються на: 1) зовнішні й внутрішні та 2) активні й реакції в’язів.

Зовнішні сили 
[image: image584.wmf]e

F

 - це сили взаємодії між матеріальними точками певної системи та іншими фізичними тілами, що не входять у систему.

Внутрішні сили 
[image: image585.wmf]вн

F

 - сили взаємодії між матеріальними точками однієї системи.

Властивості внутрішніх сил.

1. Головний вектор внутрішніх сил системи дорівнює нулю:
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2. Головний момент внутрішніх сил системи відносно деякої точки, наприклад О дорівнює нулю:
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Активні сили 
[image: image588.wmf]F

-

, реакція в’язів 
[image: image589.wmf]R

-

. Ця класифікація застосовується у разі невільної системи матеріальних точок. Реакціями в’язів 
[image: image590.wmf]R

 називають сили, з якими в’язі діють на систему матеріальних точок.

Реакції в’язів на відміну від активних сил є невідомими величинами і в загальному випадку залежать від закону руху механічної системи.

9.1. Диференційне рівняння руху системи матеріальних точок

Диференційне рівняння руху вільної системи матеріальних точок має вигляд
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або в координатній формі
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Диференційне рівняння руху невільної системи матеріальних точок має вигляд 
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де 
[image: image594.wmf]i
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 - рівнодійна активних сил, прикладених до і-точки системи, 

     
[image: image595.wmf]i

R

 - рівнодійна реакція в’язів, прикладених до і-точки системи.

Це рівняння в координатній формі:
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де
X, Y, Z – проекції рівнодійної активних або заданих сил на осі декартових координат, а 
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 - проекції рівнодійної реакції 
[image: image598.wmf]i
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 на ті ж самі осі координат.

9.2. Геометрія мас

9.2.1. Центр мас системи

Масою системи, що складається з n матеріальних точок М, називається сума мас точок системи
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Рис. 9.1
	Центром мас механічної системи (рис. 9.1) називається геометрична точка С, радіус-вектор якої 
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де 
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 - маса системи.


Координати центра мас системи визначають за формулами


[image: image603.wmf]å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

=

=

=

n

1

i

i

n

1

i

i

i

C

n

1

i

i

n

1

i

i

i

C

n

1

i

i

n

1

i

i

i

C

m

z

m

z

;

m

y

m

y

;

m

x

m

x

.

Центр ваги тіла геометрично завжди збігається з центром мас.

9.2.2. Моменти інерції механічної системи. Радіус інерції

1. Моментом інерції матеріальної точки відносно осі називають добуток маси цієї точки m на квадрат її відстані h до цієї осі, наприклад OZ:
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2. Моментом інерції системи, що складається з n матеріальних точок, відносно осі визначають суму добутків мас точок системи на квадрати відстаней 
[image: image605.wmf]i
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 від точок до осі
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У разі неперервного розподілу маси замість суми буде інтеграл, що поширений на всю масу.

3. Моментом інерції твердого тіла відносно осі, осьовий момент інерції, наприклад OZ, називають інтеграл, що поширений на всю масу і має вигляд 
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де

[image: image609.wmf]z
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 - відстань від осі частини тіла масою 
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 - координати частини тіла.

Поряд з осьовим моментом інерції твердого тіла розглядають полярні, планарні й відцентрові, які обчислюють за такими формулами:

полярний момент інерції тіла відносно полюса О:
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планарні моменти інерції тіла відносно координатних площин:
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відцентрові моменти інерції тіла:
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Якщо відцентрові моменти інерції дорівнюють нулю, то осі називають головними осями інерції тіла в даній точці. Якщо ця точка розміщується в центрі мас, то осі є головними і центральними осями інерції. Залежність між полярними, осьовими і планарними моментами інерції визначається за формулами
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Тобто сума осьових моментів інерції дорівнює подвоєному полярному моменту інерції, а сума планарних моментів інерції - полярному моменту інерції.

Радіусом інерції тіла ρ називають відстань, на якій від осі обертання треба розмістити масу тіла m, що розглядається, зосередивши її в одній точці, щоб вона мала той самий момент інерції, що і розглядуване тіло:
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Теорема Гюйгейса - Штейнера. Момент інерції 
[image: image617.wmf]z
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 тіла відносно довільної осі дорівнює сумі моменту інерції цього тіла відносно осі 
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, яка проходить паралельно до неї крізь центр мас системи, і добутку маси тіла на квадрат відстані між осями:
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 - відстань між осями.

9.3. Теорема про рух центра мас механічної системи

Центр мас механічної системи рухається як вільна матеріальна точка, яка володіє масою цієї системи і до якої прикладені всі зовнішні сили, що діють на систему:
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 - сили, які діють на тіло і точки системи з боку тіл, що не входять до системи.

Диференційні рівняння руху центра мас:
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Наслідки теореми.

1. Якщо головний вектор 
[image: image624.wmf]e

F

 зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю, 
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, то центр мас перебуває у спокої або рухається рівномірно і прямолінійно залежно від початкових умов.

2. Якщо одна з проекцій головного вектора зовнішніх сил на вісь нерухомої системи координат дорівнює нулю (наприклад 
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), то проекція швидкості центра мас на цю вісь (
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) не змінюється, є сталою величиною 
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9.4. Диференційне рівняння руху твердого тіла

Диференційні рівняння руху твердого тіла залежать від видів руху.

При поступальному русі тіла швидкості і прискорення усіх точок тіла однакові, тому достатньо мати рівняння руху будь-якої точки. Якщо за неї обрати цент мас тіла, то його рух описується рівняннями п. 9.3, або рівняннями на природні осі.

При обертальному русі диференційне рівняння має вигляд
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 - момент інерції тіла відносно осі обертання z, 
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 - закон обертального руху твердого тіла.

Плоский рух твердого тіла задається трьома рівняннями: двома рівняннями руху будь-якої точки, обраної за полюс, і рівнянням обертового руху навколо полюса:
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 - координати центру мас тіла,
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 - момент інерції тіла відносно осі, яка проходить крізь центр маси тіла перпендикулярно площині його руху.

9.5 Теореми про зміну кількості руху матеріальної

 точки і кількості руху механічної системи

Кількістю руху (мірою механічного руху) матеріальної точки масою 
[image: image635.wmf]i
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 називається вектор 
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, який дорівнює добутку маси точки на вектор її швидкості (рис. 9.2):
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Рис. 9.2

Кількістю руху системи матеріальних точок називається головний вектор (векторна сума) кількостей руху всіх точок системи:
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Або кількість руху всієї системи дорівнює кількості руху однієї матеріальної точки, маса якої дорівнює масі системи, а швидкість - швидкості центра мас: 
[image: image640.wmf]C
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Векторній формі цього рівняння відповідають три рівності в координатній формі:
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Імпульсом сталої сили 
[image: image642.wmf]S

 називається векторна величина, яка дорівнює добутку сили на час її дії
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Повний імпульс сили 
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Проекції імпульсу сили на координатні осі
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Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху матеріальної точки геометрично дорівнює рівнодійній сил, прикладених до точки 
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Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в інтегральній формі: зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу дорівнює імпульсу рівнодійної сили за той же проміжок часу: 
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, або в проекціях на осі координат:
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Теорема про зміну кількості руху системи матеріальних точок у диференціальній формі: похідна за часом від кількості руху системи матеріальних точок дорівнює головному вектору зовнішніх сил, що діють на систему:
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або в проекціях на осі координат:
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в інтегральній формі: зміна кількості руху системи за якийсь проміжок часу дорівнює сумі імпульсів, що діють на систему зовнішніх сил, за цей же проміжок часу:
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у проекціях на осі:
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Закон збереження кількості руху системи.

1. Якщо сума всіх зовнішніх сил, що діють на систему, дорівнює нулю 
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, то вектор кількості руху системи буде постійним за модулем і напрямком 
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2. Якщо сума проекцій всіх діючих сил на будь-яку вісь 
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 дорівнює нулю 
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, то проекція кількості руху системи на цю вісь є величиною постійною, 
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Приклад 
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Рис. 9.3
	По горизонтальній ділянці шляху рухається тіло масою m зі швидкістю 10 м/с, і зустрічає силу опору 
[image: image660.wmf]R

, яка дорівнює 0,2 від ваги тіла (рис. 9.3).


У деякий момент часу рухаюча сила – сила тяги – відмикається, а тіло продовжує рухатися далі. Визначити, через який час тіло зупиниться?

Розв’язання. За теоремою імпульсів
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Відповідь: тіло зупиниться за 5 с. після вимкнення тяги.

9.6. Теорема про зміну моменту кількості руху 

матеріальної точки механічної системи
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Рис. 9.4
	Моментом кількості руху точки М відносно центра О називається величина 
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, що дорівнює векторному добутку радіуса вектора 
[image: image667.wmf]r

 матеріальної точки, проведеного з цього центра, на кількість її руху (рис. 9.4) 
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Теорема. Похідна за часом від моменту кількості руху матеріальної точки відносно нерухомого центра О (або осі) дорівнює моменту рівнодійної сил, прикладених до точки, відносно того самого центра (або осі): 
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Кінетичним моментом системи матеріальних точок, або головним моментом кількості руху системи відносно центра 
[image: image671.wmf]0
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 називається векторна сума моментів кількостей руху точок системи відносно того самого центра:
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 - момент кількості руху і-ї точки системи,
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 - радіус вектор, що з’єднує нерухомий центр О з і-ю точкою системи.

Кінетичний момент системи відносно координатних осей
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Кінетичний момент обертального тіла
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Теорема: Похідна за часом від кінетичного моменту механічної системи відносно будь-якого нерухомого центра 
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 дорівнює сумі моментів усіх зовнішніх сил системи відносно того ж центра:
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або в проекціях на осі:
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або похідна за часом від кінетичного моменту системи відносно будь-якої нерухомої осі дорівнює головному моменту зовнішніх сил, діючих на систему відносно тієї ж осі.

Для осей, що рухаються поступово: 
[image: image681.wmf]å
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Закон збереження головного моменту кількості руху.

1. Якщо сума моментів відносно даного центра всіх прикладених до системи зовнішніх сил дорівнює нулю
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2. Якщо 
[image: image683.wmf]å
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, то головний момент кількості руху системи відносно цієї осі буде величиною постійною 
[image: image684.wmf]const
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9.7. Теореми про зміну кінетичної енергії матеріальної

точки і механічної системи

9.7.1. Кінетична енергія

Кінетичною енергією матеріальної точки називається скалярна міра механічного руху в нерухомій системі координат, що дорівнює половині добутку маси точки на квадрат її швидкості 
[image: image685.wmf]2
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Кінетичною енергією системи матеріальних точок називають суму кінетичних енергій всіх точок, що входять у систему:
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де

[image: image687.wmf]i

m

 - маса і-точки системи;



[image: image688.wmf]i

V

 - її швидкість.

Теорема Кеніга: Кінетична енергія системи матеріальних точок дорівнює сумі кінетичної енергії поступального  (переносного) руху системи разом з центром мас і кінетичної енергії руху системи відносно центра мас:
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де
М – маса всієї системи;



[image: image690.wmf]C
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 - швидкість центра мас;
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 - маса і-ї точки системи;


[image: image692.wmf]ri
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 - відносна швидкість точки по відношенню до центра мас.

Якщо система складається з кількох твердих тіл, то її кінетична енергія дорівнює сумі кінетичних енергій всіх тіл, що входять в систему.

1. При поступальному русі твердого тіла:
[image: image693.wmf]2
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2. При обертальному русі твердого тіла навколо нерухомої осі z 
[image: image694.wmf]2
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3. При плоско-паралельному русі 
[image: image695.wmf]2
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де
М – маса тіла;



[image: image696.wmf]c
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 - швидкість центра мас тіла;



[image: image697.wmf]z
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 - момент інерції тіла відносно осі обертання 
[image: image698.wmf]z
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[image: image699.wmf]zc
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 - момент інерції тла відносно осі 
[image: image700.wmf]c

Z

, що проходить через центр мас тіла перпендикулярно площині руху;



[image: image701.wmf]w

 - миттєва кутова швидкість тіла.

Наприклад, для колеса масою М, яке котиться без ковзання по прямолінійній рейці (рис. 9.5),
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Рис. 9.5
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9.7.2. Робота сили

Елементарною роботою 
[image: image704.wmf]A

d

 сили 
[image: image705.wmf]F

 називається скалярна величина, що дорівнює скалярному добутку 
[image: image706.wmf]F

 на вектор елементарного переміщення 
[image: image707.wmf]r

d

 точки її прикладення (рис. 9.6):
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Рис. 9.6
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Якщо під дією сили 
[image: image710.wmf]F

 матеріальна точка переміщується з положення М1 в положення М2, то робота сили 
[image: image711.wmf]F

 на шляху М1 М2 дорівнює 
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Враховуючи властивості скалярного добутку, маємо
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Робота на скінченому переміщенні
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Одиниця виміру роботи 
[image: image715.wmf][
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1. Робота сталої сили 
[image: image716.wmf]F

 на прямолінійному переміщенні 
[image: image717.wmf]S

 (рис. 9.7):
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Рис. 9.7
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2. Робота сили тяжіння (рис. 9.8)
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Рис. 9.8
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де 
[image: image722.wmf]h

 - різниця кінцевого і початкового положень.


3. Робота пружної сили: 
[image: image723.wmf][
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де
с – коефіцієнт пружності,



[image: image724.wmf]o
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 - початкова деформація пружини,
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 - кінцева деформація пружини.

4. Робота сили тертя: 
[image: image726.wmf]S
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5. Робота сили, прикладеної до твердого тіла, що обертається:
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де
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 - момент сили відносно осі обертання,



[image: image729.wmf]j

 - кут повороту.

Потужність – це робота, виконана в одиницю часу.
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де

[image: image731.wmf]t

F

 - проекція сили на дотичну;



[image: image732.wmf]V

 - швидкість точки прикладення сили.

Потужність сили, прикладеної до тіла, що обертається
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де

[image: image734.wmf])
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 - момент сили відносно осі обертання z;



[image: image735.wmf]w

 - кутова швидкість тіла.

9.7.3. Теореми про зміну кінетичної енергії

Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної точки: приріст кінетичної енергії точки на деякому відрізку дуги її траєкторії дорівнює роботі рівнодійної всіх сил, що прикладені до точки на цьому самому відрізку дуги траєкторії:
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де

[image: image737.wmf]2

V

 - швидкість точки в кінці пройденого шляху;


[image: image738.wmf]1
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 - швидкість точки на початку шляху;
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 - алгебраїчна сума роботи сил, прикладених до точки, на пройденому шляху.

Теорема про зміну кінетичної енергії механічної системи в інтегральній формі: приріст кінетичної енергії системи матеріальних точок за деякий проміжок часу дорівнює сумі робіт зовнішніх сил, що діють на точки системи, протягом розглянутого проміжу часу
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де

[image: image741.wmf]T
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 - кінетична енергія системи відповідно в початковому і кінцевому її положеннях;
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 - сума робіт зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на систему.

У випадку твердого тіла (незмінна система), внутрішні сили урівноважуються і їхня робота дорівнює нулю. Також дорівнює нулю робота ідеальних зв’язків.

У диференційній формі ця теорема записується так:
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тобто похідна від кінетичної енергії за часом дорівнює сумі потужностей усіх зовнішніх і внутрішніх сил, прикладених до системи.

Аналіз основних, або загальних теорем динаміки системи доводить, що тільки теорема про зміну кінетичної енергії системи містить внутрішні сили, які впливають на зміну кінетичної енергії.

Усі чотири основні теореми динаміки вільної системи придатні і для невільної системи, якщо спочатку застосовувати аксіому про звільнення від в’язів і реакції в’язів зарахувати до активних сил.

Запитання для самоконтролю

1. У чому суть теореми про рух центра мас, які наслідки впливають на неї?

2. Чим відрізняється теорема про зміну кількості руху системи від теореми про рух центра мас?

3. Що називають моментом кількості руху точки і системи, за якими формулами їх обчислюють?

4. Чому дорівнює кінетичний момент твердого тіла, що обертається відносно нерухомої осі?

5. Які складові є у виразі кінетичної енергії системи?

6. Як записується формула для кінетичної енергії твердого тіла, що обертається навколо нерухомої осі?

7. Що таке робота сили, за якими формулами її обчислити?

10.  Елементи аналітичної механіки

10.1. Принцип Даламбера (метод кінетостатики)

Система сил, що діє на матеріальну точку або механічну систему, в загальному випадку є неврівноваженою.

Принцип Даламбера дає можливість врівноважити систему сил: для невільної матеріальної точки в кожний момент часу сума активних сил, що прикладені до точки, реакції в(язів і сил інерції дорівнює нулю: 


[image: image744.wmf],

0

Ф

R

F

=

+

=


де

[image: image745.wmf]Ф

,

F

 - рівнодійні активних сил і сил інерції, прикладених до точки;


[image: image746.wmf]R

 - реакція в(язів.

Тобто рівняння руху записується у вигляді умови рівноваги статики.

Силою інерції 
[image: image747.wmf]Ф

 - матеріальної точки називається вектор, який дорівнює за модулем добутку маси точки на її прискорення і спрямований у бік, протилежний прискоренню точки: 
[image: image748.wmf]а
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. Її називають даламберовою силою інерції.

Для механічної системи як сукупності матеріальних точок, на кожну з яких діє врівноважена за Даламбером, система сил, принцип Даламбера має вигляд:
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Принцип Даламбера дає єдиний метод складання диференційних рівнянь руху невільних систем. Застосування цього принципу для розв(язання задач динаміки методами рівноваги сил статики називається методом кінетостатики.

Приведення сил інерції.

Сили інерції для кожного тіла системи приводяться окремо. Головний вектор сил інерції 
[image: image751.wmf]-
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 твердого тіла дорівнює добутку маси тіла М на прискорення його центра мас 
[image: image752.wmf]С

а

 і спрямований у бік, протилежний цьому прискоренню 
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а) Поступовий рух – сили інерції приводяться до 
[image: image754.wmf]С

Ф

, який прикладено у ценрі мас тіла.


б) Плоский рух твердого тіла (тіло має площину матеріальної симетрії, яка співпадає з площиною руху)- сили інерції приводяться до головного вектора 
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 і головного моменту:


[image: image756.wmf]e

×

-

=

zc

ін

с

І

М

.

тут: знак “ - ” означає, що момент пари сил інерції спрямований у бік, протилежний кутовому прискоренню тіла 
[image: image757.wmf]e

, 
[image: image758.wmf]с
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 - прискорення центра мас.


в) Обертальний рух твердого тіла:

- при приведенні до центра мас системи - 
[image: image759.wmf]-
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- при приведенні осі обертання сила 
[image: image760.wmf]-
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 буде прикладена до осі обертання z і головний момент 
[image: image761.wmf],
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де

[image: image762.wmf]-
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 момент інерції відносно осі обертання.

Якщо центр маси системи лежить на осі обертання, то сили інерції приводяться тільки до пари 
[image: image763.wmf]i
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.

10.2. Принцип можливих переміщень (принцип Лагранжа)

Можливим переміщенням системи називається сукупність нескінченно малих переміщень точок системи, що допускаються на даний, фіксований момент часу в(язами. Вони мають такі властивості:

1. нескінченно мале 
[image: image764.wmf]S

d

 переміщення точок системи;

2. уявні, а не дійсні переміщення точок системи, хоч в певних випадках нескінченно малі дійсні переміщення можуть бути можливими;

3. переміщення, які можна в принципі реалізувати, не порушуючи зв(язків.

Кількість незалежних між собою можливих переміщень системи і називається кількістю ступенів свободи цієї системи.

Точці, яка лежить на поверхні, можна надати два незалежних можливих переміщення, наприклад, вздовж двох осей (рис. 10.1). Будь-яке третє можливе переміщення можна виразити через ці два, тобто вона має два ступені свободи.
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Рис. 10.1

Система (рис. 10.1) має один ступінь свободи, тому що 
[image: image766.wmf]dj

 залежить від 
[image: image767.wmf]3
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 і навпаки.

Можливо роботою сили називається елементарна робота, яку могла б виконати сила на переміщенні точки, що співпадає з можливим:
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Для сили, яка обертає тіло, ця робота: 
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В(язі називаються ідеальними, якщо можлива робота реакцій в(язів на будь-якому можливому переміщенні системи дорівнює нулю:
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Ідеальні в(язі: шарнір, поверхня, невагомий стержень, ідеальна нитка – без урахування сил тертя.

Сили, які не є реакціями зв(язків, називаються активними.

Принцип можливих переміщень: для рівноваги системи з ідеальними в(язами необхідно і достатньо, щоб сума елементарних робіт усіх активних сил, що діють на систему, на будь-якому можливому переміщенні системи з даного положення дорівнювала нулю:
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Принцип можливих переміщень дає у загальній формі умови рівноваги для будь-якої механічної системи, тоді як умови рівноваги статики розглядають рівновагу кожного тіла системи відокремлено.

10.3. Загальне рівняння динаміки

Загальне рівняння динаміки випливає з принципу Даламбера - Лагранжа: при русі системи з ідеальними в(язами сума робіт усіх 
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 активних сил і сил інерції 
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 усіх точок системи на будь-якому її можливому переміщенні дорівнює нулю, тобто
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 проекції активних сил на осі декартових координат,
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 - проекція прискорення і-ї точки системи; 
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 - проекції можливих перміщень точки на ті самі осі координат.

10.4. Рівняння Лагранжа 2-го роду. (Рівняння руху

 в узагальнених координатах)

Рух будь-якої системи з геометричними ідеальними в(язами описується такими диференціальними рівняннями:
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де
S - кількість ступенів свободи;

T – кінетична енергія;
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 - i-а узагальнена координата;
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 - i-а узагальнена швидкість;
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 - узагальнена сила, яка відповідна i-й узагальненій координаті.

Узагальненими координатами матеріальної системи називається сукупність незалежних один від одного параметрів 
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, що повністю визначаючих положення системи на кожен даний момент часу.

Кількість узагальнених координат дорівнює кількості ступенів свободи системи. Наприклад, положення точки в просторі визначається трьома незалежними декартовими координатами:
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Частіше узагальнені координати є лінейними або кутовими величинами.

Похідні від узагальнених координат за часом називають узагальненими швидкостями системи:
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Оскільки qi між собою незалежні (будь-яку з них можна змінювати, зберігаючи решту незмінними), то елементарні прирости їх 
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 будуть також незалежними, причому будь-які з цих приростів 
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 визначають деякі положення системи. Суму елементарних робіт, діючих на систему, можна привести до вигляду: 
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Множник 
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Q

 при прирості  i-ї узагальненої координати буде узагальненою силою, яка відповідає i-й узагальненій координаті.

Якщо надати системі таке можливе переміщення, при якому отримують приріст усі узагальнені координати, то сума всіх робіт усіх прикладених сил на цьому переміщенні завжди може бути представлена у вигляді
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У це рівняння входять роботи активних сил, бо реакції ідеальних зв(язків не виконують роботи ні на якому можливому переміщенні.

Таким чином, узагальненою силою, відповідною i-й узагальненій координаті, називають множник 
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 при прирості узагальненої координати 
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 у виразі для можливої роботи активних сил системи. При цьому в рівнянні реакції зв(язків не розглядаються.

10.5. Методика розв(язання задач на складання диференційних рівнянь

руху системи з використанням рівняння Лагранжа 2-го рода

1. Установити кількість ступенів свободи і обрати узагальнені координати (їх кількість дорівнює кількості ступенів свободи системи).

2. Обчислити кінетичну енергію системи в її абсолютному русі, виразивши її через qi і 
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3. Зобразити на схемі системи всі активні сили (реакції зв(язків зображувати не треба: якщо є сили тертя, то їх слід вважати активними силами і вказати на схемі).

4. Обчислити узагальнені сили системи 
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, для чого надати системі можливі переміщення: відповідні позитивні прирости відповідним узагальненим координатам і обчислити на цих переміщеннях можливу роботу активних сил системи.

5. Підрахувати відповідні частинні похідні від Т по 
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Приклад. 
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Рис. 10.2

Механічна система складається з трьох тіл, зв(язаних між собою невагомими нитками, які неможливо розтягнути (рис. 10.2)

Визначити прискорення першого тіла, якщо маси тіл дорівнюють 
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. Радіус блока 2 
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Розв’язання. Для розв(язання цього прикладу використовуємо рівняння Лагранжа 2-го рояду.

Система має один ступінь свободи. Узагальненою координатою обираємо переміщення першого тіла 
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Рівняння Лагранжа 2-го роду має вигляд
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Зображуємо зовнішні сили, що діють на механічну систему.

На перше тіло діють: сила ваги 
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 На друге тіло діють у нерухомій точці сила ваги 
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 і реакція шарніра N2. На третє тіло (колесо) діють: cила ваги 
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Обчислюємо узагальнену силу, для чого визначаємо елементарну роботу цих сил на можливому переміщенні першого тіла 
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Елементарна робота сил 
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 дорівнює нулю, тому що сили 
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Узагальнена сила 
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Кінетичну енергію системи визначаємо за формулою
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 - кінетична енергія першого тіла, яке рухається поступово,
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 - кінетична енергія другого тіла (блок), яке обертається навколо нерухомої осі,
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 - кінетична енергія третього тіла, яке рухається плоскопаралельно (див. рис. 9.5 – колесо масою 
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Записуємо кінематичні співвідношення між швидкостями і переміщеннями точок механічної системи, тобто рівняння зв(язку, при цьому швидкості й переміщення виразимо через швидкість та переміщення першого тіла, через узагальнену швидкість 
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Тоді отримуємо:
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Остаточно отримуємо рівняння Лагранжа у вигляді діференціального рівняння руху системи:
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Звідси 
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Відповідь: Прискорення тіла 1 дорівнює 0,95 м/c2.

Запитання для самоконтролю:

1. Як формулюється принцип Даламбера для механічної системи?

2. Що спільного між дійсними і можливими переміщеннями, чим вони відрізняються?

3. У чому полягає принцип можливих переміщень?

4. У чому полягає принцип Даламбера - Лагранжа?

5. Для яких в(язів справедливий принцип можливих переміщень?

6. Яка класифікація сил застосовується у принципі Даламбера - Лагранжа?

7. Як зв(язати між собою узагальнені координати, швидкості й прискорення?

8. Що таке можлива робота?

9. Що називається узагальненою силою?

10. Як записується рівняння руху механічної системи в узагальнених координатах?
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