ЧАСТИНА ДРУГА

КІНЕМАТИКА

Кінематикою називають розділ механіки, в якому вивчаються геометричні властивості руху тіл без урахування їх інертності (маси) і діючих на них сил. Вона умовно поділяється на два розділи: 1) кінематика точки, тобто тіла, розмірами якого можна знехтувати і положення якого можна описати як положення геометричної точки; 2) кінематика твердого тіла.

4. КІНЕМАТИКА ТОЧКИ

Рух точки характеризується законом, траєкторією, швидкістю і прискоренням.

Закон руху точки визначає залежність між довільним положенням рухомої точки в просторі й часі. Лінія, яку описує точка при своєму русі, називається траєкторією. Якщо траєкторія точки є пряма лінія, то рух точки називається прямолінійним, якщо траєкторія точки крива, то – криволінійним. Рух точки відносно вибраної системи відліку вважається заданим, якщо відомо, за допомогою якого способу можна визначити положення точки в будь-який момент часу. Основними кінематичними характеристиками руху точки є її положення, швидкість і прискорення. Основне завдання кінематики точки полягає в знаходженні способів задання її положення та методів визначення швидкості й прискорення. Рух точки можна визначити трьома способами: векторним, координатним і природнім. 

4.1. Три способи задання руху точки

4.1.1. Векторний спосіб

Положення точки М визначається за допомогою радіус-вектора 
[image: image584.jpg]21
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, проведеного з деякої нерухомої точки О в дану точку М. При русі радіус-вектор 
[image: image2.wmf]r

 змінюється за величиною і напрямком. Кожному моменту часу t відповідає певне значення 
[image: image3.wmf]r

 (рис. 4.1). 
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 називається кінематичним рівнянням руху точки у векторній формі, а також рівнянням траєкторії точки у векторній формі.
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Рис. 4.1

Швидкість точки дорівнює векторній похідній від радіус-вектора точки (
[image: image6.wmf]r

r

) за часом: 
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 і завжди спрямована за дотичною до траєкторії руху точки.

Прискорення точки дорівнює другій похідній від вектора її швидкості за часом 
[image: image8.wmf]2
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Прискоренням точки називають міру зміни швидкості точки за часом.

Прискорення точки 
[image: image9.wmf]a

r

 завжди спрямоване в бік угнутості траєкторії її руху.

Закон руху точки вважається відомим, якщо задані умови, які дозволяють визначити положення точки в будь-який момент часу. (Будь-який вектор повністю визначається одним з двох способів: а) проекціями вектора на координати осі; б) модулем вектора і його спрямованістю у просторі).

4.1.2. Координатний спосіб

Радіус-вектор точки М дорівнює (рис. 4.1)
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, де i, j, k – орти осей 
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Тобто 
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Проекції радіус-вектора на осі 
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 - це декартові координати цієї точки.

Кінематичні характеристики точки при координатному способі

задання руху

При русі матеріальної точки М у просторі вводять систему координат 
[image: image17.wmf]Oxyz

. Рух точки задається трьома функціями, які називають рухом точки в просторовому випадку:
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Проекції вектора швидкості на координатні осі знаходять за формулами
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а вектора прискорення
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За цими формулами можна обчислити: координати точки, проекції швидкостей і прискорення у будь-який заданий момент часу.

Проте, графічний спосіб у цьому випадку незручний і мало наочний, дозволяє приблизно знаходити кількісну характеристику векторів швидкості та прискорення. Точне значення цих характеристик можна отримати аналітичним методом, який дозволяє обчислити модуль і спрямовуючи косинуси векторів швидкості і прискорення.
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 ‑ відповідні кути між вектором швидкості 
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 і відповідною віссю.


[image: image34.wmf]xyzxyz

aaaaaiajak

=++=×+×+×



[image: image35.wmf]222

xyz

aaaa

=++

 ‑ модуль прискорення точки,
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 ‑ проекції вектора прискорення на вісі 
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 ‑ відповідні кути між вектором прискорення 
[image: image42.wmf]a

 і відповідною віссю.
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 ‑ дотичне прискорення, що характеризує зміну швидкості за величиною і завжди спрямоване вздовж дотичної до траєкторії в точці. 
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 - нормальне прискорення, яке напрямлене в бік угнутості траєкторії до центра кривизни і характеризує зміну швидкості за напрямком.
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 - радіус кривизни траєкторії в даній точці.

У випадку плоскої траєкторії одне з складових відсутнє.

Приклад. Нехай закон руху точки описаний рівнянням:
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Нехай 
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 (рис. 4.2,б),
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Траєкторію можна побудувати графічно по точках, змінюючи за якимось кроком час t, і обчислюючи для кожного t координати х і у точок, що належать траєкторії.

Більш зручно, виключаючи параметр t, отримати рівняння траєкторії у формі: 
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 - рівняння параболи (рис. 4.2).
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Рис. 4.2

Розмітка траєкторії полягає у встановленні початку відліку. Масштаб і додатний напрямок можуть обиратися довільно. Звичайно рух точки починається у деякий заданий момент часу 
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 (частіш за все відсутність будь-яких додаткових міркувань покладає 
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Можливі й ненулеві значення 
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. Тоді при 
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 визначають положення точки 
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 з координатами 
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 - рух матеріальної точки тепер починається з початку відліку.

У розглянутому прикладі: 
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, 
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 (точка рухається по верхній вітці параболи).

Якщо точка рухається вздовж траєкторії в постійному напрямку, то природно цей напрямок вважати додатнім. Масштаб уздовж траєкторії можна обрати таким же, що і уздовж вихідних координатних осей Ох і Оу.

4.1.3. Натуральний спосіб

Якщо траєкторія руху відома наперед (наприклад, траєкторія руху потягу, трамвая, тролейбуса), то для визначення закону її руху достатньо задати початок і напрям руху. Тому одну з точок 
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 на траєкторії (рис. 4.3) беруть за початок відліку дугових координат, оскільки положення рухомої точки М визначається її відстанню S, яка відлічується по дузі траєкторії від вибраної точки відліку.

Отже 
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 - закон руху точки по траєкторії. Функція 
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 має бути однозначною, неперервною і диференційованою.
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Рис. 4.3

Модуль швидкості визначається за формулою: 
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 спрямований за дотичною 
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 до траєкторії у бік руху точки, а прискорення розкладається на два взаємно-перпендикулярних вектори 
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, модулі яких дорівнюють
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де ‑ 
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 - радіус кривизни траєкторії в точці.

Якщо 
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Вектор 
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 - завжди спрямований по головній нормалі 
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 до траєкторії точки у бік угнутості кривої, тобто по 
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 (рис. 4.4):
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де 
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 ‑ орт дотичної; 
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Рис. 4.4

Для переходу від координатного до натурального способу задання руху точки необхідно знайти траєкторію точки і розмітити її, знайти закон руху точки по траєкторії.

Розмітка дозволяє задати положення точки на траєкторії, її відстань 
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 уздовж траєкторії від початку відліку: 
[image: image104.wmf]SS(t)

=

.

Для знаходження закону 
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Постійну інтегрування «С» визначають з початкових умов.

4.1.4. Окремі випадки руху точки

Розрізняють окремі випадки руху точки:

Прямолінійний рух: Якщо під час руху точки нормальне прискорення 
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, тобто траєкторія є пряма (рис 4.5).


[image: image111.emf]t

a a =

t

M

� = r


Рис. 4.5

У цьому разі повне прискорення дорівнює дотичному; 
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Якщо при криволінійному русі точки в даний момент часу нормальне прискорення дорівнює нулю (
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), то точка в цей момент часу знаходиться в точці перегину траєкторії.

Рівномірний прямолінійний рух. Якщо під час руху точки її прискорення 
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Рівномірний криволінійний рух. Якщо під час руху точки дотичне прискорення 
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 дорівнює нормальному 
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Рис. 4.6

Рівнозмінний криволінійний рух. Якщо під час руху точки по деякій кривій її дотичне прискорення буде постійним за величиною (
[image: image127.wmf]aconst
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), то рух точки називається рівнозмінним криволінійним рухом (рис. 4.7). 
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Рис. 4.7

Якщо прискорення 
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 збігається з напрямком швидкості 
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 напрямлено у бік, протилежний швидкості 
[image: image133.wmf]V
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 - рівносповільним.

У цьому випадку 
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де ‑ 
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 і 
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 визначається з початкових умов, тобто при 
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,
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 - початкова швидкість,
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- початкова координата.

Методичні поради для виконання завдань з кінематики точки

1. За заданим рівнянням руху точки М визначити її траєкторію.

2. Накреслити траєкторію і показати на ній положення рухомої очки М в заданий момент часу. Означити межі можливого перебування рухомої точки М на траєкторії.

3. Для заданого моменту часу обчислити аналітично швидкості, прискорення та їх складові, визначити радіус кривизни траєкторії.

4. Для заданого моменту часу для точки М побудувати вектори швидкості та прискорення, і їх складові.

Запитання для самоконтролю

1. Що таке закон руху точки?

2. Що таке траєкторія точки, як її можна визначити, якщо закон руху відомий?

3. Як можна визначити швидкість точки, якщо рівняння руху задані?

4. Як вектор швидкості напрямлений відносно траєкторії?

5. Як визначити прискорення, якщо закон зміни швидкості знайдено?

6. Як вектор прискорення напрямлений відносно траєкторії?

7. Що таке дотичне і нормальне прискорення, як вони напрямлені?

5. КІНЕМАТИКА ТВЕРДОГО ТІЛА

У кінематиці, як і в статиці, всі тіла визнаються абсолютно твердими. Основні завдання кінематики твердого тіла полягають: 1) у знаходженні способів задання руху твердого тіла в цілому та його кінематичних характеристик;   2) у визначенні руху кожної точки твердого тіла окремо.

Залежно від способів задання руху тіла (від виду рівняння, однозначно визначаючого положення тіла в обраній системі відліку в будь-який момент часу) розрізняються п'ять видів руху твердого тіла: поступальний, обертальний, плоский (плоскопаралельний), сферичний, загальний випадок руху.

5.1. Поступальний рух твердого тіла

Поступальним називають такий рух твердого тіла, при якому будь-яка пряма АВ, що проведена в тілі, залишається під час руху паралельною до свого первісного положення.
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Рис. 5.1

При  поступальному русі тіла з положення І в положення ІІ 
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 (тверде тіло) (рис. 5.1):
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Швидкості й прискорення усіх точок тіла при поступальному русі є однаковими. Траєкторії також однакові, але паралельно зміщені. Закон руху задається законом руху будь-якої точки. Швидкість 
[image: image145.wmf]V

 і прискорення 
[image: image146.wmf]a

 вивчаються так само, як і для ізольованої точки. Таким чином, вивчення поступального руху твердого тіла зводиться до вивчення руху будь-якої його точки, тобто до задачі кінематики точки.

5.2. Обертальний рух твердого тіла

Обертальним рухом твердого тіла називають такий рух тіла (рис. 5.2), при якому є пряма, жорстко зв’язана з тілом (називають віссю обертання), що залишається увесь час нерухомою. 
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Рис. 5.2

При обертанні твердого тіла навколо осі Z його положення визначається кутом повороту 
[image: image148.wmf]j

. Кут 
[image: image149.wmf]j

 вважається додатним, якщо перехід від площини І, нерухомо фіксованої у просторі, до площини ІІ, незмінно зв’язаної з тілом, відбувається проти руху годинникової стрілки, а якщо за ходом годинникової стрілки – від’ємним. 

Закон руху тіла 
[image: image150.wmf](
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 називається кінематичним рівнянням обертального руху тіла навколо нерухомої осі.

Головні кінематичні характеристики обертального руху твердого тіла: кут повороту 
[image: image151.wmf]j

, кутова швидкість 
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, кутове прискорення у даний момент часу 
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Отже, кутова швидкість дорівнює першій похідній за часом від кута повороту 
[image: image154.wmf]j

. У техніці кутову швидкість часто задають числом n обертів за хвилину. Зв’язок між 
[image: image155.wmf]w

 і n визначається формулою 
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Якщо при обертанні тіла кутова швидкість є сталою 
[image: image157.wmf](
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, то обертання тіла називається рівномірним. При цьому кут повороту змінюється пропорційно часу:
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 ‑ початковий кут повороту.

Це рівняння називається рівнянням рівномірного обертання тіла навколо нерухомої осі. 

Кутове прискорення тіла 
[image: image160.wmf]e

 характеризує швидкість зміни кутової швидкості 
[image: image161.wmf]w

 за часом.

Кутове прискорення 
[image: image162.wmf]e

 в даний момент часу дорівнює першій похідній за часом від кутової швидкості або другій похідній за часом від кута повороту.

Кутову швидкість і кутове прискорення можна зобразити у вигляді векторів 
[image: image163.wmf]w

 і 
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 (рис. 5.2).

Вектором 
[image: image165.wmf]w

 називають вектор, який чисельно дорівнює абсолютному значенню похідній кута повороту за часом: 
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 і спрямований уздовж осі обертання у той бік, звідки обертання тіла видно таким, що відбувається проти годинникової стрілки.

Вектор 
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Якщо напрямок 
[image: image168.wmf]e

 співпадає з напрямком вектора 
[image: image169.wmf]w

, то обертання прискорене і протилежне 
[image: image170.wmf]w

 при сповільненому русі.
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Рис. 5.3

Траєкторією будь-якої точки М тіла, яке обертається, є коло з центром С на осі обертання (рис. 5.3). Швидкість 
[image: image172.wmf]n

 будь-якої точки М тіла, яке обертається, спрямована перпендикулярно до прямої, яка з’єднує її з віссю обертання, у бік обертання тіла і за модулем дорівнює
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де h – відстань від точки М до осі обертання, або радіус МС кола, яке описує точка М.

Прискорення точки М розкладається на тангенціальну (обертальну) (
[image: image174.wmf]t
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) і нормальну (доосьову) 
[image: image175.wmf](

)

n

а

 складові, які за модулем дорівнюють
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Відхилення вектора повного прискорення 
[image: image179.wmf]а

 від радіуса, описуваного точкою кола, визначається кутом 
[image: image180.wmf]m
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Вектор 
[image: image182.wmf]t
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 спрямований за дотичною у бік (обертання) руху при прискореному обертанні тіла і в протилежний – при сповільненому. 
[image: image183.wmf]n

a

‑ спрямовано за радіусом МС до осі обертання, тобто у бік угнутості траєкторії точки М.

5.3. Перетворення найпростіших рухів твердого тіла

На практиці зустрічається чотири групи задач з перетворення найпростіших рухів твердого тіла:

1. Перетворення одного поступального руху в інший поступальний рух.

Приклади такого перетворення дають блочні механізми (рис. 5.4):
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Рис 5.4

а) за допомогою двох вантажів масами m1 та m2, що рухаються, наприклад, униз, третій вантаж масою m3 переміщується поступально вгору;

б) приклад перетворення поступального руху тіла масою m1 у поступальний рух тіла масою m2 в напрямку, який перпендикулярний до напрямку руху тіла масою m1. 

2. Перетворення обертального руху відносно однієї осі в обертальний рух відносно іншої осі.

Якщо осі обертання паралельні чи перетинаються, то обертання можна передати за допомогою зубчатих або фрікційних передач. При цьому зачеплення може бути як зовнішнім (рис. 5.5,а) так і внутрішнім (рис. 5.5,б).
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Рис. 5.5

Основою для кінематичного розрахунку цих передач є припущення, що в системі немає ковзання, зазору між зубцями. Це означає, що швидкості на ободі зубчатих коліс, які знаходяться в зачепленні, однакові. Тобто в цих випадках має місце співвідношення
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Отже кутові швидкості коліс зубчатих передач обернено пропорційні радіусам коліс:
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Відношення кутової швидкості ведучого колеса 
[image: image190.wmf]1
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 до кутової швидкості веденого колеса 
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 називають передаточним числом 
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Коли враховувати, що число зубців Z пропорційно довжинам кіл, тобто радіусам, то передаточне число визначається через відповідне відношення числа зубців:


[image: image194.wmf]1

2

Z

Z

U

=

.

3. Перетворення поступального руху в обертальний і навпаки.

Прикладами перетворення поступального руху в обертальний є (рис. 5.6): а) кривошинно-шатунні механізми; б) транспортери. Класичним прикладом перетворення поступального руху в обертальний і навпаки є колісні транспортні засоби всіх видів, трамваї, тролейбуси (рис. 5.6,с).
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Рис. 5.6

4. Комплексні перетворення найпростіших рухів. Комплексні перетворення найпростіших рухів охоплюють такі перетворення, які мають не менше трьох найпростіших рухів у будь-якій їх комбінації (рис. 5.7):
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Рис 5.7

а) у спарнику поступальний рух стержня А1В1 зі швидкістю V1 викликає обертальний рух коліс із кутовою швидкістю 
[image: image200.wmf]w

 і поступальний рух спарника зі швидкістю V2 в горизонтальному напряму;

б) у турбінних двигунах газ (повітря, пар), рухаючись зі швидкістю
[image: image201.wmf]1

V

, спричинює обертальний рух вихідного вала турбодвигуна з кутовою швидкістю 
[image: image202.wmf]w

, яка потім може перетворюватися в інші кутові швидкості привідних валів і в кінцевому результаті зумовити поступальний рух об’єкта зі швидкістю 
[image: image203.wmf]2
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. 

Приклад. По заданому рівнянню руху вантажу 1 S=5+60t2 см, знайти швидкість, дотичне і повне прискорення точки М механізму (рис. 5.8) у той момент часу, коли вантаж пройде шлях S=10 см. R2=40 см, r2=20 см, R3=40 см, r3=15 см.
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Рис. 5.8

Розв’язання. У даному випадку маємо таку схему комплексного перетворення найпростіших рухів:
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Швидкість руху вантажу 1
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Кутова швидкість колеса 2
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Швидкість руху пасової передачі 
[image: image210.wmf]2
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Кутова швидкість колеса 3
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Кутове прискорення колеса 3
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Час проходження вантажом 1 шляху S=10 см
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Швидкість точки М 
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Дотичне прискорення точки М 
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Нормальне прискорення точки М
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Повне прискорення точки М у момент часу, коли вантаж пройде шлях S=10см 
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Відповідь: 
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5.4 Вказівки для виконання завдання з визначення швидкостей та 

прискорень точок твердого тіла при поступальному й обертальному рухах

1. Рух має описуватися рівнянням 
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де t – час (сек).

У початковий момент часу (при t=0) координата вантажу повинна бути 
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, а його швидкість 
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Координата вантажу на момент часу  t = t2 дорівнює 
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Коефіцієнти 
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визначаються при умовах: при 
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Складаючи три рівняння, визначають три невідомі  С1 , С2 , С0.

Таким чином визначають рівняння руху вантажу 1 
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2. Відповідно до схем механізмів визначити швидкість та прискорення точки М одного з колес механізму в момент часу 
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Нижче наведені необхідні дані і схеми механізмів до індивідуальних завдань (рис. 5.9, 5.10, 5.11).

Запитання для самоконтролю

1. Які способи завдання руху точки Ви знаєте?

2. Як визначити швидкість точки при трьох способах задання руху?

3. Як визначити прискорення точки при трьох способах задання руху?

4. Який рух твердого тіла називається поступальним. Чи можна звести кінематику поступального руху до кінематики точки?

5. Який рух твердого тіла називається обертальним? Як визначити кутову швидкість та кутове прискорення твердого тіла, що обертається навколо нерухомої осі?

6. Який вигляд мають траєкторії точок твердого тіла, що обертається відносно нерухомої осі? Як визначити швидкість та прискорення точок твердого тіла, яке обертається відносно нерухомої осі?

7. Чому при обертанні твердого тіла відносно нерухомої осі дотична (обертальна) складова прискорення еквівалентна тангенціальному прискоренню, а нормальне – доосьовому?

8. За якою формулою при обчислюванні кутової швидкості можна перейти від обертів за хвилину до радіанів за секунду?

9. Яке співвідношення між лінійними швидкостями має місце у механізмів з шестернями. Чому кількість зубів у шестернях, що знаходяться в зачепленні, має бути пропорційна їх діаметрам?

	Номер

варіанта
	Радіуси
	Координати й швидкості вантажу 1
	Розрахункові моменти часу, с

	
	R2
	r2
	R3
	r3
	Х0, см
	V0, см/с
	Х2, см
	t2
	t1

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	1
	60
	45
	36
	–
	2
	12
	173
	3
	2

	2
	80
	–
	60
	45
	5
	10
	41
	2
	1

	3
	100
	60
	75
	–
	8
	6
	40
	4
	2

	4
	58
	45
	60
	–
	4
	4
	172
	4
	3

	5
	80
	–
	45
	30
	3
	15
	102
	3
	2

	6
	100
	60
	30
	–
	7
	16
	215
	4
	2

	7
	45
	35
	105
	–
	8
	5
	124
	4
	3

	8
	35
	10
	10
	–
	6
	2
	11
	3
	2

	9
	40
	30
	15
	–
	10
	7
	48
	2
	1

	10
	15
	–
	40
	35
	5
	3
	129
	4
	3

	11
	40
	25
	20
	–
	9
	8
	65
	2
	1

	12
	20
	15
	10
	–
	5
	10
	179
	3
	2

	13
	30
	20
	40
	–
	7
	0
	557
	5
	2

	14
	15
	10
	15
	–
	6
	3
	80
	2
	1

	15
	15
	10
	15
	–
	5
	2
	189
	4
	2

	16
	20
	15
	15
	–
	4
	6
	220
	4
	3

	17
	15
	10
	20
	–
	8
	4
	44
	2
	1

	18
	20
	15
	10
	–
	3
	12
	211
	4
	1

	19
	15
	10
	20
	–
	5
	10
	505
	5
	3

	20
	25
	15
	10
	–
	10
	8
	277
	3
	1

	21
	20
	10
	30
	10
	6
	5
	356
	5
	2

	22
	40
	20
	35
	–
	7
	6
	103
	2
	1

	23
	40
	30
	30
	15
	5
	9
	194
	3
	2

	24
	30
	15
	40
	20
	9
	8
	105
	4
	2

	25
	50
	20
	60
	–
	8
	4
	119
	3
	2

	26
	32
	16
	32
	16
	6
	14
	862
	4
	2

	27
	40
	18
	40
	18
	5
	10
	193
	2
	1

	28
	40
	20
	40
	15
	8
	5
	347
	3
	2

	29
	25
	20
	50
	25
	4
	6
	32
	2
	1

	30
	30
	15
	20
	–
	10
	7
	128
	2
	1
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Рис. 5.9
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Рис 5.10
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Рис 5.11

6. ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА

Рух твердого тіла у просторі називають плоскопаралельним (плоским), якщо всі точки тіла рухаються у площинах, паралельних деякій нерухомій площині (рис. 6.1).

	а
	б
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Рис. 6.1

Плоский рух твердого тіла у просторі визначається рухом плоскої фігури S, створеної перетином тіла будь-якою площиною Q, паралельною нерухомій площині (рис. 6.1 а). Рух плоскої фігури в її площині визначається рухом незмінного відрізка прямої АВ, що належить цій площині (рис. 6.1 б).

Оскільки відстань між точками А і В залишається незмінною, то з чотирьох координат точок А і В незалежними залишаються тільки три. Отже для опису плоского руху тіла потрібні три незалежні координати як функції часу.

6.1. Три способи подання плоского руху

Теорема Шаля
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Рис. 6.2

Рух плоскої фігури в її площині уявляється як неперервна послідовність миттєвих поступальних рухів (А0В0 або АВ) разом з полюсом і миттєвих обертань навколо полюса (точка А) (рис. 6.2). При цьому положення полюса А описується двома параметрами ХА і УА, а третім параметром є кут 
[image: image238.wmf]j

 повороту тіла в площині, навколо точки полюса А.

Виходячи з цього, закон руху плоскої фігури має вигляд
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Перші два рівняння характеризують поступальний рух фігури, при якому всі точки рухаються так само, як і полюс, а третє – обертальний рух навколо полюса.

Обертальний рух навколо полюса характеризується кутовою швидкістю 
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 і кутовим прискоренням 
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Кутова швидкість і кутове прискорення обертального руху фігури не залежать від вибору полюса.

Теорема Ейлера-Шаля. Рух плоскої фігури в її площині уявляється як неперервна послідовність миттєвих обертань навколо відповідних МЦО (миттєвих центрів обертань).
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Рис. 6.3

Миттєвим центром обертань є точка нерухомої площини, з якою у даний момент часу співпадає миттєвий центр швидкостей (МЦШ).

Миттєвим центром швидкостей (полюсом Р) є така точка рухомої площини, жорстко скріпленою з фігурою, швидкість якою у даний момент часу дорівнює нулю (рис. 6.3): 
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Миттєвий центр швидкостей є точкою перетину миттєвої осі обертань з площиною руху. 

Теорема Пуансо. Будь-який неперервний рух плоскої фігури в її площині можна одержати, якщо побудувати рухому і нерухому центроїди, жорстко з’єднати першу з них з плоскою фігурою і котити без ковзання рухому центроїду по нерухомій. 

Центроїдою називається геометричне місце миттєвих центрів швидкостей (МЦШ) (рис. 6.4).
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Рис. 6.4

При плоскопаралельному русі утворюються дві центроїди, оскільки миттєвий центр швидкостей описує одну криву в нерухомій системі координат, а другу в рухомій. 

Нерухома центроїда – це траєкторія миттєвого центра швидкостей на нерухомій площині, рухома центроїда – це траєкторія миттєвого центра швидкостей на рухомій площині.

Рухома центроїда PN котиться без ковзання по нерухомій PL (рис. 6.4).

Поняття про центроїди широко застосовується у теорії механізмів і машин при профілюванні зубчатих коліс.

6.2. Швидкості точок плоскої фігури

Існують  два основні методи знаходження швидкості будь-якої точки плоскої фігури в даний момент часу, тобто в даному положенні фігури, які базуються на теоремах Шаля і Ейлера-Шаля.

Теорема про швидкості точок плоскої фігури. 

Швидкість будь-якої точки В плоскої фігури складається зі швидкості полюса А і швидкості точки В при обертанні плоскої фігури навколо полюса А, яка перпендикулярна до АВ.
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Швидкість 
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де 
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 - алгебраїчна кутова швидкість плоскої фігури, що не залежить від вибору полюса. Вектор 
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 спрямований перпендикулярно до АВ проти ходу годинникової стрілки навколо полюса А, якщо 
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Теорема про проекції швидкостей двох точок тіла на пряму, що проходить через ці точки.
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Рис. 6.5

Проекції швидкостей двох точок фігури на пряму, що проходить через ці точки, дорівнюють одна одній і спрямовані в один бік (рис. 6.5).

Проекція 
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За теоремою Ейлера-Шаля плоский рух уявляється як обертальний рух навколо миттєвого центра обертань, або центра швидкостей. 

Полюсом є миттєвий центр швидкостей (МЦШ), тобто така точка Р рухомої площини, жорстко скріпленої з фігурою, швидкість якої в певний момент часу дорівнює нулю 
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Тоді 
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, тобто швидкість будь-якої точки фігури дорівнює за величиною добутку модуля кутової швидкості фігури на відстань від цієї точки до МЦШ та спрямована перпендикулярно до цього відрізку 
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Розподіл миттєвих швидкостей точок плоскої фігури такий, немовби фігура оберталася навколо МЦШ (точка Р). З цього маємо співвідношення
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Отже, відношення швидкостей двох точок дорівнює відношенню їхніх відстаней до миттєвого центра швидкостей, або
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Випадки знаходження миттєвого центра швидкостей та кутової швидкості плоскої фігури

1. У загальному випадку для знаходження миттєвого центра швидкостей потрібно знати лише напрям швидкостей двох точок фігури (рис. 6.6). Для цього з початку векторів швидкостей зазначених двох точок (наприклад А і В) проводимо перпендикуляри. У точці перетину цих перпендикулярів і є миттєвий центр швидкостей (точка Р).
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Рис. 6.6

Кутова швидкість 
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 плоскої фігури у кожний момент часу дорівнює відношенню швидкості будь-якої точки фігури до її відстані до МЦШ:
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2. Відомі за величиною швидкості двох точок А і В фігури, які паралельні одна одній, напрямлені в один бік і перпендикулярні прямій АВ (
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) (рис. 6.7).
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Рис. 6.7

МЦШ (точка Р) знаходиться в точці перетину прямої АВ і прямої, що з’єднує кінці векторів швидкостей точок А і В:
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3. Якщо швидкості двох точок плоскої фігури напрямлені в різні боки і перпендикулярні до відрізка, що з’єднує ці точки, то миттєвий центр швидкостей лежить у точці перетину прямої, яка з’єднує кінці векторів швидкостей з наведеним вище відрізком (рис. 6.8).
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Рис. 6.8

4. Якщо швидкості двох точок плоскої фігури паралельні й рівні між собою, напрямлені в один бік, то миттєвий центр швидкості віддаляється на нескінченну велику відстань, тобто МЦШ відсутній, 
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, і миттєві швидкості всіх точок фігури геометрично рівні між собою (рис. 6.9).   
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Рис. 6.9

Це випадок миттєво-поступального руху тіла: МЦШ 
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5. У разі кочення без ковзання рухомого контуру плоскої фігури по нерухомому (рис. 6.10) миттєвий центр швидкостей лежить у точці дотику цих контурів. Кутова швидкість
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Рис. 6.10

6.3. Прискорення точок плоскої фігури

Прискорення будь-якої точки плоскої фігури геометрично складається з прискорення полюса і прискорення точки в обертальному русі тіла навколо полюса, що складається з доцентрового (нормального) і обертального (тангенціального) прискорень (рис. 6.11).
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Рис. 6.11
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 ‑ спрямовано уздовж АВ від точки В до точки А, 
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 ‑ завжди спрямоване перпендикулярно до АВ, що з’єднує точку В з полюсом А (рис. 6.12), у бік кутового прискорення 
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Рис. 6.12

Таким чином, прискорення 
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 будь-якої точки В плоскої фігури може бути знайдено як геометрична сума трьох прискорень: прискорення полюса
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6.4 Вказівки для розв’язання задач з кінематичного аналізу

плоского механізму

1. Послідовно розглянути і визначити рух окремих ланок механізму.

2. Розрахунок почати з ланки, рух якої є заданим. Якщо ланка виконує обертальний рух (у неї є нерухома точка), то для визначення швидкостей і прискорень використовувати формули обертального руху. Якщо ланка виконує плоскопаралельний рух (немає нерухомої точки), для визначення швидкості й прискорення використати формули плоского руху.

3. Побудувати МЦШ всіх ланок і знайти величини та напрямки швидкостей усіх вказаних точок на механізмі.

4. Визначити модулі й знаки кутових швидкостей усіх ланок.

5. Визначити величини й напрямок прискорень усіх вказаних точок, а також величини і знаки кутових прискорень всіх ланок.

Приклад 1. Плоский механізм складається з кривошипа ОА, повзуна В, шатуна АВ (рис. 6.13).
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Рис. 6.13

ОА=10 см, АВ=60 см, АС=20 см.

У даний момент часу кривошип ОА має кутову швидкість
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Для заданого положення механізму визначити швидкість і прискорення точок А, В, С, а також кутову швидкість і кутове прискорення шатуна АВ: 
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; 
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.

Розв’язання. 1. Ланка ОА рухається навколо нерухомої точки О і виконує обертальний рух.

Обчислимо швидкість точки А кривошипа ОА.
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 і спрямована у бік обертання ланки ОА, за “стрілкою” 
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 (рис. 6.14).
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Рис. 6.14
	Вектор швидкості точки А перпендикулярний до кривошипа ОА 
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Повзун В рухається поступально. Точка В належить повзуну, тому лінія дії її швидкості 
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 паралельна напряму повзуна.

Точка В повзуна також належить шатуну АВ, який рухається плоскопаралельно. 


Миттєвий центр швидкостей шатуна АВ знаходиться у точці перетину перпендикулярів, проведених із точок А і В, до напряму їх швидкостей (точка 
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Кутова швидкість шатуна АВ дорівнює 
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 і спрямована відповідно до того, як вектор 
[image: image316.wmf]A

V

 обертається навколо МЦШ. 

Швидкості точок В і С відповідно дорівнюють
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Вектори 
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 спрямовані перпендикулярно до відрізків 
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 відповідно і напрямлені згідно зі “стрілкою”
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2. Визначаємо прискорення точок плоского механізму (рис. 6.15).
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Рис. 6.15

Прискорення точки А ланки ОА.

Прискорення точки А складається з геометричної суми обертального і доцентрового прискорень кривошипа ОА, який виконує обертальний рух:
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Вектор 
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 спрямований уздовж ОА від А до О.

Вектор 
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 і спрямований відповідно до напрямку кутового прискорення 
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, згідно зі “стрілкою” 
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Прискорення точки А, вектор 
[image: image336.wmf]A

a

 спрямований уздовж діагоналі паралелограма, побудованого на векторах 
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 і 
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Прискорення точок ланки АВ, що рухається плоскопаралельно, складається з геометричної суми прискорень полюса і обертального прискорення відносно полюса. За полюс приймається точка ланки АВ, прискорення якої вже відоме – точка А.
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Рис. 6.16

Прискорення точки В ланки АВ (рис. 6.16):
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Модуль складової 
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 обчислюємо за формулою


[image: image343.wmf]2

2

2

АВ

доц

BA

c

/

см

5

60

29

,

0

AB

a

=

×

=

×

w

=

.

Вектор 
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 спрямований від В до А, а обертальне прискорення перпендикулярно до нього 
[image: image345.wmf]доц

BA

об

BA

a

a

^

. Модуль складової 
[image: image346.wmf]об

BA

a

 обчислити поки ще не можна, тому що невідоме 
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Повзун В рухається поступово по вертикальній прямій, уздовж якої і спрямоване прискорення точки В. Для того, щоб визначити прискорення точки 
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, відкладаємо послідовно з точки В вектори 
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, які визначені за напрямком і модулем. 

Через кінець вектора 
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 проводимо пряму лінію, перпендикулярну до вектора 
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, по якій має бути спрямований вектор 
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, до перехрещення з прямою, по якій спрямоване прискорення 
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. Прискорення 
[image: image354.wmf]B

a

 визначається як замикаючий вектор многокутника прискорень. Обираємо осі координат ХУ. Знайдемо прискорення точки В проектуванням векторного рівняння на вісь Х:
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Проектуючи векторне рівняння на вісь У, визначаємо обертальне прискорення:


[image: image357.wmf]2

2

20

5

0

7

16

5

0

5

22

866

0

20

60

60

30

с

/

см

,

,

,

,

,

,

cos

a

cos

a

cos

a

a

B

доц

А

об

A

об

BA

=

×

-

×

+

×

=

×

-

×

+

×

=

o

o

o

.

Знак “+” означає, що вектор 
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 співпадає з від’ємним напрямком осі У.

Кутове прискорення ланки АВ:
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 і спрямоване так, як вектор 
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Визначимо прискорення точки С (рис. 6.17):
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Рис. 6.17

Прискорення 
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 спрямоване вздовж АС від С до А. 

Прискорення 
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Прискорення 
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 знайдемо методом проекцій.
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Відповідь:
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Приклад 2. Кривошипно-шатунний механізм (рис. 6.18) складається з кривошипа ОА=40 см, шатуна АВ і повзуна В. Точка С належить ланці АВ і АС=20 см. 

У даний момент часу, в даному положенні механізму кутова швидкість кривошипа 
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Визначити для заданого положення механізму швидкості й прискорення точок А, В, С ланки АВ, а також її кутову швидкість 
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Рис. 6.18

Розв’язання. 

1. Ланка ОА виконує обертальний рух навколо нерухомої точки О. Тоді
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Вектор 
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 і спрямований у бік обертання ОА, у бік обертання 
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Повзун В виконує поступальний рух, тому напрямок швидкості точки В, яка також належить ланці АВ, відомий і спрямований уздовж спрямляючих. 

Шатун АВ рухається плоскопаралельно з миттєвим центром швидкості в точці Р. Точка Р є точкою перетину перпендикулярів до напрямку швидкостей у точках А і В.
Кутова швидкість ланки АВ
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Кутова швидкість ланки АВ спрямована відповідно до того, як вектор 
[image: image391.wmf]A
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 обертається навколо МЦШ. 

Швидкості точок В і С ланки АВ: 
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Відповідно 
[image: image394.wmf]AB
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 і спрямовані у бік обертання 
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.

2. Визнаємо прискорення точок А, В, С ланки АВ.

Прискорення точки А, яка разом з ланкою ОА виконує обертальний рух, складається з геометричної суми прискорень обертального і доцентрового кривошипу ОА:
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 ‑ доцентрове прискорення точки А, спрямоване уздовж АО від А до О,
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 ‑ обертальне прискорення точки А, спрямоване відповідно до напрямку кутового прискорення 
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Припустимо, що повзун В рухається прискорено. Тоді напрямок прискорення 
[image: image404.wmf]B
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 співпадає з напрямком швидкості 
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. Визначаємо полюсом точку А.

Прискорення точки В визначається за формулою
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 ‑ доцентрове прискорення точки В відносно точки А, спрямоване від точки В до точки А, уздовж АВ
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 ‑ обертальне прискорення обертального руху точки В відносно точки А, спрямоване перпендикулярно до АВ і 
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, відоме за напрямком. При цьому припускаємо, що кутове прискорення ланки АВ 
[image: image410.wmf]AB

e

 співпадає за напрямком обертання з кутовою швидкістю 
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Обираємо систему координат Х В У і проектуємо геометричне рівняння прискорення точки В, 
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У цій системі двох алгебраїчних рівнянь є два невідомі прискорення точки В ‑ 
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 і прискорення 
[image: image416.wmf]об

BA

a

.

Обчислюємо їх:
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Знак “-” у знайдених відповідях означає, що насправді вектори прискорень 
[image: image419.wmf]B
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 і 
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 спрямовані у бік, протилежний зазначеному на рисунку, тобто прискорення точки В протилежне напрямку швидкості 
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Кутове прискорення ланки АВ:
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Знак “-” означає, що кутове прискорення ланки 
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 протилежне кутовій швидкості 
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w

 за напрямком обертання. 

Прискорення точки С ланки АВ визначаємо за цією ж методикою:
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 і напрямлено вздовж АС від С к А.
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 і спрямоване у бік дійсного спрямування 
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Геометричне рівняння з визначення 
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a

 проектуємо на осі У і Х:
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Х: 
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 ‑ діагональ прямокутника, побудованого на складових 
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Відповідь:
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Приклад 3. Плоский механізм складається з нерухомої шестерні І і рухомої шестерні ІІ радіусом r=15 см (рис. 6.19).
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Рис. 6.19

Шестерня ІІ рухається без ковзання по нерухомій за допомогою кривошипа ОА=40 см. У даний момент часу для заданого положення кутова швидкість кривошипа 
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, кутове прискорення 
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. Визначити швидкість та прискорення точки В шестерні ІІ. 

Розв’язання: 1. Шестерня ІІ рухається плоскопаралельно по нерухомій поверхні. Миттєвий центр швидкостей МЦШ знаходиться у точці дотику з нерухомою шестернею І – точці Р.

Кривошип ОА рухається обертально (нерухома точка О), тому швидкість його точки А
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і напрямлена у бік обертання 
[image: image448.wmf]OA

w

 
[image: image449.wmf]OA

V

A

^

.

Кутова швидкість ланки АВ (шестерні ІІ)
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 і напрямлена відповідно до обертання вектора 
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 навколо МЦШ. 

Швидкості точки В при обертанні її навколо МЦШ
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 і спрямована проти ходу годинникової стрілки, у бік обертання 
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2. При визначенні прискорення точки В, яка разом з шестернею ІІ рухається плоскопаралельно, за полюс обираємо точку А. Тоді 
[image: image455.wmf]BA

A

B

a

a

a

+

=

.

Але і точка А обертається разом з кривошипом навколо нерухомої точки О. Тому 
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Визначимо складові векторного рівняння:
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 ‑ доцентрове прискорення точки А, спрямоване уздовж АО від А до О,
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 ‑ обертальне прискорення точки А, спрямоване за “стрілкою” 
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 ‑ доцентрове прискорення точки В при обертанні В навколо А, спрямоване уздовж ВА від В до А,
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- обертальне прискорення точки В навколо полюса А. 

Визначимо кутове прискорення шестерни ІІ 
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Тоді 
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 і спрямоване перпендикулярно до 
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Обираємо систему координат ХОУ. Проектуємо векторне рівняння прискорення точки В на осі і за допомогою методу проекцій визначимо прискорення точки В колеса ІІ:
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 ‑ проекція прискорення 
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 на вісь Х,
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Відповідь:      
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Запитання для самоконтролю

1. Який рух твердого тіла називають плоскопаралельним, або плоским?

2. Як визначається швидкість будь-якої точки плоскої фігури?

3. Яку точку плоскої фігури називають миттєвим центром швидкості? 

4. Як визначається прискорення будь-якої точки плоскої фігури?

5. Як визначається кутова швидкість ланки плоскої фігури?

6. Як визначається кутове прискорення ланки плоскої фігури?
6.5 Завдання для роботи 

"Кінематичний аналіз плоского механізму"

Визначити для заданого положення механізму швидкість і прискорення точки В, а також кутову швидкість і кутове прискорення ланки, до якої належить точка В. Схеми механізмів наведені на рис. 6.20, 6.21, 6.22, а необхідні для розрахунку розміри і кінематичні параметри подані нижче в таблиці , де ωОА, εОА - кутова швидкість і кутове прискорення кривошипа ОА для заданого положення механізму; ωі - кутова швидкість колеса І (стала); VА, аА - швидкість і прискорення точки А. Кочення коліс відбувається без ковзання.

	Номер варианта
	Розміри, см
	ωОА, рад/с
	ω1, рад/с
	εАО, рад/с2
	VA, см/с
	аА, см/с2

	
	ОА
	r
	AB
	AC
	
	
	
	
	

	1
	40
	15
	-
	8
	2
	-
	2
	-
	-

	2
	30
	15
	-
	8
	3
	-
	2
	-
	-

	3
	-
	50
	-
	-
	-
	-
	-
	50
	100

	4
	35
	-
	-
	45
	4
	-
	8
	-
	-

	5
	25
	-
	-
	20
	1
	-
	1
	-
	-

	6
	40
	15
	-
	6
	1
	1
	0
	-
	-

	7
	5
	-
	75
	60
	5
	-
	10
	-
	-

	8
	-
	-
	20
	10
	-
	-
	-
	40
	20

	9
	-
	-
	45
	30
	-
	-
	-
	20
	10

	10
	25
	-
	80
	20
	1
	-
	2
	-
	-

	11
	-
	-
	30
	15
	-
	-
	-
	10
	0

	12
	-
	-
	30
	20
	-
	-
	-
	20
	20

	13
	25
	-
	55
	40
	2
	-
	4
	-
	-

	14
	45
	15
	-
	8
	3
	12
	0
	-
	-

	15
	50
	20
	-
	12
	1
	-
	2
	-
	-

	16
	55
	20
	-
	-
	2
	-
	5
	-
	-

	17
	-
	30
	-
	10
	-
	-
	-
	80
	50

	18
	10
	-
	10
	5
	2
	-
	6
	-
	-

	19
	20
	15
	-
	10
	1
	2,5
	0
	-
	-

	20
	-
	-
	20
	6
	-
	-
	-
	10
	15

	21
	30
	-
	60
	15
	3
	-
	8
	-
	-

	22
	35
	-
	60
	40
	4
	-
	10
	-
	-

	23
	-
	-
	60
	20
	-
	-
	-
	5
	10

	24
	25
	-
	35
	15
	2
	-
	3
	-
	-

	25
	20
	-
	70
	20
	1
	-
	2
	-
	-

	26
	20
	15
	-
	10
	2
	1,2
	0
	-
	-

	27
	-
	15
	-
	5
	-
	-
	-
	60
	30

	28
	20
	-
	50
	25
	1
	-
	1
	-
	-

	29
	12
	-
	35
	15
	4
	-
	6
	-
	-
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Рис. 6.20
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Рис. 6.21
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Рис. 6.22

7. СКЛАДНИЙ РУХ ТОЧКИ

Про складний рух точки говорять у тому випадку, коли точка М рухається відносно деякої системи відліку, яка, в свою чергу, рухається відносно другої системи відліку (рис. 7.1).


[image: image478.emf]1

x

1

y

1

z

1

O

O

x

z

y

M

A

B

D

C

ОТН

V

r

абс

V

r

пер

V

r


Рис. 7.1

Розглядається рух точки М одночасно відносно двох систем відліку, одна з яких вважається умовно нерухомою 
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, прискорення точки у цьому русі – відносним прискоренням 
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Рух рухомої системи відліку 
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Рух точки М відносно нерухомої системи відліку 
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7.1. Складання швидкостей та прискорень у складному русі точки

Залежність між абсолютною, відносною і переносною швидкостями у складному русі дає теорема додавання швидкостей:
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Абсолютна швидкість є діагоналлю паралелограма, побудованого на векторах переносної і відносної швидкостей.

Залежність між абсолютним, переносним і відносним прискоренням точки дає теорема Коріоліса про додавання прискорень:
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Абсолютне прискорення є геометричною сумою трьох прискорень: прискорення в переносному русі, прискорення у відносному русі і прискорення Коріоліса.

Прискорення Коріоліса (поворотне) характеризує зміну відносної швидкості точки у переносному русі і переносної швидкості у відносному русі.
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де 
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 ‑ вектор кутової швидкості рухомої системи (переносна кутова швидкість);
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Модуль прискорення Коріоліса дорівнює 
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Прискорення Коріоліса перетворюється в нуль у трьох випадках:

1) коли 
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Напрямок прискорення Коріоліса визначають або за звичайним правилом знаходження напрямку векторного добутку, або за правилом Жуковського.
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Рис. 7.2
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Рис. 7.3


За правилом Жуковського вектор 
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Якщо переносний рух обертовий або плоский, то завжди 
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 треба обернути на 90о у бік переносного обертання. Це і буде напрям прискорення Коріоліса (рис. 7.3).

Приклад 1. Прямокутна пластина D (рис. 7.4) обертається відносно нерухомої осі за законом 
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Рис. 7.4

Додатний напрямок відліку кута 
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Знайти абсолютну швидкість і абсолютне прискорення точки М у момент часу 
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1. Точка М рухається разом з пластиною 
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Рис. 7.5
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3. Визначення абсолютної швидкості точки М1, коли 
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Переносна швидкість точки М – це швидкість того місця пластини, де у даний момент часу знаходиться точка М:
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Відносна швидкість точки М1 спрямована по дотичній до кола, яке описує радіусом 
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Вектор 
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4. Визначення абсолютного прискорення точки М1, коли 
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Рис. 7.6

Переносне прискорення точки М1 – це прискорення того місця пластини D, де в даний момент часу знаходиться точка М, тобто в місці М1:
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де кутове прискорення при обертальному русі точки М 
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Відносний рух точки М заданий натуральним способом. Тому нормальне прискорення точки М1, яка рухається прямолінійно (
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Дотичне прискорення точки М1 
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Модуль прискорення Коріоліса знаходимо за формулою: (
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Модуль абсолютного прискорення точки М1 - 
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Тоді 
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Відповідь: 
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