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ВСТУП

Теоретична механіка вивчає найбільш загальні закони руху і взаємодії тіл, вважаючи своїм головним завданням пізнання кількісних і якісних закономірностей, що спостерігаються у природі. Вона належить до фундаментальних природничих наук, оскільки природознавство вивчає різні форми руху матерії. Теоретична механіка має велике значення в підготовці інженерних кадрів. Вона є фундаментом для вивчення таких дисциплін, як опір матеріалів, теорія коливань, гідравліка, теорія пружності, аеро- і гідромеханіка, електродинаміка, біомеханіка, теорія автоматичного керування рухомими об'єктами, теорія механізмів і машин, приладів, роботів-маніпуляторів. Знання законів теоретичної механіки дає змогу науково передбачити хід процесів у нових задачах, що виникають при розвитку науки, техніки і технології.

Теоретична механіка – це наука, яка дає універсальні методи складання і аналізу рівнянь руху і рівноваги складних матеріальних систем, що є основою їх моделювання.

Теоретична механіка спирається на знання з аналітичної геометрії, векторної алгебри, математичного аналізу, фізики та інформатики.

Цей навчально-методичний посібник призначений для самостійного оволодіння студентами технічних спеціальностей безвідривної форми навчання факультету післядипломної освіти і заочного навчання курсу теоретичної механіки та виконання індивідуальних завдань для контрольних робіт, які дозволяють закріпити пройдений матеріал курсу.

Теоретична механіка поділяється на три частини: статика, кінематика, динаміка. Статика вивчає умови рівноваги тіл. Кінематика розглядає рух без урахування чинників, що його породжують. Динаміка вивчає рух залежно від чинників, що його викликають, – від взаємодії з іншими тілами.

ЧАСТИНА ПЕРША

1. СТАТИКА

1.1. Предмет статики. Основні визначення і поняття

Статика – розділ механіки, в якому вивчаються методи перетворення сил і з'ясовуються умови рівноваги тіл.

Реальні об'єкти замінюються моделями – абсолютно твердими тілами, відстань між двома точками яких не змінюється.

Реальна взаємодія тіл (об'єктів) замінюється моделлю, механічна взаємодія тіл – силою.

Сукупність таких взаємодій твердого тіла з іншими тілами називається  системою сил, що діють на дане тверде тіло. При розв'язанні задач тверді тіла і діючі на них сили називають схематичними.

У статиці вирішуються дві основні проблеми:

· заміна системи сил, що діють на тверде тіло, простішою;

· визначення умов рівноваги твердих тіл під дією прикладених до них систем сил.

Основні поняття статики ‑ це сила, система сил, абсолютно тверде тіло, вільне тіло.

Сила. Проекція сили на вісь і на площину

Сила 
[image: image1.wmf]F

 як вектор вважається заданою, якщо визначені її модуль, напрям і точка прикладання. Силу можна задавати графічно або аналітично.

Графічно силу зображують у вигляді вектора з указанням її модуля (абсолютної величини довжини вектора) і напрямку.

Напрямок указується стрілкою, а довжина прямолінійного відрізка в масштабі відповідає довжині вектора. Модуль вектора позначається як і сам вектор, але літерами звичайного шрифту  і без риски зверху.

Аналітично силу задають проекціями на осі координат.

Проекцією сили на вісь називається скалярна величина, що дорівнює добутку модуля сили на косинус кута між додатним напрямом осі і напрямком  сили, наприклад на вісь ‘‘x’’ (рис. 1.1).
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Рис. 1.1

Проекції надається знак  “+”, якщо складає гострий кут з додатним напрямом осі, і знак “-”, якщо – тупий.

Проекція сили 
[image: image5.wmf]P

 на вісь, яка їй перпендикулярна, дорівнює нулю:
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Проекцією сили 
[image: image7.wmf]F

 на площину 
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 називається вектор
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, який міститься між проекціями початку і кінця сили на цю площину (рис. 1.2).

Модуль вектора
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 ‑ орти, одиничні вектори, що напрямлені уздовж осей 
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 ‑ проекції вектора сили 
[image: image15.wmf]F

на відповідні осі.
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Рис. 1.2

Проекції сили : 
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Модуль сили: 
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, a її напрям – кут між додатним напрямом осі і напрямом сили:
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 ‑ напрямні косинуси.

Матеріальною точкою називається геометрична точка, якій приписана певна маса-модель матеріального тіла, розмірами якого при певних умовах можна знехтувати. 

Система матеріальних точок механічна система ‑ сукупність матеріальних точок, положення і рухи яких взаємопов'язані між собою.

Абсолютно твердим тілом називається тіло, що складається із системи матеріальних точок, відстань між будь-якими двома його точками залишається незмінною.

Системою сил називається сукупність сил, що діють на тверде тіло або матеріальну точку. Розрізняють три системи сил, що діють на тверде тіло у площині й просторі: збіжна система сил, лінії дії яких перетинаються в одній точці; паралельна система сил, лінії дії яких паралельні між собою; довільна система сил, лінії дії яких не паралельні між собою і всі разом не перетинаються в одній точці.

Еквівалентна система сил така, якою можна замінити систему сил, що діє на тверде тіло, й при цьому характер руху або рівноваги не зміниться. Позначається ”~”.

Pівнодійною 
[image: image24.wmf]R

 називається одна сила , яка еквівалентна заданій системі сил 
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Зрівноважуюча (або еквівалентна нулю) система сил така, що залишає в рівновазі матеріальну точку, на яку вона діє.

Зрівноважуюча сила дорівнює за модулем і протилежна за напрямком до рівнодійної сили 
[image: image26.wmf]R

.

Матеріальна точка перебуває в рівновазі, якщо вона знаходиться у стані спокою або рівномірного прямолінійного руху – принцип інерції.

Система матеріальних точок перебуває в рівновазі, якщо всі точки системи знаходяться у спокої або рухаються рівномірно, прямолінійно з однаковою швидкістю за величиною і напрямком.

1.2. Аксіоми статики (принципи статики)

1. Аксіома про дві сили (рис. 1.3)

Дві сили, що діють на абсолютно тверде тіло, зрівноважуються тоді і тільки тоді, коли вони діють уздовж однієї лінії в протилежні боки і дорівнюються за модулем.


[image: image27.emf]1

F

2

F

Ⱥ

ȼ



[image: image28.wmf]2

1

F

F

-

=



[image: image29.wmf]2

1

F

F

=



Рис. 1.3

2. Додання (виключення) до діючої на тверде тіло будь – якої зрівноваженої системи сил не змінює дію на тіло, не порушує рівновагу (рис. 1.4).

Рух твердого тіла не зміниться від переносу точки прикладення сили вздовж її лінії дії в будь-яку іншу точку тіла. 
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Рис. 1.4

3. Аксіома про паралелограм сил.

Рівнодійна двох сил, прикладених до тіла в одній точці, дорівнює векторній сумі цих сил і прикладена в тій самій точці (рис. 1.5).
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Рис. 1.5

Модуль рівнодійної сили 
[image: image33.wmf]R

 визначається за теоремою косинусів:
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Напрямок рівнодійної двох сил визначається діагоналлю паралелограма, побудованого на цих силах.

На основі аксіоми 3 будь-яке число сил, прикладених в одній точці, можна складати геометрично. Рівнодійну сил визначають як векторну суму цих сил (рис. 1.6).
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Рис. 1.6

Для цього з кінця вектора, що дорівнює першій силі 
[image: image36.wmf]1
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, відкидаємо вектор, що дорівнює силі
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F

, і т.д. З’єднуючи початок першого вектора 
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з кінцем останнього 
[image: image39.wmf]n

F

, знаходимо рівнодійну силу:
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Цей многокутник називається многокутником сил, або силовим многокутником.

4. Закон дії і протидії (3-й закон Ньютона). 

При деякій дії одного тіла на друге має місце протидія, чисельно рівна, але протилежна за напрямком (рис. 1.7).

Сили дії і протидії 
[image: image41.wmf](
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 дорівнюються за модулем, діють уздовж однієї лінії в протилежному напрямку, але прикладені до різних тіл. Тому сили дії і протидії не врівноважені.
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Рис. 1.7

5. Принцип тверднення. Рівновага деформованого (змінюваного) тіла, яке знаходиться під дією даної системи сил, не порушується, якщо його вважати затверділим (абсолютно твердим). Сенс аксіоми полягає в тому, що при вивченні руху деформованих тіл можна користуватися правилами теоретичної механіки, які отримані для твердих тіл.

Система матеріальних точок називається вільною, якщо на рух цих точок не накладено обмежень. У протилежному разі система матеріальних точок називається невільною.

Тіла, або поля, що обмежують свободу руху системи матеріальних точок або твердого тіла, називаються в’язами.

6. Аксіома про звільнення від в’язів. Не змінюючи механічного стану (руху або рівноваги) системи матеріальних точок або твердого тіла, в’язь, накладену на систему або тверде тіло, можна відкинути, замінивши дію в’язі її реакцією, прикладеною до цього тіла або системи в точці взаємодії тіла і в’язі.

Невільні матеріальні точки, систему матеріальних точок або тверде тіло можна розглядати як вільні, якщо їх звільнити від в’язів, заміняючи дію останніх їхніми реакціями.

1.3. В’язі і їхні реакції

Сила, з якою в’язь діє на тіло, називається реакцією в’язі і спрямована у бік, протилежний тому, в якому в’язь не дає тілу можливості переміщатися.

Модуль реакції в’язів визначається у процесі розв’язання задач.

Від виду в’язів і її конструктивного виконання залежить напрямок реакції в’язів (може бути частково або повністю відомою).

Рекомендації щодо напрямку реакції в’язів або її складових по осях координат 
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 залишаються корисними і їх величини знаходять з умов рівноваги.

1) Гладка поверхня (плоскість) (рис. 1.8):
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Рис. 1.8

Реакція ідеально гладкої поверхні напрямлена по нормалі від поверхні і позначається через 
[image: image45.wmf]N


2) Нитка (рис. 1.9):
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Рис. 1.9

Реакція нитки напрямлена вздовж нитки до точки її закріплення А і позначається через 
[image: image47.wmf]T

.

3) Невагомий стержень, що з’єднує два шарніри А, В. Реакція спрямована вздовж лінії, що з’єднує шарніри (рис. 1.10):
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Рис. 1.10

4) Котки (рухомі шарніри) (рис. 1.11):
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Рис. 1.11

Реакція котка напрямлена перпендикулярно до опорної площини котка.

5. Нерухомий шарнір, циліндричний (підшипник) (рис. 1.12):
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Рис. 1.12

Напрям реакцій таких в’язів заздалегідь визначити не можна. Невідомий вектор реакції в’язі 
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 в площині визначається двома складовими 
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6. Сферичний шарнір (кульковий шарнір) (рис. 1.13):
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Рис. 1.13

Реакція 
[image: image61.wmf]A
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сферичного шарніра складається з трьох її проекцій на три координатні осі 
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7. Підп’ятник (радіально упорний підшипник) (рис. 1.14):
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Рис. 1.14

Як і кульковий шарнір, підп’ятник має три складові просторові: 
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8. Жорстке защемлення ‑ тут три невідомі величини (рис. 1.15):
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Рис. 1.15

Реакція жорсткого защемлення складається із сили 
[image: image70.wmf]A
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 та пари сил з моментом 
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9. Шорстка поверхня (рис. 1.16):
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Рис. 1.16

Реакція 
[image: image73.wmf]A
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 шорсткої поверхні розкладається на дві складові:
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 дотичну, напрямлену  по дотичній 
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 до поверхні.

Дотична складова реакції 
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 є силою тертя.

Сила тертя дорівнює 
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де
f ‑ коефіцієнт тертя ковзання, 

нормальна складова реакції 
[image: image79.wmf]n
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 дорівнює вазі тіла, 
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1.4. Найпростіші теореми статики

Теорема про силу як ковзний вектор

Дія сили на тверде тіло не зміниться, якщо перенести силу по лінії її дії в будь-яку точку (рис. 1.17) (наприклад, з точки А в точку В)
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Рис. 1.17

Теорема про три сили

Якщо абсолютно тверде тіло перебуває в рівновазі під дією трьох непаралельних сил 
[image: image82.wmf](
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 і лінії дії двох сил 
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 перетинаються, то всі сили лежать в одній площині і їхні лінії дії перетинаються в одній точці 
[image: image84.wmf](
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 (рис. 1.18).
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Рис. 1.18

Теорема про проекцію рівнодійної на вісь

Ця теорема відома з векторної алгебри. Проекція векторної (геометричної) суми на вісь дорівнює алгебраїчній сумі проекцій складових вектора на цю саму вісь (рис. 1.19)
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Рис. 1.19

1.5. Система збіжних сил. Умови рівноваги системи 

збіжних сил (рис. 1.20)
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Рис. 1.20

Користуючись аксіомою про паралелограм сил, рівнодійна 
[image: image90.wmf]R

 системи збіжних сил 
[image: image91.wmf]12n
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 визначається графічно як замикальна сторона многокутника сил:
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Аналітично рівнодійну силу можна визначити за її проекціями на осі прямокутної системи координат (рис. 1.20) за теоремою про проекції векторної суми на осі координат.
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де 
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 ‑ проекції відповідних сил на осі координат.

Подамо рівнодійну 
[image: image97.wmf]R

 у вигляді розкладання по ортах: 
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Тоді її модуль 
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Напрямні косинуси рівнодійної сили:
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Теорема. Для рівноваги просторової системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб рівнодійна сила дорівнювала нулю 
[image: image104.wmf]R0

=

. Ця умова є геометричною умовою рівноваги збіжної системи сил. 

Оскільки 
[image: image105.wmf]n
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, то многокутник сил має бути замкненим, тобто кінець останньої сили 
[image: image106.wmf]n
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 збігається з початком першої сили.

Умови рівноваги системи збіжних сил в аналітичній формі формулюються так: для рівноваги просторової системи збіжних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій сил на три взаємно перпендикулярні осі дорівнювали нулю:


[image: image107.wmf]n

іх

і1

F0

=

=

å

;


[image: image108.wmf]n

іу

і1

F0

=

=

å

; 


[image: image109.wmf]n

іz

і1

F0

=

=

å


1.6. Методичні вказівки для розв’язання задач про рівновагу

Послідовність вирішення задач про рівновагу.

1. Прочитавши умови задачі й виписавши вихідні дані, слід визначити об’єкт дослідження, тобто те тіло, рівновагу якого треба розглянути.

2. Зобразити діючі на тіло активні сили.

3. Маючи на увазі аксіому про звільнення від в’язів, звільнити тіло від в’язів і розглядати його як вільне, але під дією не тільки активних сил, а й реакцій в’язів.

4. Вибрати систему координат.

5. Залежно від характеру одержаної системи сил застосувати відповідні умови рівноваги.

6. Скласти рівняння, розв’язати і проаналізувати їх.

7. Скласти перевірочні рівняння результатів рішення.

Приклад 1. Однорідна куля вагою 
[image: image110.wmf]Р12н
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, що дотикається до гладенької вертикальної стінки, утримується в рівновазі мотузкою (рис. 1.21). Визначити натяг мотузки і тиск кулі на стінку, якщо мотузка із стіною утворює кут 
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Рис. 1.21

Розв’язання. Оскільки відома сила 
[image: image113.wmf]Р

 прикладена до кулі, то розглянемо рівновагу кулі. В’язами для кулі є стінка і мотузка. Оскільки стінка гладенька, то реакція 
[image: image114.wmf]R

 буде перпендикулярна до стінки; реакція мотузки 
[image: image115.wmf]Т

 має бути спрямована вздовж мотузки до точки підвісу 
[image: image116.wmf]А

.

Відкидаємо в’язі та замінюємо їхню дію реакціями. Якщо визначимо реакції 
[image: image117.wmf]R

 і 
[image: image118.wmf]Т

, то тим самим знайдемо тиск кулі на стіну й натяг мотузки (це сили протидії й вони напрямлені в бік, протилежний реакціям 
[image: image119.wmf]R

 і 
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Оскільки сили 
[image: image121.wmf]Р

, 
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 і 
[image: image123.wmf]Т

 задовольняють теорему про три сили, то для рівноваги кулі необхідно і достатньо, щоб силовий трикутник був замкненим, тобто виконувалась геометрична умова рівноваги збіжних сил.

Для побудови трикутника вибираємо довільну точку 
[image: image124.wmf]1
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 і відкладаємо в певному масштабі силу 
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. Із її кінця проводимо лінію, що рівнобіжна до лінії дії однієї з реакцій, наприклад 
[image: image126.wmf]Т

. Із умови замкненості силового трикутника кінець сили 
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 має прийти в точку 
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. Тому проводимо з 
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 лінію, що рівнобіжна силі 
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. Точка перетину двох ліній єдиним чином визначає величини сил 
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 і 
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Для запису умов рівноваги збіжних сил в аналітичній формі обираємо систему координат 
[image: image133.wmf]ХОУ

.

Записуємо систему алгебраїчних рівнянь:
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З рівняння (2) знаходимо 
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З рівняння (1) знаходимо 
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Перевіркою рішення є порівняння результатів, що отримані двома способами.

Відповідь: 
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Приклад 2. Тягар 
[image: image144.wmf]Q

 ваги 
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 підвішений в точці 
[image: image146.wmf]D

, як зображено на рис.1.22. Кріплення стержнів у точках 
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 шарнірне. Знайти реакції в’язів 
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Рис. 1.22

Розв’язання.

1. Об’єкт дослідження – точка 
[image: image150.wmf]D

.

2. Тягар 
[image: image151.wmf]Q

 діє з силою 
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 на точку
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.

3. Реакції в’язів 
[image: image154.wmf]АВС
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 спрямовані вздовж ліній, які з’єднують шарніри.

4. Точка 
[image: image155.wmf]D

 знаходиться під дією системи збіжних сил 
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 у просторі.

Аналітичні умови рівноваги:
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5. Складаємо систему алгебраїчних рівнянь: 
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Розв’язуючи систему трьох рівнянь відносно трьох невідомих 
[image: image162.wmf]АВС
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, знаходимо, що 
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Відповідь: 
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Статично означені й статично неозначені системи

При розв’язанні задач про рівновагу невільних тіл невідомими є реакції накладених в’язів. Число невідомих залежить від кількості й типів в’язей. Задачу статики можна розв’язати лише тоді, коли кількість невідомих не перевищує кількості рівнянь рівноваги. Тобто у випадку просторової системи збіжних сил кількість невідомих не повинна перевищувати трьох, а плоскої – двох. Такі задачі називають статично-означеними, якщо ж ці умови не виконуються – статично-неозначеними, тобто такі задачі не можна розв’язати за допомогою тільки умов рівноваги статики. Для вирішення статично-неозначених задач необхідні рівняння, які можна отримати тільки за допомогою методів прикладної механіки.

Запитання для самоконтролю

1. Що вивчає теоретична механіка?

2. У чому полягає різниця між твердим тілом, що вивчається в теоретичній механіці, й звичайним твердим тілом?

3. На які розділи поділяють теоретичну механіку?

4. Сформулюйте принцип інерції.

5. Якими трьома параметрами визначається сила, що діє на тверде тіло?

6. Які дві системи сил називають зрівноваженими?

7. Чому дія і протидія не є зрівноваженою системою сил?

8. Які кваліфікації сил застосовують у механіці?

9. Які системи сил називають еквівалентними?

10. Охарактеризуйте поняття “рівнодійна”.

11. Назвіть найпростішу зрівноважену систему сил.

12. Яку систему сил можна додавати і відкидати, не змінюючи рухів тіл?

13. Як можна переносити силу, щоб рух твердого тіла не змінився?

14. Чому дорівнює рівнодійна двох сил, що прикладені до однієї точки?

15. У чому полягає принцип тверднення?

16. Що називають в’яззю і що є її реакцією?

17. Назвіть головні типи в’язів та можливі напрямки їхніх реакцій.

18. У чому полягає сенс аксіоми в’язів?

19. Чому дорівнює проекція сили на вісь і на площину?

20. Як встановити модуль сили за її проекціями?

21. Що таке напрямні косинуси, як їх можна знайти, якщо проекції сили задані?

22. Сформулюйте теорему про проекцію рівнодійної збіжної системи сил на вісь.

23. Сформулюйте умови рівноваги збіжних сил.

24. За яких умов тверде тіло буде знаходитися в рівновазі під дією однієї сили? Двох сил? Трьох сил?

2. Момент сили відносно центра та осі.

 Момент пари сил

2.1. Момент сили. Векторний і алгебраїчний моменти сили

відносно центра

Векторний момент сили 
[image: image167.wmf]F

r

 відносно центра 
[image: image168.wmf]О

 дорівнює векторному добутку радіуса вектора точки 
[image: image169.wmf]А

 прикладення сили відносно цього центра на вектор сили: 
[image: image170.wmf]0
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Рис. 2.1

Модуль векторного моменту:
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Тут 
[image: image173.wmf]h

 ‑ плече сили, тобто довжина перпендикуляра, який проведений із центра до лінії дії сили.

Вектор 
[image: image174.wmf]0

М

r

 спрямований у той бік, звідки обертаюча дія сили згідно з центром 
[image: image175.wmf]О

 видна спрямованою проти ходу годинникової стрілки.

Алгебраїчним моментом сили відносно точки (центра) називається величина, яка дорівнює взятому з відповідним знаком добутку модуля сили на плече: 
[image: image176.wmf](
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.

Отже, момент сили 
[image: image177.wmf]F

 відносно центра 
[image: image178.wmf]О

 чисельно дорівнює добутку модуля сили на плече 
[image: image179.wmf]h

 і напрямлений перпендикулярно до площини, що проходить через точку 
[image: image180.wmf]О

 і лінію дії сили, в той бік, звідки обертання тіла під дією сили 
[image: image181.wmf]F

 навколо точки 
[image: image182.wmf]О

 (або найкоротший поворот вектора 
[image: image183.wmf]r

 до напряму вектора 
[image: image184.wmf]F

) спостерігач бачить таким, що відбувається проти ходу годинникової стрілки. Спостерігач дивиться назустріч вектора-моменту (рис. 2.1, 2.2).
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Рис. 2.2

Очевидно, момент сили відносно центра має всі властивості векторного добутку.
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Розкриваючи цей визначник за елементами першого рядка і розкладаючи вектор 
[image: image187.wmf]0
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 на складові 
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 по осях координат, одержимо
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Порівнюючи ліву й праву частини рівності, маємо аналітичні вирази моменту сили відносно осей 
[image: image190.wmf]х,у,z

:


[image: image191.wmf]0

хzу

0

ухz

0z

ух

М(F)уFzF

М(F)zFхF

М(F)хFуF

ü

=-

ï

=-

ý

ï

=-

þ


Ці формули легко одержати, користуючись правилом циклічної перестановки індексів


[image: image192.emf]x

z

y


Модуль і напрям моменту сили відносно центра можна визначити ще так:
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Із визначення моменту сили відносно центра маємо:

1. Якщо перемістити силу вздовж лінії її дії, то момент сили відносно центра не зміниться.

2. Момент сили відносно центра завжди дорівнює нулю, коли лінія дії сили проходить через центр (у цьому випадку плече 
[image: image197.wmf]h

 дорівнює нулю).

3. Момент сили відносно точки чисельно дорівнює подвоєній площі трикутника 
[image: image198.wmf]OAB

 (рис. 2.3), побудованого на силі 
[image: image199.wmf](
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 і центрі моменту 
[image: image200.wmf](

О)

.

Методичні вказівки для визначення моменту сили відносно точки 
[image: image201.wmf]О

 (рис. 2.3).


[image: image202.emf]0

М

r

�

Ⱥ

ȼ

a

a p-

K

r

r

F

r


Рис. 2.3

1. Провести лінію дії сили (пряма 
[image: image203.wmf]AB

).

2. З обраної точки 
[image: image204.wmf]О

 провести перпендикуляр на лінію дії сили (довжина перпендикуляра 
[image: image205.wmf]h

 - плече сили 
[image: image206.wmf]F

 відносно центра 
[image: image207.wmf]О

).

3. Скласти добуток модуля сили на плече 
[image: image208.wmf](Fh)

×

.

4. Взяти знак “+” якщо сила 
[image: image209.wmf]F

 прагне обертати площину відносно точки 
[image: image210.wmf]О

 проти руху годинникової стрілки, і знак “-” якщо за стрілкою годинника:
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Теорема про момент рівнодійної просторової системи збіжних сил (теорема Варіньона).

Момент рівнодійної просторової збіжної системи сил відносно довільного центра дорівнює векторній (геометричній) сумі моментів складових сил відносно того самого центра:
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Рівнодійна 
[image: image213.wmf]R

 збіжної системи сил дорівнює їх геометричній сумі 
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Тоді з визначення моменту сили відносно центру 
[image: image215.wmf]О

 маємо 
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Якщо сили і центр 
[image: image217.wmf]О

 розміщені в одній площині, то їхні моменти перпендикулярні до цієї площини і лежать на одній прямій. Тому момент рівнодійної такої системи сил дорівнює алгебраїчній сумі моментів складових сил відносно цієї точки.
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Рис. 2.4
Приклад вживання теореми Варіньона наведено на рис. 2.4.
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Обчислюючи ж момент сили 
[image: image220.wmf]F

 відносно центра 
[image: image221.wmf]О

 по визначенню, маємо 
[image: image222.wmf]0
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, однак визначити плече 
[image: image223.wmf]h

 сили 
[image: image224.wmf]F

, якщо дані координати точки 
[image: image225.wmf]А

, дещо складніше.

2.2. Момент сили відносно осі

Моментом сили відносно осі називається скалярна величина, яка дорівнює моменту проекції цієї сили на площину, перпендикулярну до осі відносно точки перетину осі цією площиною (рис. 2.5).
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Рис. 2.5

Можна також розкласти силу на складові, які паралельні осям, і взяти суму моментів відносно точки перетину осі з перпендикулярною до неї площиною. Наприклад (рис. 2.5):
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Момент сили відносно осі дорівнює проекції моменту сили відносно будь-якої точки осі на цю вісь, тобто 
[image: image228.wmf]z0
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.

Якщо сила паралельна або перетинає вісь, то 
[image: image229.wmf]z

M0

=

.

Моментом сили відносно осі називається проекція на цю вісь моменту сили відносно будь-якої точки, що лежить на цій осі.

При розв’язуванні конкретних задач моменти сил відносно осей зручно обчислювати за такими правилами:

1. Проводимо довільну площину 
[image: image230.wmf]N

, перпендикулярну до осі 
[image: image231.wmf]OZ

, і знаходимо точку 
[image: image232.wmf]O

 перетину цієї площини з віссю.

2. Проектуємо сили 
[image: image233.wmf]F

 на зазначену площину 
[image: image234.wmf]N(xoy)

. 
[image: image235.wmf]xy

F

 – проекція сили 
[image: image236.wmf]F

 на площину 
[image: image237.wmf]N

.

3. З точки перетину осі 
[image: image238.wmf]Z

 з цією площиною проводимо перпендикуляр на лінію дії проекції сили – 
[image: image239.wmf]h

. 

4. Обчислюємо момент проекції 
[image: image240.wmf]xy

F

 сили 
[image: image241.wmf]F

 на цю площину відносно точки 
[image: image242.wmf]O

:
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5. Визначаємо знак моменту: взяти знак “+”, якщо з додатного кінця осі 
[image: image244.wmf]Z

 видно, що проекція сили 
[image: image245.wmf]xy

F

 намагається повернути площину навколо осі проти ходу годинникової стрілки, і знак “-”, якщо за стрілкою годинника.

6. Скориставшись теоремою Варіньона, можна розкласти проекцію сили 
[image: image246.wmf]xy

F

 на складові, які паралельні осям координат, і взяти суму моментів відносно точки перетину осі з площиною 
[image: image247.wmf]N

, як було визначено раніше.

Приклад визначення моменту сили відносно координатних осей (рис. 2.6).
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Рис. 2.6
Знайти моменти відносно осей 
[image: image249.wmf]X,Y,Z

 сил 
[image: image250.wmf]G

 і 
[image: image251.wmf]Q

, які діють на плиту 
[image: image252.wmf]ABCO

, розташовану горизонтально.

Розв’язання.

1. Сила 
[image: image253.wmf]G

 паралельна вісі 
[image: image254.wmf]Z

, перпендикулярна до осей 
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 і 
[image: image256.wmf]Y

, і знаходиться від них на відстані 
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Тоді 
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2. Момент сили 
[image: image263.wmf]Q

 відносно осей 
[image: image264.wmf]X,Y,Z

 знайдемо трьома методами.

Перший метод. Для знаходження 
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Для знаходження 
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 необхідно знайти плече сили 
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 відносно точки 
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, яка належить осі 
[image: image273.wmf]OY

 (рис. 2.7).


[image: image274.emf]B

C

a

Q

h

D


Рис. 2.7
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Тоді
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Для знаходження 
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 проектуємо силу 
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 на площину 
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Другий метод. З аналітичних формул моменту сили відносно координатних осей маємо
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де 
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 – координати точки 
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, прикладення сили 
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.
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 – проекції сили на вісі 
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Третій метод. Скористаємось теоремою Варіньйона і розкладемо силу 
[image: image299.wmf]Q

  на дві складові на осі 
[image: image300.wmf]OX

 OZ: 
[image: image301.wmf]x

Q

 і 
[image: image302.wmf]z

Q

 (рис. 2.8).
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Рис. 2.8
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За теоремою Варіньона маємо:
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 перетинає вісь 
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2.3. Момент пари сил (рис. 2.9)
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Рис. 2.9

Пара сил – це система двох чисельно рівних паралельних сил, спрямованих у протилежні боки 
[image: image319.wmf]FF
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.

За міру механічного впливу пари сил на тверде тіло приймається векторний момент пари 
[image: image320.wmf]M(F,F)

¢

, який дорівнює векторному добутку радіуса-вектора точки прикладання однієї з сил пари відносно точки прикладання другої сили на вектор першої сили:
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.

Сума моментів сил пари відносно осі дорівнює проекції векторного моменту пари на цю вісь.

Для пари сил, які лежать у одній площині, вводиться поняття алгебраїчного моменту пари, який дорівнює з відповідним знаком добутку модуля однієї з сил пари на плече, тобто на відстань між лініями дії сил пари.
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Рис. 2.10

Площина 
[image: image324.wmf]N

 (рис. 2.10) називається площиною дії пари сил
[image: image325.wmf](

)

F

,

F

¢

. Плечем пари 
[image: image326.wmf]d

 називається найкоротша відстань між лініями дії пари.

Вектор момент 
[image: image327.wmf]M

 пари 
[image: image328.wmf]F,F

¢

 спрямований перпендикулярно до площини дії пари сил у той бік, звідки спостерігач бачить пару сил, яка намагається повернути площину проти ходу годинникової стрілки.

Деякі властивості пар сил, що лежать в одній площині:

1. Алгебраїчна сума моментів сил пари відносно будь-якого центра 
[image: image329.wmf]O

 в площині пари не залежить від вибору цього центра і дорівнює моменту цієї пари (рис. 2.11):
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Рис. 2.11

2. Пара сил визначається лише двома параметрами: площиною дії та моментом. Пара сил не має рівнодійної, сили пари не врівноважені, тому що напрямлені паралельно. Пара сил становить зрівноважену систему (систему сил, еквівалентну нулю) тоді і тільки тоді, коли момент пари дорівнює нулю.

3. Не змінюючи дії пари сил на тверде тіло, її можна переносити і довільно повертати в площині дії, змінюючи величину сили, що входить у неї, і довжину плеча так, щоб момент пари залишався незмінним (рис. 2.12).
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Рис. 2.12
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4. Пару сил можна переносити в будь-яку площину, паралельну площині дії цієї пари.

5. Декілька пар сил, довільно розміщених у просторі, можна замінити однією парою, момент якої дорівнює геометричній сумі моментів складових пар:
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6. Вектор момент пари сил є вільний, ковзний і математично визначений у вигляді 
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Момент пари цілком визначає статичну дію пари сил на тверде тіло, тобто є повною характеристикою механічної дії пари сил на це тіло.

7. Дві пари сил, що лежать в одній або паралельних площинах і мають однакові за величиною, але протилежні за напрямом моменти, становлять систему пар сил, еквівалентну нулю.

8. Умова рівноваги системи пар сил: 
[image: image340.wmf]n
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Запитання для самоконтролю

1. Як визначити момент сили відносно центра?

2. Коли момент сили відносно центра дорівнює нулю?

3. В яких випадках момент сили відносно осі дорівнює нулю?

4. Чому проекція моменту сили на вісь не залежить від положення точки на цій осі?

5. Чому пара сил не має рівнодійної?

6. Який вектор у статиці є прикладеним вектором, ковзним вектором або вільним вектором?

7. Які властивості має пара сил?

8. Чому момент сили відносно центра, або момент пари сил не змінюється при переміщенні сили вздовж лінії її дії?

9. При якому напрямі силі її момент відносно даної осі є найбільшим?

3. Довільна просторова система сил

і умова її рівноваги

Довільною просторовою системою сил називається система сил, як завгодно розташованих у просторі.

Лема про паралельне перенесення лінії дії сили. Не змінюючи статичного стану твердого тіла, силу, прикладену до цього тіла, можна перенести у будь-яку точку паралельно самій собі, додаючи при цьому приєднану пару. Момент приєднаної пари дорівнює моменту цієї сили відносно центра зведення (рис. 3.1).
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Рис. 3.1

3.1. Основна теорема статики. Головний вектор

і головний момент системи сил

Приведення довільної просторової системи сил до центра (рис. 3.2).

Довільну систему сил можна замінити однією силою, яка дорівнює головному вектору системи і прикладена до центру приведення (довільна точка), і однією парою сил, момент якої дорівнює головному моменту системи відносно тієї ж точки.
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Рис. 3.2

Головний вектор 
[image: image345.wmf]0
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 дорівнює геометричній сумі сил:
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Модулі і напрямні косинуси головного вектора визначаються виразами
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Проекції головного вектора на осі координат:
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Головний момент відносно будь-якого центра 
[image: image354.wmf]0
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 дорівнює геометричній сумі векторних моментів усіх сил системи відносно того ж центра (точки О):
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Модуль головного моменту 
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 та його напрямні косинуси визначаються виразами
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Проекції головного моменту на осі координат 
[image: image361.wmf]0x0y0z

M,M,M

 дорівнюють алгебраїчним сумам моментів усіх сил відносно осей 
[image: image362.wmf]OX,OY,OZ

, що проходять через центр зведення О:
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Варіанти зведення сил.

1) 
[image: image366.wmf]0
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 – система є еквівалентною одній силі, яка називається рівнодійною даній системі сил. При цьому відповідно до теореми Варіньйона якщо система сил приводиться до рівнодійної відносно будь-якої точки (осі) момент рівнодійної дорівнює сумі моментів, що складають систему сил відносно тієї ж точки (осі).

2) Для плоскої системи сил – головний момент системи сил відносно будь-якого центра дорівнює алгебраїчній сумі моментів усіх сил відносно цього центра:
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3) Якщо 
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, то система паралельних сил приводиться до рівнодіючої прикладенням у точці, яку називають центром паралельних сил.

Окремим випадком паралельних сил є розподілені сили, що характеризуються інтенсивністю розподілення 
[image: image370.wmf]ú
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. У розрахунках це навантаження доцільно замінити рівнодіючою, що дорівнює площині епюри розподілених сил, і прикладеній у центрі епюри паралельних сил.

Для найбільш поширених випадків
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Рис. 3.3

3.2. Умови рівноваги довільної просторової системи сил

Для рівноваги довільної просторової системи сил (система сил була еквівалентна нулю) необхідно і достатньо, щоб головний вектор і головний момент цієї системи відносно будь-якої точки О дорівнювали нулю, тобто 
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Ці умови називаються умовами рівноваги довільної системи сил у векторній (геометричній) формі. Умови рівноваги довільної просторової системи сил в аналітичній формі:
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Отже, для рівноваги довільної просторової системи сил необхідно і достатньо, щоб суми проекцій усіх сил на координатні осі та суми моментів цих сил відносно осей координат дорівнювали нулю.

При розв’язуванні задач про рівновагу просторової системи сил, прикладених до твердого тіла, з рівнянь можна визначити шість невідомих величин.

Приклад 1.
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Рис. 3.4

На горизонтальний вал (рис. 3.4), що лежить у підшипниках А і D, діють сили 
[image: image384.wmf]F

 і 
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. Сили 
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 діють в площині шківів B і C, радіуси яких становлять 
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. У стані рівноваги сила 
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, сила 
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 відхилена від горизонту на кут 
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. Дано розміри: 
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. Визначити силу 
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 і реакції підшипників А і D, коли 
[image: image397.wmf]Q1
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Розв’язання. Розглянемо рівновагу вала, на який діють активні сили 
[image: image398.wmf]F

 і 
[image: image399.wmf]Q

. В’язами для нього є підшипники А і D. Згідно з аксіомою про в’язі, звільняємо вал від в’язів і замінюємо їх реакціями, 
[image: image400.wmf]A
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 і 
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, що лежать у площинах, перпендикулярних до осі підшипників А і D. Візьмемо систему координат, як показано на рис. 3.4. Невідомі реакції 
[image: image402.wmf]A
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 і 
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 подаємо складовими 
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, які треба визначити.

Для розв’язання задачі скористаємось умовами рівноваги довільної просторової системи сил в аналітичній формі:
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У цьому прикладі друга умова виконується тотожно, оскільки проекції всіх сил, у тому числі реакцій в’язів на вісь 
[image: image411.wmf]AY

 дорівнюють нулю. З п’яти умов рівноваги, що залишилися, слід визначити п’ять невідомих величин: 
[image: image412.wmf]AADD
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 – задача статично визначена.

Щодо заданою задачі умови рівноваги мають вигляд.
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Звідси з шостої умови
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з третьої умови


[image: image421.wmf]AD

zzFQsin300,65210,51,85

кН

=---×=--×=-

o

,

з першої умови
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Відповідь: 
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Знаки “-” реакцій в’язів 
[image: image428.wmf]AADD
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 означають, що справжнє напрямлення цих складових протилежне показаним на рисунку.

Приклад 2.
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Рис. 3.5

На горизонтальний вал 
[image: image430.wmf]AB

 (рис. 3.5) насаджені зубчасте колесо 
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 радіуса 
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 по дотичній діє горизонтальна сила 
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 по дотичній діє вертикальна сила 
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. Дано розміри: 
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 і реакції підшипників 
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 в рівновазі.

Розв’язання. Розглянемо рівновагу вала разом з зубчастим колесом 
[image: image445.wmf]C

 і шестернею 
[image: image446.wmf]D

. В’язами для нього є підшипники 
[image: image447.wmf]A

 і 
[image: image448.wmf]B

. Звільнимо вал від в’язів, невідомі реакції в’язів 
[image: image449.wmf]A

 і 
[image: image450.wmf]B

 подамо складовими. Невідомі складові лежать у площинах, перпендикулярних до осі підшипників - 
[image: image451.wmf]A

, 
[image: image452.wmf]B

. Обираємо систему координат, як показано на рис. 3,5, тобто в точці 
[image: image453.wmf]A

 початок координат. Тоді невідомими реакціями в’язів є 
[image: image454.wmf]AABB

z,y,z,y

, які і треба визначити.

У цьому прикладі з шести умов рівноваги довільної просторової системи сил залишиться також п’ять рівнянь, тому що перша умова виконується тотожно – проекції усіх сил на вісь Ах дорівнюють нулю.

З п’яти умов рівноваги слід визначити п’ять невідомих величин: 
[image: image455.wmf]AABB

z,y,z,y

 і 
[image: image456.wmf]P

 - задача статично визначена.

Умови рівноваги вала 
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:
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Звідси
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Відповідь: 
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Реакції 
[image: image473.wmf]AABB
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 - спрямовані у напрямку, протилежно визначеному на рисунку.

3.3. Умови рівноваги просторової системи паралельних сил

Для рівноваги просторової системи паралельних сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна сума проекцій усіх сил на вісь, паралельну силам, дорівнювала нулю і алгебраїчні суми моментів цих сил відносно двох інших координатних осей дорівнювали нулю (рис. 3.6).
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Рис. 3.6

У цьому випадку можна напрямити вісь 
[image: image475.wmf]OZ

 паралельно силам. Тоді з умов рівноваги просторової довільної системи сил залишаться лише три рівняння, а інші три перетворяться в тотожності.

Проекції сил 
[image: image476.wmf]12n

F,F,...,F

 на осі 
[image: image477.wmf]OX

 і 
[image: image478.wmf]OY

 дорівнюють нулю, оскільки вони перпендикулярні до площини 
[image: image479.wmf]XOY

. Оскільки сили паралельні осі 
[image: image480.wmf]OZ

, то їхні моменти відносно цієї осі також дорівнюють нулю. Тоді з шести рівнянь рівноваги довільної просторової системи сил залишаються лише три:
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Зазначимо, що для статичної визначеності задач, які розв’язуються, число невідомих в рівняннях рівноваги не повинно перевищувати трьох.

3.4. Умови рівноваги довільної плоскої системи сил
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Рис. 3.7

Система сил 
[image: image488.wmf]12n

F,F,...,F

 задана у площині 
[image: image489.wmf]XOY

 (рис. 3.7). За центр зведення візьмемо довільну точку 
[image: image490.wmf]O

, що належить цій площині. Головний момент 
[image: image491.wmf]0

M

 цієї системи сил перпендикулярний до площини 
[image: image492.wmf]XOY

, якій належать сили. Головний вектор 
[image: image493.wmf]R

 також лежить у площині 
[image: image494.wmf]XOY

 дії сил.

З шести рівнянь рівноваги просторової довільної системи сил залишаються лише три:
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Для рівноваги довільної плоскої системи сил необхідно і достатньо, щоб алгебраїчні суми проекцій сил на дві взаємно перпендикулярні осі і алгебраїчна сума моментів відносно довільно вибраної точки дорівнювали нулю.

Число невідомих у рівняннях рівноваги для довільної плоскої системи сил не повинно перевищувати трьох, тоді задача буде статично визначеною. 

У випадку, якщо вісь 
[image: image498.wmf]OX

 не перпендикулярна до прямої 
[image: image499.wmf]AB

, рівняння рівноваги можна подати у вигляді
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Якщо три точки 
[image: image503.wmf]O,A,B

 не лежать на одній прямій, всі три рівняння рівноваги можна подати у вигляді рівнянь моментів відносно цих точок:
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Такими рівняннями рівноваги довільної плоскої системи сил користуються при визначенні зусиль у стержнях ферми способом Ріттера. 

За центр моментів доцільно взяти точку, в якій перетинається найбільша кількість ліній дії невідомих сил (тоді моменти сил відносно цієї точки дорівнюватимуть нулю). 

Якщо дві невідомі сили взаємно перпендикулярні, то осі координат доцільно направити по лініях дії цих сил. 

Приклад 1. На рис. 3.8,а показаний брус, вісь якого є ломана лінія. Брус навантажений зосередженою силою 
[image: image507.wmf]P10
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=

, розподіленим навантаженням постійної інтенсивності 
[image: image508.wmf]q2
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, а також моментом 
[image: image509.wmf]M8

кНм
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. Рівновага навантаженого бруса забезпечується його спиранням в точках 
[image: image510.wmf]A

 і 
[image: image511.wmf]B

 на шарнірі (рухомий та нерухомий). Необхідно визначити величини реакцій у шарнірах 
[image: image512.wmf]A

 і 
[image: image513.wmf]B

.
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Рис. 3.8
Розв’язання.

Розглянемо рівновагу бруса 
[image: image516.wmf]AB

. Обираємо осі 
[image: image517.wmf]X

 і 
[image: image518.wmf]Y

 прямокутної системи координат, як показано на рис. 3.8,б. Точку 
[image: image519.wmf]A

 обираємо за початок координат. За аксіомою про звільнення від в’язів замінимо їх дію реакціями: у точці 
[image: image520.wmf]A

 - 
[image: image521.wmf]A

R

 (рухомий шарнір) – реакція перпендикулярна до площини опору, в точці 
[image: image522.wmf]B

 - 
[image: image523.wmf]BB

x,y

 (нерухомий шарнір) – невідома реакція його визначається двома складовими 
[image: image524.wmf]B

y

 і 
[image: image525.wmf]B

x

 по осях 
[image: image526.wmf]Y

 і 
[image: image527.wmf]X

.

Показуємо активні сили і момент. Розподілене на ділянці 
[image: image528.wmf]l6

м

=

 навантаження інтенсивності 
[image: image529.wmf]q

 замінимо зосередженою силою 
[image: image530.wmf]Q

, яка діє посередині ділянки 
[image: image531.wmf]l

 і дорівнює 
[image: image532.wmf]Qql2612
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.

Розглянемо систему зрівноважених сил, що діють на брус 
[image: image533.wmf]AB

. Для довільної плоскої системи сил складаємо три рівняння рівноваги бруса, користуючись теоремою Варіньйона.

Сума проекцій діючих на брус сил на вісь 
[image: image534.wmf]X

 повинна дорівнювати нулю:
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Сума проекцій діючих на брус сил на вісь 
[image: image537.wmf]Y

 повинна дорівнювати нулю:
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Сума моментів діючих на брус сил відносно точки 
[image: image540.wmf]B

 повинна дорівнювати нулю:
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Підставляючи у складені рівняння числові значення величин 
[image: image543.wmf]Q,P,M

, вирішуємо їх відносно невідомих реакцій 
[image: image544.wmf]BBA

x,y,R

:

З рівняння 3 маємо
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З рівняння 2
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З рівняння 1
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Знак “-” реакції 
[image: image548.wmf]B

x

 означає, що сила 
[image: image549.wmf]B

x

 спрямована протилежно показаній на рис. 3.8.

Для перевірки отриманих результатів складемо рівняння суми моментів діючих на брус сил відносно довільної точки (наприклад С):
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Приклад 1 вирішений правильно.

Відповідь: 
[image: image554.wmf]A
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Приклад 2. До балки 
[image: image557.wmf]ACB

, нерухомо закріпленої в точці 
[image: image558.wmf]A

, прикладені сили, як показано на рис. 3.9 а. Дано: 
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 Визначити реакції в закріпленні 
[image: image562.wmf]A

.

Розв’язання. Обираємо осі 
[image: image563.wmf]X

 і 
[image: image564.wmf]Y

 прямокутної системи координат з початком у точці 
[image: image565.wmf]A

. Розглянемо рівновагу балки 
[image: image566.wmf]ACB

. Побудуємо на схемі зовнішні активні сили і момент, замінив інтенсивність розподіленого на вертикальній ділянці 
[image: image567.wmf]l4
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=

 навантаження зосередженою силою 
[image: image568.wmf]Qql248
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. Сила 
[image: image569.wmf]Q

 діє посередині ділянки 
[image: image570.wmf]l

. Дію на балку кріплення у точці 
[image: image571.wmf]A

 за аксіомою про звільнення від в’язів замінимо їх реакціями (жорстке кріплення) (рис. 3.9,б).
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Рис. 3.9

Якщо на балку діють сили, то в закріпленні виникають реакції, що складаються з сили реакції закріплення 
[image: image574.wmf]AAA

Rxy
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 і пари сил з моментом 
[image: image575.wmf]A

M

. 
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 і 
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 складові реакції 
[image: image578.wmf]A
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. Напрям реакції 
[image: image579.wmf]AAA
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 і моменту 
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 невідомий.

Розглядаємо систему врівноважених сил, прикладених до балки (активних та реакції в’язів). Рівняння рівноваги в цьому разі матимуть вигляд:

сума проекцій діючих на балку 
[image: image581.wmf]ACB

 сил на вісь Х повинна дорівнювати нулю:
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сума проекцій діючих на балку сил на вісь У повинна дорівнювати нулю:
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сума моментів діючих на балку сил відносно точки 
[image: image586.wmf]A

 мусить дорівнювати нулю:
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Момент сили 
[image: image589.wmf]P

 відносно точки 
[image: image590.wmf]A

 визначається теоремою Варіньйона.

Підставляючи у складені рівняння рівноваги числові значення заданих величин 
[image: image591.wmf]P,M,Q

, вирішуємо їх відносно невідомих реакцій 
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Знак “-” показує, що реакції 
[image: image596.wmf]AAA

x,y,M

 спрямовані в протилежний бік.

Перевірка. Складемо рівняння суми моментів діючих на балку сил відносно довільної точки 
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Оскільки 
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, то задача про визначення реакцій в защемленні вирішена правильно.

Відповідь: 
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3.5. Рівновага системи тіл

Розглянемо конструкцію, що складається з кількох твердих тіл, з’єднаних між собою за допомогою в’язів. Конструкція, що складається з двох твердих тіл 
[image: image606.wmf]AC

 і 
[image: image607.wmf]BDC

, з’єднаних між собою за допомогою шарніра 
[image: image608.wmf]C

,  показана на рисунку  3.10. На конструкцію діють сила 
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, пара сил з моментом 
[image: image610.wmf]M

 і розподілене навантаження інтенсивності 
[image: image611.wmf]q

. У такій конструкції в’язі, з’єднуючи її частини, називаються внутрішніми (шарнір 
[image: image612.wmf]C

), а в’язи 
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 і 
[image: image614.wmf]B

 - зовнішніми. Реакції в'язів усієї конструкції повністю за допомогою рівнянь рівноваги довільної плоскої системи сил вирішити неможливо, бо кількість невідомих перебільшує кількість рівнянь рівноваги.

До даної конструкції, окрема активних, заданих сил, прикладені реакції зовнішніх в’язів – опор 
[image: image615.wmf]A

 і 
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. Реакція 
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 шарнірно-рухомого шарніра 
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 перпендикулярна до опорної площини.

З боку опори 
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, жорсткого защемлення, на конструкцію діють реакція 
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 невідомого напрямку, що складається з 
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. Чотири невідомих реакцій в’язів 
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 неможливо визначити з трьох рівнянь рівноваги довільної плоскої системи сил.
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Рис. 3.10

Для їх визначення конструкцію розчленують, розрізають по шарніру 
[image: image626.wmf]C

 на окремі тверді тіла і розглядають рівновагу кожного з них окремо.

Реакції внутрішньої в’язі – шарніра 
[image: image627.wmf]C

, яка діє на тіло 
[image: image628.wmf]AC

 і 
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 (рис. 3.11 а, 3.11 б), попарно рівні за модулем і протилежні за напрямком за аксіомою про дію і протидію. Векторним рівнянням 
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 відповідають алгебраїчні рівняння 
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, що використовуються при розв’язанні задачі. Властивість внутрішніх сил – утворювати зрівноважену систему сил.
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Рис. 3.11

Для системи сил, що діють на тіло 
[image: image636.wmf]AC

 і тіло 
[image: image637.wmf]BDC

, можна скласти ще по три рівняння рівноваги сил, довільно розташованих у площині. З цих шести рівнянь можна визначити шість невідомих 
[image: image638.wmf]ABBBCC
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Тоді розглядувана система сил статично визначена. Рівняння рівноваги конструкції, яка складається з двох твердих тіл, тобто 
[image: image639.wmf]ACBD

 цілком, нерозчленованої, можливо використати для перевірки розв’язання.

3.6. Методика розв’язання задач з визначення реакцій 

в’язів складеної конструкції

1. На схемі зобразити всі активні сили.

2. За аксіомою про звільнення від в’язів дію в’язів замінити їх реакціями.

3. Зобразити систему координат, єдину для всієї складеної конструкції, не змінюючи її при розділі конструкції.

4. Розглянути рівновагу всієї конструкції і переконатися, що кількість невідомих реакцій в’язів перевищує кількість рівнянь рівноваги, конструкцію розрізати, розчленити, замінити внутрішні в’язі їх реакціями.

5. Кожну складову конструкції розглядати як вільне тіло під дією активних сил, реакцій в’язів і внутрішніх в’язів.

6. Скласти рівняння рівноваги сил окремо для кожного тіла.

7. Розв’язати складені рівняння і проаналізувати одержаний результат.

8. Скласти перевірочне рівняння.

Приклад 1. Визначити реакції опор складеної конструкції, схема якої наведена на рис. 3.10, якщо 
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Розв’язання. Інтенсивність розподіленого навантаження 
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 замінюємо зосередженою силою 
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Визначаємо кут 
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Складаємо три рівняння рівноваги для лівої частини конструкції - 
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 (рис. 3.11,а):
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Складаємо три рівняння рівноваги для правої частини конструкції 
[image: image660.wmf]CB

 (рис. 3.11,б):
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Вирішуючи спільно шість рівнянь відносно шести невідомих 
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Для перевірки розв’язання складаємо ще три рівняння рівноваги нерозчленованої конструкції 
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Відповідь: 
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Приклад 2. До балки 
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, що являє собою конструкцію двох твердих тіл 
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 і 
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, з’єднаних в’яззю (шарнір 
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), прикладені сили, як показано на рис.3.12,а. Опорами балки є нерухомий шарнір 
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 і рухомі шарніри (котки) 
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. Визначити реакцію шарнірів 
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Рис. 3.12

Розв’язання. При розв’язанні задачі розглядаємо рівновагу складеної системи балок 
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 і 
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. Будуємо на схемі зовнішні активні сили 
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, замінивши інтенсивність розподіленого навантаження зосередженою силою 
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, яка діє посередині ділянки 
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. За аксіомою про звільнення від в’язів замінимо дію в’язів (нерухомий шарнір 
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 і рухомі шарніри 
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) їх реакціями. Реакція 
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 шарніра 
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 невідома за напрямом. Розкладемо цю реакцію на складові 
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Реакції рухомих шарнірів 
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 і 
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 напрямлені по нормалі до опорної площини. Точку 
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 візьмемо за початок координат.

Рівняння рівноваги балки 
[image: image727.wmf]AD

 під дією довільної плоскої системи сил (рис. 3.12,б):

1) 
[image: image728.wmf]n

ix

i1

F0

=

=

å

; 
[image: image729.wmf]A1D

xPcos60x0

-×-=

o

;

2) 
[image: image730.wmf]n

iy

i1

F0

=

=

å

; 
[image: image731.wmf]A1BD

QyPsin30Ry0

-+-×+-=

o

;

3) 
[image: image732.wmf]n

Ai

i1

M(F)0

=

=

å

; 
[image: image733.wmf]1BD

Q2Psin604R8y120

×-××+×-×=

o

.

Рівняння рівноваги балки 
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Маємо шість рівнянь і шість невідомих 
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. Система статично визначена. 
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Значення 
[image: image748.wmf]DB

y,R0

<

, відповідно, ці зусилля спрямовані протилежно зображеним на рис. 3.12,б. Для перевірки отриманих результатів величин зовнішніх сил, що діють на усю конструкцію цілком, складаємо рівняння рівноваги довільно діючих сил складеної системи тіл.
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Відповідь: 
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3.7.  Рівновага при наявності сил тертя

Залежно від взаємних рухів тертя між твердими тілами буває трьох видів:

1. тертя ковзання, що відповідає поступальному руху стичних тіл одне відносно другого;

2. тертя кочення (наприклад, колеса по рейці);

3. тертя крутіння (наприклад у підп’ятнику), що має за своєю природою багато спільного з тертям ковзання.

Наявність тертя не змінює методику розв’язання задач статики.

При наявності тертя ковзання (рис. 3.13) складають рівняння рівноваги збіжних сил, що діють на тіло вагою 
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              Рис. 3.13

З цих рівнянь маємо визначити реакцію 
[image: image774.wmf]N

 і кут 
[image: image775.wmf]a

.

Приклад 1.
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Рис. 3.14
Драбина 
[image: image777.wmf]AB

 спирається на шорстку стіну і шорстку підлогу, становлячи з підлогою кут 
[image: image778.wmf]60

o

. На драбині в точці 
[image: image779.wmf]D

 міститься вантаж вагою 
[image: image780.wmf]Q

 (рис. 3.14). Нехтуючи вагою драбини, визначити відстань 
[image: image781.wmf]BD

, при якій драбина буде в рівновазі, якщо коефіцієнт тертя 
[image: image782.wmf]f0,25
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Розв’язання. Розглянемо рівновагу драбини, звільняючи її від в’язів (шорстка поверхня) і заміняючи їхні дії реакціями 
[image: image783.wmf]A
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 і 
[image: image784.wmf]B

N

. Система сил плоска, тому складаємо три рівняння рівноваги, взявши точку 
[image: image785.wmf]O

 за початок координат, а координатні осі 
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 і 
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, напрямимо так, як показано на рисунку 3.14.
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Виразимо 
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 через нормальні реакції
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З урахуванням цих співвідношень умови рівноваги наберуть вигляду
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Поділимо третє рівняння на 
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, дістанемо:
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В остаточному вигляді рівняння 3) має вигляд

‑
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Вирішуючи спільно три рівняння відносно трьох невідомих 
[image: image801.wmf]A
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, 
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 і 
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, знаходимо шукану відстань BD.

Тертя кочення виникає при коченні тіл.
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Рис. 3.15

Нехай до котка радіусом 
[image: image805.wmf]r

 перпендикулярно до його осі 
[image: image806.wmf]OZ

 прикладена горизонтальна сила 
[image: image807.wmf]F

 (рис. 3.15). Крім того на каток діє сила тяжіння 
[image: image808.wmf]P

. Внаслідок деформацій котка і горизонтальної опори поверхні вони торкаються один одного по деякій ділянці контакту. Нормальна реакція опори 
[image: image809.wmf]N

 зміститься на певну відстань 
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.

Сила тертя 
[image: image811.wmf]тр
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 виникає в тому місці, де коток торкається опорної поверхні, в точці 
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. У разі рівноваги котка сила 
[image: image813.wmf]тр
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 дорівнює за модулем силі 
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, але напрямлена в протилежний бік. Отже 
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 і 
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 утворюють пару сил, що зрівноважується парою сил 
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 і 
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. Момент пари 
[image: image819.wmf](N,P)

 називається моментом тертя кочення. Плечем цієї пари є величина 
[image: image820.wmf]b

, яка називається коефіцієнтом тертя кочення і має розмір довжини.

Очевидно, тіло буде в рівновазі, якщо момент активної сили відносно точки 
[image: image821.wmf]C

 не більший від моменту тертя, тобто
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Наявність тертя не змінює методику розв’язання задач статики.

Запитання для самоконтролю

1. Що мають спільного і чим відрізняються головний вектор сил і рівнодійна?

2. Що потрібно зробити, щоб при паралельному переносі сили в новий центр рівновага твердого тіла не порушилась?

3. До яких двох параметрів можна звести довільну просторову систему сил?

4. Чим відрізняються умови рівноваги вільного твердого тіла від умов рівноваги твердого тіла з в’язами? 

5. Як саме спрощують рівняння рівноваги твердого тіла під дією системи тільки паралельних сил?

6. Чи зміняться умови рівноваги твердого тіла, до якого прикладена як довільна система сил, так і система пар сил?

7. Чи змінює методику розв’язання задач статики наявність в’язів із тертям?

8. За яких умов тіло буде в рівновазі при наявності моменту сил тертя кочення?

9. Чим відрізняється тертя кочення від тертя ковзання?

3.8. Ферми. Способи визначення зусиль у стержнях ферми

Плоскими фермами називаються конструкції, що складаються з прямолінійних стержнів, які з’єднані між собою шарнірами і утворюють незмінну геометричну фігуру. Шарніри називають вузлами ферми (рис. 3.16).


[image: image823.emf]
Рис. 3.16

При розрахунку ферм припускають, що:

1. шарніри розміщені тільки на кінцях стержнів;

2. вагою стержнів нехтують;

3. навантаження, що діють на ферму, прикладені у вузлах ферми, тому кожен стержень буде розтягнутий або стиснутий.

Розрахунок ферми складається з визначення опорних реакцій і зусиль в стержнях ферми. Для визначення зусиль у стержнях ферми користуються двома способами.

Спосіб вирізання вузлів полягає в тому, що кожен вузол вирізається з ферми і розглядається окремо як такий, що перебуває в рівновазі під дією прикладених до нього зовнішніх сил і зусиль розрізаних стержнів. Система сил, що діє на вузол, є плоскою системою збіжних сил, яка перебуває в рівновазі. Тому розрахунок ферми необхідно починати з вузла, в якому сходяться два стержні, два невідомих зусилля в яких визначаються з двох рівнянь рівноваги збіжної системи сил у площині.

Припускають, що всі зусилля у стержнях напрямлені від вузла, тобто стержні розтягнуті. Останній вузол розглядають для перевірки.

Спосіб Ріттера дає змогу знайти зусилля в будь-якому стержні ферми незалежно від зусиль в інших стержнях.

Спосіб Ріттера полягає в тому, що ферма розсікається так, щоб у перерізі було не більше трьох стержнів з невідомими зусиллями, які не сходяться в одному вузлі, і розглядають рівновагу відсіченої частини під дією прикладених зовнішніх сил і зусиль, які заміняють дію розсічених стержнів. Для цієї частини складають три рівняння рівноваги з трьома невідомими зусиллями. Найчастіше ці рівняння є умовами рівності нулю алгебраїчних сум моментів сил відносно трьох різних центрів, за які обирають точки попарного перетину розсічених стержнів з числа перерізаних. Ці точки називаються точками Ріттера. 

Якщо два стержні з трьох розсічених паралельні, то точка Ріттера віддаляється у нескінченність. Тоді складають два рівняння моментів сил і одне рівняння проекцій сил на вісь, перпендикулярну до паралельних стержнів.

Приклад 1. Визначити зусилля у стержнях 1, 2, 3 ферми, якщо 
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, а інші розміри показано на рис. 3.17.
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Рис. 3.17

Розв’язання. 1. Визначаємо реакції опор ферми 
[image: image827.wmf]A
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 і 
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. Реакція котка 
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 напрямлена по нормалі до опорної площини. А оскільки на ферму діє система сил 
[image: image830.wmf]1
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 і 
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, то і реакція 
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 шарніра 
[image: image834.wmf]A

 буде паралельна цим силам. У цьому легко переконатися, склавши рівняння рівноваги в проекціях на вісь 
[image: image835.wmf]AX

.

Складаємо умови рівноваги системи паралельних сил, які лежать в одній площині у вигляді
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Звідси знаходимо 
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Перевірка: 
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Визначаємо зусилля методом вирізання вузлів. Розглянемо рівновагу вузла 
[image: image844.wmf]B

 (рис. 3.18).
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Рис. 3.18
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Розглянемо рівновагу вузла 
[image: image852.wmf]K

 (рис. 3.19):
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Рис. 3.19
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Відповідь: за методом вирізання вузлів 
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Визначаємо зусилля 1, 2, 3 ферми методом Ріттера.

Проведемо переріз через стержні 1, 2, 3 і розглянемо рівновагу тієї частини розсіченої ферми, в якій прикладено меншу кількість сил. Це права частина ферми. Зусилля в розсічених стержнях, як і в методі вирізання вузлів, умовно вважаємо розтяжними і напрямленими у бік частини, що відкидається.

У відсіченій частині ферми зрівноважується плоска система сил 
[image: image863.wmf]B123
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.

Для визначення зусилля 
[image: image864.wmf]1
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 відповідною точкою Ріттера буде точка 
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.

Складаємо рівняння рівноваги:
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Для визначення зусилля 
[image: image868.wmf]2
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 точкою Ріттера є точка 
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, для визначення зусилля 
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 - точка 
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, а відповідні рівняння рівноваги мають вигляд
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Відповідь: 
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Отримані двома способами величини зусиль у стержнях 1, 2, 3 ферми співпадають. 

Стержень 1 – стиснутий, 2 – не навантажений, 3 – розтягнутий.

Запитання для самоконтролю
1. Які конструкції називають фермами?

2. Які припущення застосовують при розрахунках ферм у теоретичній механіці?

3. У чому полягає сутність методу вирізання вузлів при розрахунку зусиль у стержнях ферми?

4. Чи потрібно визначати реакції опор при розрахунку зусиль у стержнях ферми?

5. У чому полягає ідея методу Ріттера розрахунку ферм?

3.9. Центр паралельних сил і центр ваги

Центром паралельних сил називається точка на лінії дії рівнодійної 
[image: image878.wmf]R

 цих сил, яка не змінює свого положення при повороті всіх сил навколо точок їх прикладення 
[image: image879.wmf]12n

A,A,...,A

 на один і той самий кут в одному напрямку, наприклад 
[image: image880.wmf]90

o

 (рис. 3.20).


[image: image881.emf]]

�

ɯ

\

i

r

j

r

k

r

Ⱥ

�

Ⱥ

�

Ⱥ

Q

&

1

F

r

1

F

�

r

2

F

r

2

F

�

r

R

r

R

�

r

n

F

r

n

F

�

r


Рис. 3.20
Якщо головний вектор системи паралельних сил 
[image: image882.wmf]R

 не дорівнює нулю, то існує центр паралельних сил (точка 
[image: image883.wmf]C

), який визначається за формулою 
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або в проекціях на координатні осі:
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де 
[image: image888.wmf]i

F

 - модуль її сили; 
[image: image889.wmf]iii

x,y,z

 - координати її точки прикладення.

Положення центра паралельних сил не залежить від напряму сил, а залежить тільки від їхніх модулів і їхніх точок прикладення.

Центром ваги тіла 
[image: image890.emf]$

 називається центр паралельних сил ваги його елементарних частин (рис. 3.21). Якщо тіло можна поділити на деяку кількість частин, в яких положення центра ваги відоме, то координати центра ваги тіла будуть:
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Рис. 3.21
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де 
[image: image895.wmf]i
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 - вага окремої частини; 
[image: image896.wmf]n

 - кількість частин; 
[image: image897.wmf]iii

x,y,z

 - координати центра ваги окремої частини.

Ці вирази визначають центр ваги неоднорідного тіла. 

Центр ваги однорідного твердого тіла (або центр об’єму тіла) визначається за формулами
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 - щільність, вага одиниці об’єму.

Чисельники мають назву статичних моментів об’єму відносно координатних площин 
[image: image903.wmf]YOZ,XOZ,XOY

. У разі, якщо паралельні сили неперервно розподілені по деякій однорідній (
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) площині 
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, то вага частини 
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 пропорційна їх площам 
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 (рис. 3.22).
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Рис. 3.22
У цьому випадку координати центра ваги площини визначаються за формулами
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Вирази 
[image: image911.wmf]iiii
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 називаються статичними моментами площі плоскої фігури відносно координатних осей 
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 і 
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 (рис. 3.22).

Центр ваги лінії.

Якщо однорідне тіло має форму тонкого криволінійного стержня з постійною площею 
[image: image914.wmf]S

 поперечного перерізу, то вага частини 
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 пропорційна її довжині 
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. Тоді координати центра ваги стержня визначаються формулами
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Чисельники є статичними моментами лінії відносно координатних площин 
[image: image920.wmf]YOZ,XOZ,XOY

.

Методи визначення координат центра ваги однорідних тіл
1) Метод симетрії – якщо тіло має площину, вісь або центр симетрії, то його центр ваги лежить відповідно у площині, на осі або в центрі симетрії.

Приклади:
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а) стержень: центр ваги 
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 розташований у середині стержня (рис. 3.23,a);
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б) прямокутник: центр ваги 
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 - точка перетину діагоналей прямокутника (рис.3.23,б);
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c) трикутник (рис. 3.23,с): центр ваги 
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 - точка перетину медіан трикутника
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d) коловий сектор (рис. 3.23,d): центр ваги 
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 лежить на бісектрисі сектора і його відстань від центра сектора 
[image: image934.wmf]C

2Rsin

x

3

a

a

×

=

. Площа 
[image: image935.wmf]2

FR

a

=×

, тому 
[image: image936.wmf]2

C

Rb

x

3F

×

=

.

Півколо (
[image: image937.wmf]2

p

a

=

). Площа 
[image: image938.wmf]2

R

F

2

p

×

=

, координата точки 
[image: image939.wmf]C

 
[image: image940.wmf]C

4R

x

3

p

=

;


[image: image941.emf]a

a

�

&

c

x

ɯ

   k

Рис. 3.23
k) коловий сегмент (рис. 3.23,k). Площа 
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де кут 
[image: image945.wmf]a

 має бути виражений у радіанах.

2) Метод розбивання. Якщо тіло (або площину) можна розбити на скінчене число елементарний фігур, в яких положення центра ваги відоме, то координати центра ваги визначаються формулами, доведеними вище.

Приклад. Визначити координати центра ваги площі фігури (рис. 3.24,а).


[image: image946.emf]\

ɯ

���ɫɦ

���ɫɦ

�

�

�

ɫ

ɦ

а
Розв’язання. Розіб’ємо фігуру на три елементарні фігури, для яких відомі центри ваги, та легко визначаються площі: прямокутник, трикутник і півколо (рис. 3.24,б). Площу півкола, вирізану з прямокутника, вважаємо тілом з від’ємною площиною.

Координати центра ваги плоскої фігури визначаємо за формулами
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Рис. 3.24


де 
[image: image950.wmf]3

yii

i1

SFx

=

=

å

, 
[image: image951.wmf]3

xii

i1

SFy

=

=

å

 - статичні моменти фігури відносно координатних осей 
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 і 
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, 
[image: image954.wmf]F

 - площа фігури.
Дані про площі елементарних фігур (прямокутника, трикутника та півкола), координати їхніх центрів ваги, статичних моментів відносно координатних осей запишемо в таблиці.
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Координати центра ваги всієї фігури:
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Центр ваги 
[image: image964.wmf]C

 площі всієї фігури показуємо на рисунку.

Запитання для самоконтролю

1. Які властивості має центр паралельних сил?

2. За якими формулами визначаються координати центра паралельних сил?

3. За якими формулами визначаються координати центра ваги тіла?

4. Що називають статичним моментом площі плоскої фігури відносно осі?

5. За якими формулами визначаються центри ваги плоскої фігури?

6. Як визначити положення центра ваги плоскої фігури з отворами?

3.10. Завдання для контрольних робіт з розділу “Статика”

Завдання для роботи “Визначення реакцій опор складеної конструкції”
Конструкція складається з двох тіл. Визначити реакції А і В, а також тиск у проміжному шарі С. Схеми конструкцій наведені на рис. 3.25 – 3.27. Необхідні для розрахунків дані наведені в таблиці. 

Номер варіанта
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1
5,0
-
24,0
0,8

2
6,0
10,0
22,0
1,0

3
7,0
9,0
20,0
1,2

4
8,0
-
18,0
1,4

5
9,0
-
16,0
1,6

6
10,0
8,0
25,0
1,8

7
11,0
7,0
20,0
2,0

8
12,0
6,0
15,0
2,2

9
13,0
-
10,0
2,4

10
14,0
-
12,0
2,6

11
15,0
5,0
14,0
2,8

12
12,0
4,0
16,0
3,0

13
9,0
6,0
18,0
3,2

14
6,0
-
20,0
3,4

15
5,0
8,0
22,0
3,6

16
7,0
10,0
14,0
3,8

17
9,0
12,0
26,0
4,0

18
11,0
10,0
18,0
3,5

19
13,0
9,0
30,0
3,0

20
15,0
8,0
25,0
2,5

21
10,0
7,0
20,0
2,0

22
5,0
6,0
15,0
1,5

23
8,0
5,0
10,0
1,4

24
11,0
4,0
5,0
1,3

25
14,0
6,0
7,0
1,2

26
12,0
8,0
9,0
1,1

27
10,0
7,0
11,0
1,0

28
8,0
9,0
13,0
1,2

29
5,0
7,0
10,0
1,5

30
10,0
12,0
17,0
1,6


[image: image968.wmf]
Рис. 3.25


[image: image969.wmf]
Рис. 3.26


[image: image970.wmf]
Рис. 3.27

Завдання для роботи “Визначення реакцій опор твердого тіла”
Визначити реакції опор конструкції. Схеми конструкції наведені на рис. 3,28-3,30. Значення зовнішніх сил Q, T, G, а також розміри а, b, c, R, r наведені нижче.

Номер варіанта
Сили, кН
Розміри, см


Q
T
G
a
b
c
R
r

1
2
-
20
20
30
10
15
5

2
4
-
2
20
10
30
10
10

3
20
-
18
400
400
450
-
-

4
3
-
2
30
20
40
15
10

5
5
-
3
30
40
20
20
15

6
1
4
2
40
30
20
20
10

7
-
3
1
30
10
5
18
6

8
4
6
3
20
40
15
20
10

9
5
-
3
20
15
10
30
40

10
1
4
2
30
40
20
20
10

11
-
2
1
20
30
15
15
10

12
4
-
1
25
20
8
15
10

13
10
-
5
40
30
20
25
15

14
-
2
1
30
90
20
30
10

15
3
-
2
60
20
40
20
5

16
4
-
2
50
30
-
-
-

17
2
-
1
15
10
20
20
5

18
6
-
2
60
40
60
-
-

19
-
2
2
20
30
40
20
15

20
4
-
-
60
40
20
-
-

21
2
-
-
40
60
30
-
-

22
-
-
5
20
50
30
-
-

23
-
-
4
40
30
50
-
-

24
5
-
2
-
-
-
-
-

25
-
-
3
50
50
60
-
-

26
-
-
1
20
60
40
-
-

27
10
-
-
50
30
50
-
-

28
35
-
32
400
200
200
-
-

29
-
4
3
15
20
15
15
10

30
5
-
-
40
40
15
-
-

Примітка.
1. Вважати, що у варіантах 18, 22-26 петлі не заважають переміщенню рами уздовж АВ.

2. У варіантах 20 і 21 поверхні, які торкаються, вважати абсолютно гладенькими.


[image: image971.wmf]Рис. 3.28
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Рис. 3. 29
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Рис. 3.30

PAGE  
2

_1155020755.unknown

_1155025203.unknown

_1155048804.unknown

_1161541845.unknown

_1163337241.vsd

_1166877094.vsd
x�

��

�

z�


_1166878103.unknown

_1166878775.unknown

_1166878912.unknown

_1166878983.vsd
���

��

2 ��

C�

��

��

x�


_1166879190.vsd
�

0�

y�

D�

Q�

A�

�

�

��


_1166879318.unknown

_1166879408.unknown

_1166879260.vsd
z�

0�

��

y�

�1�

�2�

�n�

C�


_1166879121.unknown

_1166878938.vsd
��

1�

��

��

4 ��


_1166878833.vsd
y�

��

��

��

Q�

B�

3 ��


_1166878880.unknown

_1166878814.vsd
��

P�

�

6 ��

10 ��

4 ��

��

2�


_1166878458.vsd
x�


_1166878568.vsd
��

��

��

0,1 ��

z�

0,8 ��

0,1 ��

��

D�

y�

��

r�


_1166878662.unknown

_1166878511.unknown

_1166878377.unknown

_1166878388.unknown

_1166878187.unknown

_1166877559.unknown

_1166877829.vsd
��

0�

�

D�

h�


_1166878029.vsd

_1166878088.unknown

_1166877885.unknown

_1166877770.unknown

_1166877817.unknown

_1166877594.unknown

_1166877282.unknown

_1166877395.unknown

_1166877441.vsd
y�

��

��

��

��

0�

a�

b�


_1166877371.unknown

_1166877186.unknown

_1166877257.vsd
�

0�


_1166877169.unknown

_1163339581.vsd
d�

��


_1163401932.unknown

_1166876869.vsd

_1166876937.unknown

_1166877000.vsd
��

��

C�

0�


_1166876920.unknown

_1163575983.vsd
��

��

D�

��

L�

E�

3�

2�

1�

4�

��

��

6 ��

2 ��

4 ��


_1163853211.bin

_1166876592.vsd
A�

A�

�


_1166876771.vsd
�

x�

��


_1166876511.vsd
�

B�

B�

B�

A�

A�

A�


_1163853527.bin

_1163852568.bin

_1163852927.bin

_1163851859.bin

_1163403276.unknown

_1163575805.vsd
��

��

D�

��

��

��


_1163402424.unknown

_1163341251.unknown

_1163341990.vsd
��

D�

B�

0�

��


_1163342370.unknown

_1163342589.vsd
��

��

��

��

0�

���

��


_1163342742.vsd
y�

30 ���

40 ���

�3�

�1�

��

�2�

50 ���

y��

��


_1163342521.vsd
C�


_1163342288.unknown

_1163341876.vsd

_1163341947.unknown

_1163341755.vsd
�

�

��

�

��

D�

��

��


_1163340611.vsd
z�

x�

y�

0�


_1163341162.unknown

_1163339759.vsd
��

��

d�

0�


_1163338811.unknown

_1163339313.unknown

_1163339491.vsd
��

��

d�


_1163339539.vsd
d�

��


_1163339468.vsd
��

��

d�


_1163338969.vsd
��

b�

a�

h�


_1163339243.vsd
��

0�

��

N�

Fy�

Fxy�

Fx�

XA�

YA�


_1163338911.unknown

_1163338136.vsd
0�

��

��

b�

d�

��

��

C�

D�

O1�

x�


_1163338523.unknown

_1163338764.vsd
��

��


_1163338407.unknown

_1163337876.unknown

_1163338051.unknown

_1163337619.unknown

_1161632016.unknown

_1161977072.unknown

_1162136674.unknown

_1162397461.vsd
��

��

��


_1162460866.unknown

_1162466730.vsd
x�

y�

��


_1162478844.vsd
A�


_1162480036.vsd
y�

x�

S�

0�


_1162488679.vsd
��

0�

��


_1162490012.vsd
y�

��

30 ���

80 ���

40 ���


_1162624203.vsd

_1162489190.vsd
0�

C�

��


_1162486849.vsd
�

�

��


_1162479377.vsd
A�

y�

x�

z�

0�


_1162477190.unknown

_1162477467.unknown

_1162466856.vsd
y�

x�

��


_1162463162.vsd
0�

��

y�

��

A�

�

�

�


_1162464012.vsd

_1162460992.unknown

_1162401224.unknown

_1162460390.unknown

_1162460401.unknown

_1162460050.unknown

_1162398491.unknown

_1162400252.vsd
D�


_1162398039.vsd
�

��

D�

Y�

��

Q�

��

���

���

��


_1162146603.vsd
z�

A�

B�

0�

x�

y�


_1162149406.unknown

_1162149449.unknown

_1162149020.unknown

_1162139418.unknown

_1162143689.vsd
�

��

D�

��

�

��

��

�

�

z�

y�

��


_1162137985.vsd

_1162066143.vsd
�

��

�

�

��

h�


_1162136247.unknown

_1162136484.unknown

_1162136523.unknown

_1162136465.unknown

_1162066663.vsd
0�


_1162136202.unknown

_1162066178.vsd
��

��


_1161980540.unknown

_1162062187.vsd
��

x�

xy�

Q�

Q�

=�


_1162064248.vsd
d�

0�

A�

��

h�

��


_1161980743.unknown

_1162060926.vsd
a�


_1161980560.unknown

_1161980233.unknown

_1161980358.unknown

_1161978020.vsd
0�

��

��

h�


_1161715001.vsd
��

��


_1161975182.unknown

_1161976921.unknown

_1161977034.unknown

_1161976734.vsd

_1161716803.unknown

_1161716912.unknown

_1161716546.vsd
x�

y�

0�

��

01�


_1161632875.vsd
x�

��

z�


_1161633379.vsd
z�

��

x�


_1161633939.unknown

_1161633349.vsd
x�

��

z�


_1161632145.unknown

_1161632584.unknown

_1161632618.unknown

_1161632674.unknown

_1161632473.unknown

_1161632068.unknown

_1161627531.unknown

_1161630379.vsd

_1161631736.unknown

_1161631797.unknown

_1161631933.vsd
z�

��

x�


_1161631772.unknown

_1161631628.vsd
x�

��


_1161631663.unknown

_1161631597.vsd
x�

��


_1161629122.vsd
�


_1161629333.vsd

_1161630342.vsd

_1161629185.unknown

_1161627606.unknown

_1161629053.unknown

_1161627554.unknown

_1161545693.vsd

_1161546804.unknown

_1161546860.unknown

_1161547317.vsd
��

��


_1161627399.unknown

_1161547077.unknown

_1161546828.unknown

_1161546742.unknown

_1161546778.unknown

_1161545762.unknown

_1161543968.unknown

_1161544604.vsd
��

��


_1161544696.unknown

_1161544093.unknown

_1161542875.vsd
0�

k�

j�

i�

z�

y�

x�


_1161542953.unknown

_1161541990.unknown

_1155049083.unknown

_1155049166.unknown

_1155049204.unknown

_1155049343.unknown

_1155049396.unknown

_1161541550.unknown

_1161541751.unknown

_1161541781.unknown

_1161541695.unknown

_1155049450.unknown

_1161541401.vsd
��

C�

��

d�

Qx�

c�

Px=0�

B�

A�

Fx�

a�

b�


_1161541517.unknown

_1155049455.unknown

_1161539698.unknown

_1155049457.unknown

_1155049452.unknown

_1155049401.unknown

_1155049404.unknown

_1155049399.unknown

_1155049386.unknown

_1155049391.unknown

_1155049394.unknown

_1155049389.unknown

_1155049348.unknown

_1155049384.unknown

_1155049346.unknown

_1155049333.unknown

_1155049338.unknown

_1155049341.unknown

_1155049336.unknown

_1155049209.unknown

_1155049212.unknown

_1155049207.unknown

_1155049185.unknown

_1155049195.unknown

_1155049200.unknown

_1155049202.unknown

_1155049197.unknown

_1155049190.unknown

_1155049193.unknown

_1155049188.unknown

_1155049176.unknown

_1155049181.unknown

_1155049183.unknown

_1155049178.unknown

_1155049171.unknown

_1155049173.unknown

_1155049169.unknown

_1155049128.unknown

_1155049147.unknown

_1155049157.unknown

_1155049161.unknown

_1155049164.unknown

_1155049159.unknown

_1155049152.unknown

_1155049154.unknown

_1155049149.unknown

_1155049138.unknown

_1155049142.unknown

_1155049145.unknown

_1155049140.unknown

_1155049133.unknown

_1155049135.unknown

_1155049130.unknown

_1155049109.unknown

_1155049119.unknown

_1155049123.unknown

_1155049126.unknown

_1155049121.unknown

_1155049114.unknown

_1155049116.unknown

_1155049112.unknown

_1155049095.unknown

_1155049102.unknown

_1155049107.unknown

_1155049100.unknown

_1155049088.unknown

_1155049093.unknown

_1155049085.unknown

_1155048880.unknown

_1155049038.unknown

_1155049059.unknown

_1155049074.unknown

_1155049078.unknown

_1155049081.unknown

_1155049076.unknown

_1155049066.unknown

_1155049069.unknown

_1155049064.unknown

_1155049050.unknown

_1155049055.unknown

_1155049057.unknown

_1155049052.unknown

_1155049045.unknown

_1155049048.unknown

_1155049040.unknown

_1155049019.unknown

_1155049028.unknown

_1155049033.unknown

_1155049036.unknown

_1155049031.unknown

_1155049024.unknown

_1155049026.unknown

_1155049021.unknown

_1155048889.unknown

_1155048894.unknown

_1155049014.unknown

_1155048891.unknown

_1155048884.unknown

_1155048887.unknown

_1155048882.unknown

_1155048842.unknown

_1155048861.unknown

_1155048870.unknown

_1155048875.unknown

_1155048877.unknown

_1155048872.unknown

_1155048865.unknown

_1155048868.unknown

_1155048863.unknown

_1155048851.unknown

_1155048856.unknown

_1155048858.unknown

_1155048854.unknown

_1155048847.unknown

_1155048849.unknown

_1155048844.unknown

_1155048823.unknown

_1155048832.unknown

_1155048837.unknown

_1155048840.unknown

_1155048835.unknown

_1155048828.unknown

_1155048830.unknown

_1155048825.unknown

_1155048814.unknown

_1155048818.unknown

_1155048821.unknown

_1155048816.unknown

_1155048809.unknown

_1155048811.unknown

_1155048807.unknown

_1155025342.unknown

_1155025413.unknown

_1155048757.unknown

_1155048785.unknown

_1155048795.unknown

_1155048800.unknown

_1155048802.unknown

_1155048797.unknown

_1155048790.unknown

_1155048792.unknown

_1155048788.unknown

_1155048767.unknown

_1155048781.unknown

_1155048783.unknown

_1155048776.unknown

_1155048762.unknown

_1155048764.unknown

_1155048760.unknown

_1155025432.unknown

_1155025441.unknown

_1155025445.unknown

_1155048752.unknown

_1155025443.unknown

_1155025437.unknown

_1155025439.unknown

_1155025434.unknown

_1155025424.unknown

_1155025428.unknown

_1155025430.unknown

_1155025426.unknown

_1155025419.unknown

_1155025422.unknown

_1155025415.unknown

_1155025379.unknown

_1155025396.unknown

_1155025404.unknown

_1155025409.unknown

_1155025411.unknown

_1155025407.unknown

_1155025400.unknown

_1155025402.unknown

_1155025398.unknown

_1155025387.unknown

_1155025392.unknown

_1155025394.unknown

_1155025389.unknown

_1155025383.unknown

_1155025385.unknown

_1155025381.unknown

_1155025362.unknown

_1155025370.unknown

_1155025374.unknown

_1155025377.unknown

_1155025372.unknown

_1155025366.unknown

_1155025368.unknown

_1155025364.unknown

_1155025353.unknown

_1155025357.unknown

_1155025359.unknown

_1155025355.unknown

_1155025349.unknown

_1155025351.unknown

_1155025344.unknown

_1155025274.unknown

_1155025308.unknown

_1155025325.unknown

_1155025334.unknown

_1155025338.unknown

_1155025340.unknown

_1155025336.unknown

_1155025329.unknown

_1155025331.unknown

_1155025327.unknown

_1155025317.unknown

_1155025321.unknown

_1155025323.unknown

_1155025319.unknown

_1155025312.unknown

_1155025314.unknown

_1155025310.unknown

_1155025291.unknown

_1155025299.unknown

_1155025304.unknown

_1155025306.unknown

_1155025301.unknown

_1155025295.unknown

_1155025297.unknown

_1155025293.unknown

_1155025282.unknown

_1155025286.unknown

_1155025289.unknown

_1155025284.unknown

_1155025278.unknown

_1155025280.unknown

_1155025276.unknown

_1155025239.unknown

_1155025256.unknown

_1155025265.unknown

_1155025269.unknown

_1155025271.unknown

_1155025267.unknown

_1155025261.unknown

_1155025263.unknown

_1155025259.unknown

_1155025248.unknown

_1155025252.unknown

_1155025254.unknown

_1155025250.unknown

_1155025244.unknown

_1155025246.unknown

_1155025241.unknown

_1155025220.unknown

_1155025229.unknown

_1155025235.unknown

_1155025237.unknown

_1155025231.unknown

_1155025224.unknown

_1155025226.unknown

_1155025222.unknown

_1155025211.unknown

_1155025216.unknown

_1155025218.unknown

_1155025214.unknown

_1155025207.unknown

_1155025209.unknown

_1155025205.unknown

_1155021039.unknown

_1155021187.unknown

_1155025132.unknown

_1155025169.unknown

_1155025186.unknown

_1155025194.unknown

_1155025199.unknown

_1155025201.unknown

_1155025196.unknown

_1155025190.unknown

_1155025192.unknown

_1155025188.unknown

_1155025177.unknown

_1155025181.unknown

_1155025184.unknown

_1155025179.unknown

_1155025173.unknown

_1155025175.unknown

_1155025171.unknown

_1155025149.unknown

_1155025160.unknown

_1155025164.unknown

_1155025166.unknown

_1155025162.unknown

_1155025156.unknown

_1155025158.unknown

_1155025151.unknown

_1155025141.unknown

_1155025145.unknown

_1155025147.unknown

_1155025143.unknown

_1155025136.unknown

_1155025139.unknown

_1155025134.unknown

_1155025098.unknown

_1155025115.unknown

_1155025123.unknown

_1155025128.unknown

_1155025130.unknown

_1155025126.unknown

_1155025119.unknown

_1155025121.unknown

_1155025117.unknown

_1155025106.unknown

_1155025111.unknown

_1155025113.unknown

_1155025108.unknown

_1155025102.unknown

_1155025104.unknown

_1155025100.unknown

_1155025080.unknown

_1155025089.unknown

_1155025093.unknown

_1155025095.unknown

_1155025091.unknown

_1155025085.unknown

_1155025087.unknown

_1155025083.unknown

_1155021195.unknown

_1155025076.unknown

_1155025078.unknown

_1155025074.unknown

_1155021191.unknown

_1155021193.unknown

_1155021189.unknown

_1155021116.unknown

_1155021150.unknown

_1155021168.unknown

_1155021176.unknown

_1155021183.unknown

_1155021185.unknown

_1155021178.unknown

_1155021172.unknown

_1155021174.unknown

_1155021170.unknown

_1155021159.unknown

_1155021163.unknown

_1155021165.unknown

_1155021161.unknown

_1155021155.unknown

_1155021157.unknown

_1155021153.unknown

_1155021133.unknown

_1155021142.unknown

_1155021146.unknown

_1155021148.unknown

_1155021144.unknown

_1155021137.unknown

_1155021140.unknown

_1155021135.unknown

_1155021124.unknown

_1155021129.unknown

_1155021131.unknown

_1155021127.unknown

_1155021120.unknown

_1155021122.unknown

_1155021118.unknown

_1155021079.unknown

_1155021097.unknown

_1155021107.unknown

_1155021112.unknown

_1155021114.unknown

_1155021109.unknown

_1155021101.unknown

_1155021103.unknown

_1155021099.unknown

_1155021088.unknown

_1155021092.unknown

_1155021094.unknown

_1155021090.unknown

_1155021084.unknown

_1155021086.unknown

_1155021082.unknown

_1155021056.unknown

_1155021069.unknown

_1155021075.unknown

_1155021077.unknown

_1155021073.unknown

_1155021060.unknown

_1155021067.unknown

_1155021058.unknown

_1155021047.unknown

_1155021052.unknown

_1155021054.unknown

_1155021049.unknown

_1155021043.unknown

_1155021045.unknown

_1155021041.unknown

_1155020895.unknown

_1155020966.unknown

_1155021000.unknown

_1155021017.unknown

_1155021030.unknown

_1155021034.unknown

_1155021037.unknown

_1155021032.unknown

_1155021021.unknown

_1155021024.unknown

_1155021019.unknown

_1155021009.unknown

_1155021013.unknown

_1155021015.unknown

_1155021011.unknown

_1155021004.unknown

_1155021006.unknown

_1155021002.unknown

_1155020983.unknown

_1155020991.unknown

_1155020996.unknown

_1155020998.unknown

_1155020994.unknown

_1155020987.unknown

_1155020989.unknown

_1155020985.unknown

_1155020974.unknown

_1155020979.unknown

_1155020981.unknown

_1155020976.unknown

_1155020970.unknown

_1155020972.unknown

_1155020968.unknown

_1155020929.unknown

_1155020946.unknown

_1155020955.unknown

_1155020959.unknown

_1155020961.unknown

_1155020957.unknown

_1155020951.unknown

_1155020953.unknown

_1155020948.unknown

_1155020938.unknown

_1155020942.unknown

_1155020944.unknown

_1155020940.unknown

_1155020933.unknown

_1155020936.unknown

_1155020931.unknown

_1155020912.unknown

_1155020920.unknown

_1155020925.unknown

_1155020927.unknown

_1155020923.unknown

_1155020916.unknown

_1155020918.unknown

_1155020914.unknown

_1155020903.unknown

_1155020908.unknown

_1155020910.unknown

_1155020905.unknown

_1155020899.unknown

_1155020901.unknown

_1155020897.unknown

_1155020824.unknown

_1155020858.unknown

_1155020875.unknown

_1155020886.unknown

_1155020890.unknown

_1155020893.unknown

_1155020888.unknown

_1155020880.unknown

_1155020882.unknown

_1155020878.unknown

_1155020867.unknown

_1155020871.unknown

_1155020873.unknown

_1155020869.unknown

_1155020862.unknown

_1155020865.unknown

_1155020860.unknown

_1155020841.unknown

_1155020850.unknown

_1155020854.unknown

_1155020856.unknown

_1155020852.unknown

_1155020845.unknown

_1155020847.unknown

_1155020843.unknown

_1155020832.unknown

_1155020837.unknown

_1155020839.unknown

_1155020835.unknown

_1155020828.unknown

_1155020830.unknown

_1155020826.unknown

_1155020789.unknown

_1155020807.unknown

_1155020815.unknown

_1155020820.unknown

_1155020822.unknown

_1155020817.unknown

_1155020811.unknown

_1155020813.unknown

_1155020809.unknown

_1155020798.unknown

_1155020802.unknown

_1155020805.unknown

_1155020800.unknown

_1155020794.unknown

_1155020796.unknown

_1155020792.unknown

_1155020772.unknown

_1155020781.unknown

_1155020785.unknown

_1155020787.unknown

_1155020783.unknown

_1155020777.unknown

_1155020779.unknown

_1155020774.unknown

_1155020764.unknown

_1155020768.unknown

_1155020770.unknown

_1155020766.unknown

_1155020759.unknown

_1155020762.unknown

_1155020757.unknown

_1155020412.unknown

_1155020561.unknown

_1155020652.unknown

_1155020714.unknown

_1155020734.unknown

_1155020744.unknown

_1155020751.unknown

_1155020753.unknown

_1155020749.unknown

_1155020738.unknown

_1155020740.unknown

_1155020736.unknown

_1155020725.unknown

_1155020729.unknown

_1155020731.unknown

_1155020727.unknown

_1155020721.unknown

_1155020723.unknown

_1155020718.unknown

_1155020682.unknown

_1155020697.unknown

_1155020701.unknown

_1155020712.unknown

_1155020699.unknown

_1155020693.unknown

_1155020695.unknown

_1155020690.unknown

_1155020671.unknown

_1155020675.unknown

_1155020680.unknown

_1155020673.unknown

_1155020660.unknown

_1155020669.unknown

_1155020658.unknown

_1155020600.unknown

_1155020619.unknown

_1155020630.unknown

_1155020647.unknown

_1155020650.unknown

_1155020645.unknown

_1155020626.unknown

_1155020628.unknown

_1155020624.unknown

_1155020609.unknown

_1155020615.unknown

_1155020617.unknown

_1155020613.unknown

_1155020604.unknown

_1155020606.unknown

_1155020602.unknown

_1155020578.unknown

_1155020587.unknown

_1155020593.unknown

_1155020598.unknown

_1155020591.unknown

_1155020583.unknown

_1155020585.unknown

_1155020580.unknown

_1155020570.unknown

_1155020574.unknown

_1155020576.unknown

_1155020572.unknown

_1155020565.unknown

_1155020568.unknown

_1155020563.unknown

_1155020481.unknown

_1155020522.unknown

_1155020542.unknown

_1155020553.unknown

_1155020557.unknown

_1155020559.unknown

_1155020555.unknown

_1155020546.unknown

_1155020548.unknown

_1155020544.unknown

_1155020533.unknown

_1155020537.unknown

_1155020540.unknown

_1155020535.unknown

_1155020527.unknown

_1155020529.unknown

_1155020525.unknown

_1155020503.unknown

_1155020514.unknown

_1155020518.unknown

_1155020520.unknown

_1155020516.unknown

_1155020509.unknown

_1155020512.unknown

_1155020505.unknown

_1155020490.unknown

_1155020494.unknown

_1155020497.unknown

_1155020492.unknown

_1155020486.unknown

_1155020488.unknown

_1155020484.unknown

_1155020447.unknown

_1155020464.unknown

_1155020473.unknown

_1155020477.unknown

_1155020479.unknown

_1155020475.unknown

_1155020468.unknown

_1155020471.unknown

_1155020466.unknown

_1155020456.unknown

_1155020460.unknown

_1155020462.unknown

_1155020458.unknown

_1155020451.unknown

_1155020453.unknown

_1155020449.unknown

_1155020430.unknown

_1155020438.unknown

_1155020443.unknown

_1155020445.unknown

_1155020440.unknown

_1155020434.unknown

_1155020436.unknown

_1155020432.unknown

_1155020421.unknown

_1155020425.unknown

_1155020428.unknown

_1155020423.unknown

_1155020417.unknown

_1155020419.unknown

_1155020415.unknown

_1155020257.unknown

_1155020333.unknown

_1155020376.unknown

_1155020393.unknown

_1155020402.unknown

_1155020408.unknown

_1155020410.unknown

_1155020404.unknown

_1155020397.unknown

_1155020400.unknown

_1155020395.unknown

_1155020384.unknown

_1155020389.unknown

_1155020391.unknown

_1155020387.unknown

_1155020380.unknown

_1155020382.unknown

_1155020378.unknown

_1155020352.unknown

_1155020367.unknown

_1155020372.unknown

_1155020374.unknown

_1155020369.unknown

_1155020356.unknown

_1155020359.unknown

_1155020354.unknown

_1155020341.unknown

_1155020348.unknown

_1155020350.unknown

_1155020343.unknown

_1155020337.unknown

_1155020339.unknown

_1155020335.unknown

_1155020291.unknown

_1155020311.unknown

_1155020322.unknown

_1155020328.unknown

_1155020331.unknown

_1155020324.unknown

_1155020315.unknown

_1155020320.unknown

_1155020313.unknown

_1155020302.unknown

_1155020307.unknown

_1155020309.unknown

_1155020305.unknown

_1155020298.unknown

_1155020300.unknown

_1155020296.unknown

_1155020274.unknown

_1155020283.unknown

_1155020287.unknown

_1155020289.unknown

_1155020285.unknown

_1155020279.unknown

_1155020281.unknown

_1155020276.unknown

_1155020266.unknown

_1155020270.unknown

_1155020272.unknown

_1155020268.unknown

_1155020261.unknown

_1155020264.unknown

_1155020259.unknown

_1155020181.unknown

_1155020216.unknown

_1155020236.unknown

_1155020244.unknown

_1155020248.unknown

_1155020251.unknown

_1155020246.unknown

_1155020240.unknown

_1155020242.unknown

_1155020238.unknown

_1155020227.unknown

_1155020231.unknown

_1155020233.unknown

_1155020229.unknown

_1155020222.unknown

_1155020225.unknown

_1155020220.unknown

_1155020199.unknown

_1155020207.unknown

_1155020212.unknown

_1155020214.unknown

_1155020209.unknown

_1155020203.unknown

_1155020205.unknown

_1155020201.unknown

_1155020190.unknown

_1155020194.unknown

_1155020197.unknown

_1155020192.unknown

_1155020186.unknown

_1155020188.unknown

_1155020184.unknown

_1155018283.unknown

_1155018304.unknown

_1155018313.unknown

_1155020177.unknown

_1155020179.unknown

_1155018315.unknown

_1155018309.unknown

_1155018311.unknown

_1155018307.unknown

_1155018296.unknown

_1155018300.unknown

_1155018302.unknown

_1155018298.unknown

_1155018287.unknown

_1155018294.unknown

_1155018285.unknown

_1150962825.unknown

_1151581112.unknown

_1151584552.unknown

_1152014263.unknown

_1151581128.unknown

_1150963164.unknown

_1151241914.unknown

_1150963105.unknown

_1150962154.unknown

_1150962690.unknown

_1150962775.unknown

_1150962243.unknown

_1150962546.unknown

_1150809862.unknown

_1150962057.unknown

_1150809829.unknown

